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本 书 的 中 心 内 容 是 建立 矩阵 特征 值 的 一 个 新 的 应 用 分 支 一 一 实 对 称 矩 
阵 的 拟 特征 值 (及 向 量 ) 的 分 析 方 法 。 实 对 称 和 矩阵 的 拟 特征 值 的 几何 意义 
在 于 它 刚好 与 曲面 的 主 法 曲率 成 比例 , 因此 具有 重要 的 理论 与 应 用 价值 。 
在 此 基础 上 ， 本 书 还 涉及 了 拟 特征 值 (向 量 ) 分 析 方 法 在 经 典 微分 几何 、 
非 线性 规划 领域 的 许多 应 用 。 为 此 , 本 书 特别 对 经 典 微分 几何 、 非 线性 规 
划 做 了 许多 方面 的 重新 描述 。 

如 在 微分 几何 方面 ， 引 用 并 完善 了 Rm" 欧 氏 空间 上 的 多 重 矢量 积 方 
法 ， 从 而 将 R: 空间 上 经 典 微分 几何 的 第 一 、 第 二 基本 微分 形式 分 析 方 
法 推广 到 Rm 空间 , 给 出 了 Rm 空间 上 n 维 曲面 (1<n<m-1) ky Gauss- 
Codazzi 方 程 , 讨论 了 真空 Einstein 方程 几何 解 的 构造 等 ， 在 非 线性 规划 
方面 , 给 出 了 Lagrange 乘 子 的 解 空间 构造 ,分 析 了 最 小 值 点 处 相关 的 线 
性 化 锥 、 正 法 锥 、 闭 切 锥 的 构造 , 给 出 了 一 阶 、 二 阶 约束 品 性 的 几何 意义 
得 到 了 Kuhn-Tucker 条 件 的 充 要 形式 并 给 出 了 可 应 用 的 二 阶 充分 条 件 的 
判别 方法 等 。 作 为 以 上 内 容 所 涉及 的 另 一 个 分 析 工具 , 本 书 还 构建 了 线性 
不 等 式 方程 组 的 解 的 方法 。 在 这 一 方法 下 , 林 总 繁多 的 线性 不 等 式 方程 组 
被 归结 为 Cx>0 xz>0 和 Cxz>b x>0 这 二 种 形式 ， 并 在 拓展 的 多 
胞 形 表示 定理 下 ， 可 得 到 其 解 空间 的 构造 方法 。 

阅读 本 书 只 需 具备 普通 高 等 数学 .线性 代数 和 经 典 微分 几何 方面 的 知 
识 。 本 书 可 供 数 学 、 经 济 学 研究 者 、 教 师 及 大 专 学 生 阅 读 、 使 用 。 
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S1 导 ë 


$ 1.1 问题 的 由 来 


著名 经 济 学 家 (同时 也 能 称 为 是 数学 家 ) 吉 拉 德 。 德 布 鲁 (Gerarad 
Debreu) t 13 g 1971 年 9 月 于 Barcelona 举行 的 计量 经 济 学 会 议 上 , 作 了 一 个 题 
为 (光滑 偏好 ?的 主题 发 言 “21 在 这 个 发 言 中 ,Debreu 对 于 m 维 Euclid 空间 R” 
上 的 超 曲面 u(x) = c (c ER ROTE x = x° 点 处 的 Gauss 曲率 «(x*), 给 出 了 一 个 


重要 的 推论 , 即 
Vula) Vul?) 
kG) Wa O 


= (1.1.1) 
|| Vuc’) || "°' 


I 
其 中 Vuo) = (24, Z, a, Z) AWG = Vaux) |,-e, F. 


az Im) Iam 
u 
=]. pishpa mi 
向 量 . x = Ca, TK，…， En)", EIR TORR RT. 

|: | — KRR. xl = aTe. x'x 是 向 量 内 积 . 

lel 在 这 里 表示 行列 式 , 其 他 地 方 也 用 于 表示 绝对 值 . 
注意 ,(1.1.1) 式 等 号 右边 的 分 子 其 实 就 是 u) K Hessian 矩阵 的 加 边 行 
列 式 , 故 可 将 (1. 1. 1) 式 表示 的 关系 总 结 为 以 下 定理 . 

定理 1.1.1 (Debreu) 设 u(x) = c, c 是 常数 ,是 R" 空间 上 的 曲面 , x € 

D, CR", D, 是 R" 的 一 个 开 集 . 若 mm € D, Aua) A 0, W| u(x) fE x° Ëf 
Gauss 曲率 r(x?) 等 于 u(x)fE x° 点 处 的 加 边 Hessian 矩阵 行列 式 除 以 梯度 范 数 


V'u(x) = [ 


x 


C1) G. Debreu 是 1983 年 诺 贝 尔 经 济 学 奖 获得 者 ,美国 伯克利 大 学 教授 . 


C23 可 见于 《价值 理论 及 数理 经 济 学 的 20 篇 论文 ),G. Debreu, KA .腾飞 译 ,首都 经 济 贸易 大 学 出 版 
社 ,2002 年 ,第 411 页 . 
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| Vu(x°) | W mH KERARI = 

证 明 由 微分 几何 中 可 知 , 令 MER” 中 一 个 C: 超 曲面 52 , 令 x° 是 M 中 
一 点 ,并 且 记 在 M rh x° 邻 域内 一 点 处 正 交 M 的 单位 向 量 为 8g(x). 为 了 定义 
M FE x° 处 的 Gauss 曲率 ,考虑 M rh t x° 的 参数 曲线 y, 其 在 x° 的 切 向 量 为 上 
与 7 中 每 一 点 x 相关 ,R” 中 单位 球面 M' 上 的 点 为 g(x). 这 样 即 得 到 M 中 过 
g(x") 的 参数 曲线 7 ,其 在 g(x) 的 切 向 量 为 .向 量 : 仅 同 向 量 : 有 关 ( 与 参数 曲 
线 7 无 关 ). 它 平行 于 在 x° 与 M 相 切 的 超 平面 . 函数 + 一 1 是 Weingarten 映射 
( 记 为 W EAH. W 映射 是 线性 的 . 由 W 映射 的 定义 ,其 行列 式 就 是 Gauss 曲率 
ea’), 

因此 ,在 R” 中 选 定 M 或 M' 中 一 点 的 前 m 一 1 个 坐标 为 x° 邻 域 的 坐标 系 ， 
或 gx") 的 坐标 系 .这样 x(x?) 是 变换 


(mi ze ty Emi) — (gi CX), ge(x), Bmx)) 一 (1.1.2) 
的 Jacobi 行列 式 , 其 中 坐标 


Em = Ti Trs ts Imi) —(1. 1.3) 
由 537 
u(x) = u(x°) (1. 1,45 
隐 式 决定 . 因而 
KCP) 一 | 98; +Ə,g,3,t |,- ° i j= 1,2,, m—1 —(1. 1.5) 


H— g/g: 代替 3 站 ,直接 展开 以 上 行列 式 , 便 可 得 到 


Pa diu 

Jigi gi Əu 0 ° 

ea) = 一 | 一 一 -21 
gi Ola Tod Y? # 


一 (1.1.6) 
此 即 (1. 1.1) 式 54). 这 里 符号 


Vul), Vula) 
Vul (x°) 0 


aiaiu Iu 
au 0 


I 这 里 使 用 的 符号 与 原文 有 所 不 同 ,但 意义 是 一 致 的 . 

C23 Cj, C 表示 一 阶 可 微 . 二 阶 可 微 函 数 类 . 

[53] 附带 说 明 ,u(x) 函 数 的 经 济 学 意义 是 效用 函数 , 故 u(x) 三 0. 

54] 以 上 证 明 是 依 Debreu 的 原 证 明 过 程 简化 ,改写 的 . Debreu 的 原 证 明 可 见 《 光 滑 偏好 》 一 文 , 见 前 注 . 


$1 + 言 


而 符号 


也 是 一 个 加 边 行列 式 ( 见 下 文 ). 

Debreu 推出 的 这 一 结论 肯定 是 正确 的 ,并 且 ,由 于 它 将 Gauss 曲率 表示 为 
加 边 Hessian 和 矩阵 行列 式 与 梯度 向 量 范 数 之 比 ,用 十 分 简洁 的 形式 将 Gauss 曲 
率 表达 了 出 来 ,从 而 ,可 以 方便 地 推广 到 高 维 空间 的 曲面 上 的 Gauss 曲率 的 确定 
问题 中 去 . 因此 ,即便 我 们 “忽略 ”一 一 实际 上 当然 不 能 忽略 一 一 这 一 成 果 的 其 他 
理论 意义 , 单 就 其 在 高 维 空间 中 关于 曲面 曲率 问题 的 计算 优势 而 言 (因为 行列 式 
的 算法 早已 有 十 分 成 熟 高 效 的 程序 ) ,也 至 少 应 当 引 起 人 们 的 关注 .但 自 Debreu 
公布 这 一 成 果 以 来 ,事实 似乎 刚好 相反 . 人 们 对 这 一 成 果 并 没有 了 予以 (足够 的 ) 重 
视 511. 例 如 ,以 曲面 的 曲率 为 中 心 问 题 之 一 的 微分 几何 曲面 论文 献 中 (似乎 ) 没 
有 谁 提 及 Debreu 的 这 一 重要 贡献 . 

这 样 的 一 个 正确 的 而 又 蕴含 了 重大 理论 价值 的 成 果 长 期 以 来 不 被 人 们 所 关 
注 , 一 定 是 有 具体 原因 的 . 搞 清 这 些 原 因 并 拓展 Debreu 的 成 果 ,使 其 中 的 理论 价 
值得 以 展现 ,这 即 是 写作 本 书 的 缘由 之 一 . 

对 Debreu 的 成 果 的 拓展 ,在 以 下 各 章节 中 逐步 给 予 详 述 . 这 里 仅 说 明 一 下 
我 所 理解 的 导致 这 一 成 果 不 被 人 们 关注 的 (可 能 的 ) 几 个 因素 . 为 此 ,以 下 先 插入 
一 节 以 简要 方式 引用 微分 几何 曲面 论 中 与 本 书 所 叙 内 容 有 关 的 概念 与 定理 . 


S1.2 曲面 论 扼 要 


事先 说 明 ,本 书 的 主题 并 不 是 微分 几何 ,并 且 , 作 者 的 研究 方向 也 不 是 数学 
而 是 经 济 学 . 现代 经 济 学 分 析 的 数学 基础 之 一 是 非 线性 规划 理论 . 在 非 线性 规划 
这 一 数学 分 支 中 ,曲面 "这 一 概念 是 以 相对 具 相 的 方式 出 现 的 . 在 微观 经 济 学 中 
“曲面 ? 则 是 以 特定 指称 的 方式 一 一 比如 说 “无 差异 曲面 > 即 Debreu 在 《光滑 偏 
好 ) 一 文中 所 分 析 的 u(x) 一 “决定 的 曲面 一 一 出 现 的 . 设 /(x) 是 (至 少 ) 三 阶 可 
微 函数 ,经 济 学 中 的 “曲面 "通常 用 隐 函 数 形式 表示 为 


f: fx) = c x€ D, C R" —(1.2.1) 
D, 是 x 的 定义 域 , 开 集 , 有 时 也 直接 写成 D. 曲面 函数 亦 或 显 式 地 表示 为 


513 由 于 在 4 光滑 偏好 ?一 文中 ,Debreu 在 给 出 这 一 成 果 时 并 林 注 明 是 引 自 其 他 人 的 文献 , 故 作 者 在 这 
里 指称 这 一 成 果 即 应 归属 于 Debreu £ A. 


4 _ 实 对 称 短 降 的 拟 特征 值 理论 与 应 用 


F; z= f(x) x€ D. C R” z€R Kl 22) 


(1.2.2) 式 给 出 的 曲面 形式 称 为 “Monge 形式 "513 附带 地 说 ,(1. 2. 1) 式 也 可 以 
看 成 是 (1. 2. 2) 式 中 令 < — < 决定 的 一 个 等 值 曲面 方程 

在 非 线性 规划 的 约束 条 件 下 的 极 值 理论 中 ,比如 经 济 学 关于 消费 者 在 收入 
预算 约束 下 的 效用 最 大 化 行为 中 ,其 极 值 总 是 在 目标 函数 的 某 个 等 值 曲面 上 过 
到 ,如 消费 者 的 效用 最 大 化 消费 状态 总 是 在 效用 无 差异 曲面 上 达到 . 因此 ,在 非 
线性 规划 的 极 值 分 析 中 ,由 目标 函数 的 等 值 曲面 所 决定 的 Hessian 和 矩阵 (以 下 用 
H R H (x) 73; — E BE) 


m 
n=| r) iy j= 1, 2, =, m ONES] 
azigzi Jnxm 


以 及 加 边 Hessian 矩阵 (以 下 用 H; 或 H,(x) 表 示 这 一 和 矩阵) 


Ho: [ H(x) | 


-(1. 2. 4) 
VIT x) 0 


具有 至 关 重 要 的 意义 与 作用 . 

但 令 人 遗憾 的 是 , 现 有 文献 中 似乎 少 有 专注 于 有 H、H; 和 矩阵 分 析 的 资料 . 特 
别 是 关于 加 边 Hessian 矩阵 这 一 类 实 对 称 矩 阵 的 分 析 , 几 乎 是 空白 . 由 于 加 边 
Hessian 矩阵 是 现代 微观 经 济 学 分 析 的 数学 基础 之 一 ,建立 对 于 用 ,矩阵 的 分 析 
对 于 经 济 学 研究 本 身 就 具有 迫切 性 . 以 下 章节 的 叙述 可 清晰 地 看 到 Debreu 的 成 
果 ( 定 理 1. 1. 1) 恰 好 是 一 座 通 向 加 边 Hessian 矩阵 分 析 的 桥梁 . 这 可 以 说 是 促使 
作者 写作 本 书 的 缘由 之 二 . 如 本 书 书 名 所 言 ,本 书 的 主题 实际 上 就 是 加 边 实 对 称 
矩阵 的 拟 特征 值 理论 . 

鉴于 以 上 缘由 ,本 书 以 下 章节 中 将 更 多 地 使 用 (1. 2. 1 一 2) 式 以 表示 R" (或 
R"*') 网 氏 空 间 上 的 曲面 ,当然 ,也 会 涉及 微分 儿 何 中 主要 使 用 的 “参数 曲面 片 ” 
表示 形式 , 即 如 R 空间 中 用 以 下 方式 参数 化 表示 的 曲面 形式 


ru) = rlu, u) = (x, y, z)" —(1. 2.5) 


y = yu) = ylu,, u) a E A 


x = x(u) = z(u,» u,) 
"e u= (u, m)" € D, C R: 
r= (z, y, z) € R° 


z = z(u) = z(u; » ux) 


D,—— u 的 定义 域 . 
很 容易 将 (1. 2. 5) 式 表示 的 参数 函数 推广 到 R” 及 C"( 复 欧 氏 空间 ) 空 间 上 
去 . 本 书 同时 使 用 了 一 般 曲面 函数 与 参数 曲面 函数 的 形式 ,这 是 因为 在 古典 微分 


CII 《微分 几何 初步 》, 陈 维 桓 ,北京 大 学 出 版 社 ,1990 年 ,第 48 页 . 


$81 $ È 
几何 中 ,所 有 概念 .定理 的 表述 几乎 都 是 以 参数 变换 的 方式 给 出 的 ,所 以 ,在 本 章 
以 下 所 引用 的 微分 几何 相关 内 容 中 ,必要 用 到 参数 变换 的 方式 予以 叙述 . 
正则 曲面 
设 在 区 域 D C R° 内 给 定 了 一 个 连续 可 微 函 数 


f= f(x, y, 2) 
则 当 /(，) 的 梯度 向 量 
CAA Fy 
V= (ayar) #0 
时 ,函数 f 的 等 值 面 
f(x, y, z) = c (c — const) 


是 R' 中 的 正则 曲面 511. 现 将 这 一 性 质 拓 展 到 一 般 的 R" 空间 上 . 
定义 1.2.1 xER Go) 是 xEDCR" 上 的 二 次 (以 上 ) 可 微 函 数 , 且 
c € f(D) 是 正则 的 , 即 对 任 一 xE D 并 满足 


fœ 一 < 
的 点 x 上 ,梯度 向 量 

Vi(x) Z 0 (0:27) 
则 

fœ = c 
决定 的 等 值 曲面 是 正则 曲面 . (] 


由 这 个 定义 即 知 以 Monge 形式 (1. 2. 2) 式 表示 的 曲面 都 是 R"” 空 间 中 的 
正则 曲面 . 因为 构造 


x= (xT, z)! € R"* 
令 F@) =z- f(x) 一 0 —(1. 2. 8) 
则 对 任 一 使 (1. 2. 3) 式 成 立 的 x*, 都 有 
VF) = (Vf a), Z 0 


成 立 . 
以 下 假设 以 (1. 2. 1) 式 的 形式 所 决定 的 曲面 都 是 正则 曲面 . 
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曲面 的 切 平 面 与 法 向 量 


正则 曲面 上 任 一 点 处 的 梯度 向 量 都 不 是 0 向 量 , 并 且 由 多 元 函数 微分 的 理 
论 可 知 , 梯 度 向 量 是 唯一 的 513 所 以 ,由 (x) 的 梯度 向 量 VA(x) ,总 可 以 决定 由 
(1. 2. 1) 式 给 出 的 正则 曲面 了 任 一 点 x" kF LA L; 由 下 式 决 定 


Li: Vf'(x J)a=0 一 (1.2.9) 
其 中 fD = c 
a=x-x xeR 


a 是 起 点 在 x" 指向 x 的 方向 向 量 .类似 地 ,对 Monge 形式 给 出 的 曲面 上 的 
点 ,有 切 平面 Le， 


Le: VF' (a = 0 一 (1.2.10) 
其 中 F@) = z — fü) = 0 
a= xr—x x€ R"*' 


显然 YF(x) 即 是 切 平面 Ly 的 法 方向 向 量 ,同时 也 就 是 曲面 /在 点 x 处 的 法 
方向 向 量 . 
注意 到 |V| > 0, 故 可 规定 用 


Vf) 
IVf) | 


表示 f 曲面 上 点 x" 处 的 单位 法 向 量 ( 场 ) 函数 . 由 于 /Cr) 至 少 三 次 可 微 , 故 
N(x") 是 可 微 的 . 曲面 上 可 微 单位 法 向 量 场 的 存在 , 即 表示 由 (1. 2. 1) 式 表示 的 


正则 曲面 是 可 定向 的 . N(x") 即 给 出 了 一 个 指向 (比如 说 规定 为 正方 向 ) 5 22 
对 于 Monge 形式 的 曲面 ,其 单位 可 微 法 向 量 场 用 


Ña) = 


一 (1.2.11) 


Cf), DT 


Ne(x°) = 
PX? = TIF VG) | 


d. 2.12) 


表示 . 
N. N, 有 时 也 简化 地 写成 N Ne. 


51] 如 果 多 元 函数 /(x) 在 点 x 可 微 , 则 微分 是 唯一 的 . 见 (多 元 微 积分 ),C. Goffman, 史 济 怀 等 译 , 人 民 
教育 出 版 村 ,1978 年 ,第 36 页 ,定理 1. 

[2] 参见 (曲线 与 曲面 的 微分 几何 》,Manfredo P. do Carmo 著 ,出 畴 等 译 ,机 械 工业 出 版 社 ,2005 年 ,第 
76 页 ,命题 1. 


正则 参数 曲面 片 


正则 参数 曲面 片 这 一 概念 (在 经 典 微分 几何 中 ) 是 限制 在 R° 空间 上 的 . 将 
(1.2.10~12) 式 中 看 成 是 R* 中 的 子 集 DD S| R° HFR rD HRA. 
定义 1.2.2 对 DC R (u, u) € D, 如 果 可 微 映射 7 的 偏 导数 (向 量 ) 


> ðr 
Mt, gl. 
2 一 (1.2.13) 
NO y = Sr: 
ua | 0, 
是 线性 无 关 的 , 称 曲面 片 r(D) 在 点 (xi ，vwz) 处 是 正则 的 ,如 果 对 任 一 (ww，v)E 
D,r 都 是 正则 的 , 称 r(D) 为 正则 参数 曲面 ,(u,，u, ) 为 正则 参数 . E 
定义 1.2.3 Ü D Jë R° 中 单 连通 开 集 
r: D= R° 
是 正则 参数 曲面 . 记 S = r(D) , 如果 
rr D—S 
是 同 胚 映射 , 则 -= ru) u= (Qu, u)" € DEKNE iE NS # li iñi S 为 正则 曲 
面 片 . C 
定义 1.2.4 HSER 中 的 一 个 子 集 , 如 果 对 任意 一 点 p € S, 必 存 在 p 
的 一 个 邻 域 V, 使 V NA S 为 一 个 正则 曲面 片 , 则 称 S 为 正则 曲面 51 a 


这 里 应 注意 “正则 曲面 ”与 “正则 参数 曲面 片 " 是 意义 不 同 的 两 个 概念 . 如 R° 
中 的 单位 球面 是 正则 曲面 ,但 其 整体 并 不 是 一 个 正则 参数 曲面 片 . 

正则 参数 曲面 片 ,从 直观 上 讲 , 是 将 R° 中 的 曲面 (局 部 ) 看 成 为 R* 中 的 二 元 
函数 (参数 u,，u,) 的 图 像 . 从 这 个 意义 上 讲 ,R 中 的 正则 曲面 ,总 能 用 若干 个 正 
则 参数 曲面 片 粘 合 而 成 . 例如 R° 中 的 单位 球面 ,可 用 6 个 Monge 形式 的 正则 参 
数 曲面 片 完全 覆盖 或 2 个 球 坐标 参数 曲面 片 完 全 覆盖 22. 


正则 参数 曲面 片上 的 切 平面 与 法 向 量 


以 下 设 参数 变换 函数 r(w) 至 少 三 阶 可 微 . 在 正则 参数 曲面 片 S 上 ,对 任 一 
Cus u) E DD 决定 的 r(w) 处 的 切 平面 记 作 工 s, 且 Ls 上 从 p = r(u) € R° 出 发 的 
任 一 方向 向 量 a, 可 由 下 式 决定 


Ls:@, =h *h +h *h tsk € R —(1. 2. 14) 


C1) 定义 1.2.2~4 EJLA, EAR RE PH HiQ 2000 年 ,第 3. 1 W. 
C2) MP. do Carmo, 见 前 注 ,第 43 页 . 
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k (ri, PORIE Ls 切 空间 的 一 组 基 向 量 . 

WAF. r; 线性 独立 , 故 其 矢量 积 的 模 | p, X p, |> 0, 从 而 Ls 上 的 单位 法 
向 量 n 可 由 矢量 积 算法 表示 为 

paiba. —a. 2.15) 
ln xr! 

(1. 2. 15) 式 给 出 的 单位 法 向 量 n 在 古典 微分 几何 中 起 着 基础 性 的 作用 . 正则 参 
数 曲 面 片 这 一 概念 的 意义 即 在 于 保证 在 其 上 的 每 一 点 处 ,单位 法 向 量 n fF (E R. 
可 微 . 

由 的 可 微 性 要 求 , 即 可 得 出 正则 参数 曲面 片 S = r(D) 只 能 是 定义 在 R: 
的 某 个 开 子 集 上 . 这 可 由 n 的 定义 式 (1.2.15) 式 中 即 可 看 到 . 由 n 的 可 微 性 要 
求 , 即 应 当 要 求 模 函 数 | 六 xX p. | 一 定 要 是 可 微 的 . 由 模 函 数 | a | 的 定义 


la = (Za)? 
可 知 ,|al 是 Euclid 范 数 . 它 本 质 上 是 绝对 值 函 数 . 比如 对 于 向 量 
a = (cost, ticos t)! 
则 la |= Q +): /costz 
由 1 a | 三 0 的 性 质 ,如 果 cos 的 值 允 许 有 正 、 负 数 ,那么 
lal= +)! | cost] 


但 由 于 绝对 值 函 数 |cos t| fE cos: = 0 处 是 不 可 微 的 , 故 要 使 la| 可 微 ,必须 要 求 
cosL 二 0( 或 cosz 一 0) 从 而 使 | cost | = cosi( 或 | cost | =— cost) 成 立 , 由 此 


m - T < < FEN (R << Sa) 存在 ,使 la| 在 其 上 是 可 微 的 . 正 


则 参数 曲面 片 的 定义 域 一 定 为 开 集 的 要 求 即 由 此 而 产生 517. 
- 般 地 , 设 函 数 向 量 a(t) € R" 关于 上 可 微 且 a > 0, 则 其 归 一 化 形式 记 为 


a= 一 lall = (aa)? Z 0 
lal 
那么 , 易 知 
da = a da 
= (I, —aaT ' = 22: 
qT iD T Ta (1. 2. 15a) 


所 以 , 当 i al #0, W a 存在 , 且 a 必 可 微 . 


Cl) 附带 地 说 ,对 于 参数 曲线 也 有 类 似 的 要 求 , 见 下 文 . 


51 $. + 9 


因此 ,存在 可 微 的 a 的 条 件 即 是 ‖ a | > 0 所 决定 的 :的 开 集 即 a 的 定义 域 

上 . 由 Euclid 范 数 的 定义 , 设 可 以 有 以 下 形式 
(ata): =+ AW) 
HDCa'a); TAFF Ñ ACO M ER a 的 定义 域 可 表示 成 以 下 
Aa) >0 
bak >o —AG > 0 

这 两 种 形式 所 决定 的 :的 开 集 之 一 ,如 以 上 所 举 的 示例 . 

当 (ara) 六 不 能 被 开 方 成 士 A(z) 函 数 的 形式 , 邳 么 ,直接 由 

ara 二 0 

决定 a 的 定义 域 . 

现在 ,如 果 将 & 看 成 是 正则 参数 曲面 片 r-(u) 上 的 可 微 单位 法 向 量 n, 则 a( 即 
nm) 的 定义 域 无 疑 也 就 是 r(w) 的 定义 域 . 这 只 需 用 自 变量 (向 量 )u 取代 上 即 可 . 
曲面 的 第 一 、 第 二 基本 二 次 型 


对 于 R° 空间 上 的 Monge 形式 的 曲面 “1) 


ET] 
第 一 基本 二 次 型 是 指 微分 不 变形 式 
d? = Edz’ +2Fdzdy + Gdy? (1.2.16) 
其 中 
x azy? azgz n azy? 
E=1+ (2¥) =s c=1+(Ž) (1.2.17) 


E, F. G 称 为 第 一 基本 量 . ds 是 曲面 上 点 (z，>，z) 处 的 弧 微分 ( 线 元 素 ). 
第 二 基本 二 次 型 是 指 微分 不 变形 式 


@ = Ldz: 十 2Mdzrdy 十 Ndy 一 (1.2.18) 
其 中 
# £ t 
L= M= N= 二 
h h h 
SLE uE ee —a. 2.19 
əƏ ` Əry ay Ta 
az az 
à =Z ,=/IT#E+2 
Jz 3y 1 十 户 十 9 


C1) Monge 形 式 曲面 函数 的 第 一 .二 基本 形式 , 见 《 数 学 手册 》, 人民 教 育 出 版 社 ,1979 年 ,第 417 一 
419 页 . 
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L. M. N 称 为 第 二 基本 量 . p 反映 的 是 曲面 在 空间 上 的 弯曲 程度 . 
记 


Sr [i, h] 一 (1.2.20) 
ðu 


MIČE Jè r Cu 的 Jacobi ME E ( Jacobi 矩阵 的 行列 起 即 为 Jacobi 行列 式 


Ilis r) š 
Re 注意 站, :都 是 列 向 量 . 


在 正则 参数 曲面 片 S$ 上 ,第 一 基本 二 次 型 可 表示 为 


arT ar 


ds = du" 2 Tdu = dr! dr 一 (1.2.21) 
Əu Ju 
其 中 
ar 
du = (dur, du)! dr = du 
Ju 
是 微分 算 子 向 量 . 
这 里 
" PERENE 
a S a | 网 一 (1.2.22) 
Ju Ju Hh Rh 


是 由 线性 无 关 的 列 向 量 组 (r:，rz*) 构 造 的 Gram 矩阵 . XE EEEE g O. 
规定 以 下 记号 


i iai Ë Py 
ðu ju Leg gad LF GJ ` 


E=gi =H h F=gr =ga =H h G=ga= H h 


—(1. 2. 23) 
称 (1. 2. 23) 式 决定 的 E. F. G 为 正则 参数 曲面 片 S 上 的 第 一 基本 量 . 
记 
Ən n an 
h = — m = — 
Iu, 3u, 
x” 一 (1.2.24) 
= = [m> à] 


C1) 见 本 书 $5.8.1 节 的 说 明 . 


$1 导 + n 


则 各 是 S 上 的 单位 法 向 量 的 Jacobi SE PE. 这 里 规定 m, A, WANIRE 
则 正则 参数 曲面 片 S 上 的 第 二 基本 形式 可 表示 为 


ən" ər 


i 一 (1.2.25 
P = Ae dn dr (1.2.25) 
其 中 dn = "du 
ðu 
n aa ura 
anar _ nr ni r; —(1.2.26) 
ðu ðu [mp nir 
并 规定 以 下 记号 
am ar fen a]. [r M]; 
ðu Ju Leg. ca MN 
kas w . =. 2.275 
了 一 cn =- h M= cx = ca 一 一 六 一 一 林产 
N = ca =—ñ h 


称 (1, 2. 27) 式 决定 的 L、M、N 是 正则 参数 曲面 片 S 上 的 第 二 基本 量 511 
正则 参数 曲面 片上 的 曲率 


Gauss, Weingarten 映射 

定义 1.2.5 (Gauss 映射 ) 设 SC R 是 具有 定向 n 的 曲面 .映射 n: S— R° 
取 值 于 单位 球面 S° 

S il, yz € R| +y +e =l) 

这 样 得 到 的 映射 n: S -> S° 称 为 S 的 Gauss 映射 . E 

显然 ,这 样 的 n 即 为 S 上 的 单位 法 向 量 .m 是 可 微 的 . n 在 点 p € S 的 微分 
dn, 是 从 S 的 切 平面 Ls 到 单位 球面 上 的 点 n(p) 的 切 平面 Ls 上 的 线性 映射 因 
为 Ls 与 Ls 是 平行 的 平面 , 故 dn, 可 以 看 作 是 Ls 上 的 线性 映射. 

线性 映射 dm : Ls -> Ls 的 作用 如 下 .对 S 中 每 一 条 使 B(0) = p 的 参数 曲 
线 B(W) ,考虑 在 S 中 的 对 应 的 参数 曲线 


n(B()) = n(0) 
从 而 nC) 是 限制 在 曲线 Be) 上 的 法 向 量 . 其 切 向 量 
ACO) = dn, (PO)) 


C1] 正则 参数 曲面 片上 的 第 一 、 二 基本 形式 及 基本 量 的 公式 参见 (微分 几何 ), 孟 道 怠 、 梁 科 , 见 前 注 ,第 
61 一 69 页 . 
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j Ls 中 的 向 量 . dn, HE Bt f n Gay Pz) 曲线 在 1 — 0 处 的 变化 率 . 所 以 dn, 度量 
T n 如 何 从 n(p) 向 p 点 近 旁 离开 .对 S 是 曲线 的 情况 ,这 个 测度 的 数值 就 是 S 
在 点 p 处 的 曲率 ,对 S 是 曲面 的 情况 ,这 个 测度 由 一 个 线性 上 映照 刻 划 . 
由 于 切 平面 Ls 由 (1. 2. 14) 式 给 出 , 故 (7, ,7r;) 线 性 无 关 向 量 组 就 是 Ls 的 一 
组 基 . 利用 这 一 组 ,可 以 得 到 在 (7 ，rz) 基 向 量 组 下 的 线性 映射 dn, 的 矩阵 表示 . 
设 r(w) 是 曲面 S 在 PE S 近 旁 的 一 个 参数 表示 , BO = ru) 是 S 上 过 
p 点 的 参数 曲线 ,上 且 BO) = p. 约定 以 下 出 现 的 所 有 偏 导 函 数 均 在 p 点 取 值 . 
BODKE p ARDER = ha + hak 以 及 


dn(P) = RG G), uD)) = mt + ño 


因为 dn, 是 Ls 上 的 线性 映射 , 故 ni. n, 应 是 Ls 上 的 向 量 . 设 ni. n. 在 Cr， 


r;) 基 向 量 下 的 矩阵 是 
[s] É j —(1.2.28) 


ən" [e aJar" 
au 


— —(1. 2. 28a) 


an and Ju 


dn($) = Capii Hani) h + (asta + ants) F 

HEG ，r:) 基 下 ,有 
ún an anl[ma 

w] l: SIE] 
从 而 dn 由 矩阵 [a] is j= 1, 2 给 出 .并 可 证 dn, 是 自 伴随 线性 映射 ,从 而 其 
矩阵 [a ] 是 对 称 矩 阵 . 但 是 不 利用 曲面 的 第 一 ,二 基本 形式 而 要 给 出 [a, ] 矩 阵 


的 形式 是 不 方便 的 (在 高 维 情形 下 是 很 困难 的 ). 为 此 ,对 (1.2.28) 式 构造 
(1. 2. 26) 式 的 乘积 ,并 利用 (1. 2. 23) 式 、(1. 2. 27) 式 的 符号 规定 ,可 得 


Gea [Jal 
所 以 有 
Les ra R 


这 样 就 可 得 到 由 第 一 .二 基本 二 次 型 矩阵 与 dn 矩阵 [ai ] 的 关系 (并 注意 到 第 一 


基本 二 次 型 矩阵 正定 可 逆 ) 


an an] [-L —M] TE FT _ pya 
P. “|- [Ex Snl LF c] SALI 2 e) 
HPI I 分 别 为 第 一 .二 基本 二 次 型 矩阵 . 
HA. 2. 29) 式 两 边 取 行列 式 ,就 有 
LN 一 ME _ 
EG—F 
这 里 的 < 即 是 Gauss 曲率 . (1. 2. 29) 式 与 (1. 2. 28) 式 即 是 Weingarten 方程 的 一 
种 形式 511 这 里 的 dn 是 在 (r, ，r:) 基 向 量 组 下 的 矩阵 表示 . 
定义 1.2.6 (1. 2. 28) 式 决定 的 矩阵 ( 取 负 值 )[ 一 ai ], i, j = 1, 2 可 称 为 


| dn |= det([a, J) = 


一 (1.2.30) 


是 Ls->Ls 上 的 Weingarten 映射 的 矩阵 形式 . "C 
故 W 映射 是 
网 a) Í 
w: | i> 一 (1.2.31) 
H -三 
其 矩阵 用 W 表示 ,是 
一 an 一 az L MIE FT' T 
w- Ea alia nlle o] 78 caza 


可 知 W 映射 矩阵 的 特征 值 ,特征 向 量 就 是 曲面 上 点 p 处 的 主 曲 率 、 主 方向 
(定义 见 下 文 ). 而 W 映射 矩阵 的 特征 值 . 特 征 向 量 显然 由 (1. 2. 27) 式 ,应 为 以 下 


形式 方程 组 的 解 
aa allel Aa 
4 为 W 映射 特征 值 . 利用 (1. 2. 32) 式 ,可 有 
Fan 
REE ST Dl Ku 


51] 这 一 节 以 上 的 内 容 基本 上 引 自 M P. do Carmo, 见 前 注 .第 98 页 定义 1 及 其 以 下 以 及 第 111 页 3. 3 
W. 但 符号 上 及 有 些 表 述 上 有 所 不 同 . 


作 变 换 


14 _ 实 对 称 赵 降 的 拟 特征 值 理论 与 应 用 


就 可 得 到 Weigarten WAJEN EHRE HTE ht TEM E. F 等 不 变量 取 值 
点 处 的 x 点 出 发 的 方向 向 量 ). 并 有 ， 


ba wel cla] 
上 式 可 写成 为 以 下 齐 次 形式 ， 


(ls chiu wll- 
即 知 W 映射 矩阵 特征 值 》 是 下 列 方程 的 根 


E F] [L M . 
u F ci N])=。 2 


或 可 写成 1M1: 一 多 |=0 (一 2X2 阶 单位 矩阵 ) 一 (1. 2. 33a) 


这 里 还 可 以 附带 指出 ,(1. 2. 32) 式 两 边 取 行列 式 的 结果 与 (1, 2. 29) 式 是 相 
同 的 , 即 der([a,, D = det([ 一 ay]) is j= 1, 2. 所 以 ,可 以 说 W 映射 矩阵 行列 
式 也 就 是 Gauss 曲率 . 


曲面 的 法 曲率 、 主 (法 ) 的 率 、 主 方向 平均 的 率 


对 于 曲面 S$ 上 任 一 固定 点 p, 设 廊 为 S 在 p 点 的 法 向 量 ,了 为 S 在 p 点 的 任 
一 切 向 量 . 过 p 点 及 工 方向 作曲 面 S 的 法 平面 
L., IB 1. 2. 1. £ L, 与 曲面 S 的 交 线 c 为 曲面 在 
p 点 沿 工 方向 的 法 截 曲 线 .c 在 p 点 的 曲率 称 为 S 


fE p 点 沿 工 方向 的 法 ( 截 ) 曲 率 , 记 为 «,. 当 工 在 S 
曲面 p 点 的 切 平面 Ls 上 变动 时 ,法 曲率 也 随 之 
变动 . 法 曲率 取 极 值 的 方向 称 为 主 方向 , 沿 主 方向 的 
法 曲率 称 为 主 (法 ) 曲率 . S 曲面 上 不 止 有 一 个 主 法 
曲率 . 称 S 曲面 上 所 有 主 法 曲率 的 乘积 为 S 在 p 点 的 总 曲率 . 总 曲率 就 是 Gauss 曲 
率 «. 称 S 曲面 上 所 有 主 法 曲率 的 算术 平均 值 为 S 在 p 点 的 平均 曲率 h Cl). 

本 书 在 以 下 分 析 中 所 涉及 的 其 他 微分 几何 的 概念 ,在 引用 时 会 另行 说 明 . 


x 关于 向 量 内 积 的 定义 与 符号 表示 的 注释 
设 a, bE R" 是 两 个 向 量 , 用 符号 Ca, b) = a*…b 表 示 a、b 的 标准 内 积 ( 简 


图 1.2.1 


51] 引 自 (数学 词典 ), 谷 超 豪 主编 ,上 海 科技 出 版 社 ,1992 年 ,第 218 页 “法 曲率 ”. 


称 内 积 )， 
a» b= b'a = ba, 一 (1.2.34) 
= 


由 于 a,、b; 都 是 实数 ,以 及 乘法 的 交换 律 , 故 在 实 Euclid 空间 上 ， 
ab 一 ba 一 ba 一 ab 一 (1. 2.35) 
所 以 ,本 书 在 R" 空间 上 使 用 向 量 内 积 算 法 时 ,不 加 区 别 地 使 用 ab 一 ar 和 o。 
b= b'a 的 形式 . 
Ba, b E C", 仍 使 用 以 上 符号 表示 复 Euclid 空间 上 的 内 积 . 则 规定 标准 内 
积 是 指 
a+b=b'a= SBa, ais bi EC —(1. 2. 36) 


其 中 心 是 指 0036866) 8t.b' kR JtS056 ME Nit. 由 于 在 复数 域 上 一 般 
b'a Z a'b 
故 C" 上 标准 内 积 的 形式 只 使 用 (1. 2. 36) 式 的 形式 . 


为 分 析 之 需要 ,本 书 在 复 Euclid 空间 C” 上 还 使 用 复 向 量 乘积 . 复 向 量 乘积 
使 用 符号 ax b，a、b E C" 


axb=ba= ba, asb € C 一 (1.2.37) 
= 


由 复数 乘法 的 可 交换 性 , 知 复 向 量 乘 积 也 具有 可 交换 性 ， 
axb=bxa=a'b=b'a 一 (1.2.38) 


所 以 ,本 书 在 C” 空间 上 使 用 复 向 量 乘积 时 ,也 不 加 区 别 地 使 用 a*b = a! b 和 
a *b = b'a WÉR. 

向 量 的 标准 内 积 的 性 质 为 人 熟知 ,不 用 详 述 , 复 向 量 乘积 则 需 给 以 具体 的 说 
明 . 这 可 见 本 书 $4 章 的 有 关内 容 . 


$ 1.3 Debreu 定理 评述 


由 以 上 8 1.2 节 所 引 内 容 , 并 比照 $1.1 节 中 Debreu 关于 定理 1. 1. 1 的 证 
明 ,可 以 看 到 ,在 其 证 明 中 有 以 下 几 个 地 方 不 甚 清晰 .第 一 是 (1. 1.5) 式 的 给 出 . 


CAI 引 自 《数学 词典 》 谷 超 豪 主编 ,上 海 科技 出 版 社 ,1992 年 ,第 218 页 “法 曲率 ”. 
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(1.1.5) 式 的 推出 ,由 前 述 , 仍 是 基于 W 映射 的 概念 . 但 由 》 1.2 节 可 知 ,W 映射 
应 是 指 的 (1. 2. 31) 式 . 这 与 推出 (1. 1. 5) 式 时 所 使 用 的 映射 ( 即 (1.1.2) 式 ) 在 形 
式 与 意义 上 是 有 区 别 的 . 

将 (1.1.3) 一 (1.1.4) 式 理解 为 对 曲面 x(x) 作 了 一 个 参数 变换 ,即今 


Ti=v i=1,2,-, m—1 


To = KCO Vrs °°, Umi) 3 
W u(x) 即 被 参数 化 地 表示 
u = ulo, mw —(1. 3.2) 
并 用 "= (wy uz. t, v, DTER" 记号 ,那么 ,(1.1.2) 式 的 映射 是 
gilv, Cv)) 
v BI, 一 (1.3.3) 


gm1 (v, EOD) 
Hpg) j= 二 1,2,…,m 一 1 是 w(x) 曲面 在 x 点 处 的 单位 法 向 量 的 前 m 一 
1 个 分 其 (函数 ). 显然 , (1.3.3) 式 的 含义 与 (1.2.31) 式 是 有 区 别 的 . 这 样 
(1. 1. 5) 式 是 指 以 下 Jacobi 行列 式 
Ilgis Bos s Bni) 
ao Urs s Unai) 
这 里 的 < 是 Gauss 曲率 . 
第 二 ,Debreu 指出 ,从 (1. 1.5) 式 到 (1.1.6) 式 可 以 利用 行列 式 的 直接 展开 
而 推出 .在 m= 2 时 ,这 是 可 行 的 .如 设 


ulti z.) = c 


并 设 2“ 关 0, H RREA 


zz 


记 wo = (=, = 


并 简 记 Vu(x) 为 ww, 有 


Ju 


ax, 


m= TuT 


31 + * VZ 


则 Jacobi 行列 式 即 为 
agı _1 (E Fu au | 并 )- 
ar 1w1\az ariars azi| ar, 
au 


Ər, fdufðu u au1au N: 
KAK pss Ərx,9r, Ərx,| 3 ) 


9 09 Qu a 
di ya) 
1 (- aa Ju Iu Ps (ey 2 (2)') 


ax 


= Tvali? 
|H, | 


3x, ðr, Ər, Əz, Axi r, Əx, 


(m=2) 


Iva 1” 
但 对 于 一 般 形式 下 的 Jacobi 行列 式 ,注意 ,有 
u, Ju Y 
z = Tvi w a i=l, 2, s,m 
以 及 从 u(x) =c 
Du C. ._ Pa "š 
中 可 得 到 (Be 0), = isl 2 m—1 


u, u, u, -1 
Ilir Ber “° Bm) _ [Vull IVau | |l Vu || 


9(zi， Teo =° Lumi) az Tao o Lai) <: 


IU; os | 


I 


其 中 通 项 


U, = [Cu —u,u,/u,) 。 Si . (ww 一 wii/an))]/ | Vu || ° 
A A 
_ 3u 
w = Jaðar 
是 非常 繁杂 的 . 要 从 以 上 和 矩阵 [U; ] 的 行列 式 中 推出 定理 1.1.1 的 结果 并 非 
易 事 . 
第 三 ,即便 能 够 对 任意 的 m, 由 [U; ] 和 矩阵 的 行列 式 推出 


= = 
I=- | 


的 结果 ,注意 到 以 上 等 式 左边 是 一 个 m 一 1 阶 行列 式 ,而 中 间 的 分 子 部 分 则 是 


ij =1,2, m 
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m+ 1 阶 行列 式 .与 W 映射 行列 式 (在 m = 二 3 时 , 是 mm 一 1 阶 行列 式 ) 相 比较 ,中 
间 分 子 行列 式 的 阶 数 是 令 人 疑惑 的 . 并 且 已 知 W 映射 矩阵 的 特征 值 为 曲面 的 主 
法 曲率 这 一 重要 意义 ,在 加 边 Hessian 矩阵 妃 ; 中 还 缺少 相对 应 的 特征 量 . 因为 
在 传统 的 矩阵 特征 值 理论 中 ,日 矩阵 的 特征 值 是 以 下 方程 的 根 


i 一 (1.3.4) 
其 中 日 二 = ] w 的 Hessian SEPE, 1n Jš m X m B 88 839. 这 样 ,条 


阵 应 有 m 十 1 个 特征 值 、 特 征 向 量 . 但 确 知 的 是 在 m = 3 时 ,曲面 上 只 可 能 有 由 
W 映射 矩阵 决定 的 2 个 特征 值 ,对 应 于 曲面 的 2 个 主 法 曲率 . X FE , H, ME RE ñ) 
m 十 1 个 特征 值 在 个 数 上 即 与 微分 几何 已 有 结论 不 相 容 了 512 

以 上 3 点 大 概 就 是 导致 8 1. 1 节 所 指 情形 的 原因 . 


$ 1.4 内 容 提要 


本 书 在 大 的 章节 上 分 为 了 五 个 部 分 ,分 别 为 

$2 章 一 一 经 典 微分 几何 基本 概念 在 R” 空间 上 的 推广 . 这 部 分 内 容 从 本 书 
的 逻辑 结构 上 讲 , 是 为 了 8 3 章 内 容 的 论述 而 作 的 一 个 准备 . 但 这 一 章 内 容 本 身 
也 具有 重要 性 , 比如 ,在 $ 2.4 节 中 建立 了 R" 空间 上 的 多 重 矢 量 积 方法 . 从 而 ， 
利用 这 一 方法 ,就 可 以 顺畅 地 将 R° 空间 上 的 正则 参数 曲面 片 的 第 一 .二 基本 微 
分 形式 直接 地 推广 到 R” 空间 上 去 . 这 一 点 的 意义 考 须 次 言 . 由 此 ,经 典 微分 几 
何 中 在 R° 空间 上 利用 第 一 ,二 基本 微分 形式 得 出 的 诸多 重要 定理 ,都 可 以 方便 
地 拓展 到 了 R" 空间 . 须 注 意 有 些 定理 的 拓展 将 产生 一 些 新 的 意义 ,比如 著名 的 
Gauss Egregium 定理 ( 见 Š 2. 3. 1) ,在 一 般 的 R” 空间 上 , 2 m 是 奇数 时 ,这 一 
定理 才能 严格 成 立 ,而 在 m 是 偶数 的 R" 空间 上 ,这 一 定理 是 不 能 严格 成 立 的 
( 即 仅 利用 曲面 的 第 一 基本 不 变量 及 其 偏 导数 ,只 能 得 到 曲面 总 曲率 的 绝对 值 而 
不 能 确定 总 曲率 的 符号 ). 

利用 多 重 矢量 积 方法 ,在 $ 2.4.4 节 中 ,还 给 出 了 R" 空间 上 维 曲 面 的 第 
一 ,二 基本 形式 与 Gauss-Codazzi 方程 ,并 指出 了 在 1 一 ?一 mm 一 1 时 ,存在 有 法 向 
迷 向 的 一 类 曲面 ( 相 比 较 , 球 面 应 看 成 是 切 向 迷 向 的 曲面 ). 同时 ,还 分 析 了 内 萄 
几何 方法 的 适用 性 限制 条 件 ,这 常 为 人 忽视 的 问题 . 


51] 在 一 般 R" 空间 上 ,曲面 具有 的 主 法 曲率 及 其 个 数 ,本 书 下 一 章 内 容 中 会 证 明 R" 空间 上 的 曲面 可 
有 nm 一 1 个 主 法 曲率 及 对 应 的 主 法 方向 - 
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Š 2 章 中 其 他 的 内 容 还 有 如 R” 空间 上 的 曲线 的 Frenet 标 架 的 分 析 . 这 一 部 
分 内 容 从 结论 上 讲 是 已 为 人 所 熟知 的 . 但 这 里 还 讨论 了 曲线 局 部 坐标 系 的 手 性 
及 其 由 此 决定 的 Frenet 标 架 系数 矩阵 中 的 各 阶 挠 率 的 取 符号 问题 . 

诚 如 高 斯 (C. F. Gauss) 所 确立 的 方法 ,在 微分 几何 中 ,有 本 质 上 不 同 的 两 种 
表述 ,其 一 是 预先 假定 空间 曲面 已 具有 确定 形状 的 那 类 , 另 一 类 论述 则 是 与 曲面 
可 能 具有 的 形状 无 关 51. 后 一 类 论述 在 现在 通常 被 称 为 曲面 的 “内 区 几何 性 
质 ”. 应 当 指出 ,本 书 在 方法 上 更 侧重 于 前 一 类 论述 , 即 在 已 确定 形状 的 曲面 上 展 
开 分 析 . 当然 ,所 谓 的 “已 确定 形状 的 曲面 仅 指 曲面 的 一 般 函 数 形式 上 已 给 出 ， 
如 有 f(x) = 0 x € D, C R” BE W l (fi p $k ff fE. 

之 所 以 如 此 ,基于 以 下 几 点 考虑 ,首先 由 Debreu 定理 即 知 , 只 能 先 假设 曲面 
一 般 函 数 存在 ;其 次 , 易 见 的 是 在 确定 了 曲面 形状 下 所 能 得 到 的 结论 ,在 内 容 上 ， 
肯定 要 比 曲 面 的 内 区 几何 性 质 更 丰富 ;再 次 ,从 应 用 的 角度 ,比如 经 济 学 的 领域 
看 来 ,其 所 面 对 的 各 个 曲面 都 是 具有 明确 经 济 意义 因此 必 具 有 确定 形状 的 曲面 
(附带 地 说 ,这 些 经 济 学 上 的 曲面 是 不 允许 随意 给 予 参 数 化 表示 的 一 般 函 数 形式 
规定 的 曲面 ). 当然 , 先 假设 曲面 具有 确定 形状 的 分 析 , 也 就 因此 而 具有 其 局 限 
PE. 相 比较 而 言 ,基于 曲面 内 列 几 何 性 质 的 分 析 方法 ,更 具有 概括 能 力 和 抽象 
能 力 . 但 须 注意 ,内 萄 几何 的 分 析 方 法 的 隐 含 前 提 条 件 本 身 对 其 的 应 用 范围 也 给 
予 了 一 个 限制 . 比如 在 R” 空间 上 的 n 维 曲 面 上 A< n< m—1), 不 能 将 传统 的 
Gauss 曲率 归结 为 内 蕴 几 何 量 ( 即 不 能 将 Gauss 曲率 定理 应 用 到 这 一 情形 ). Fe 
体 可 见 S 2. 4.4 节 . 

因此 , Š 2 章 中 还 包含 有 基于 一 般 曲 面 函数 形式 f(x) = xE D, CR" J 
式 的 正则 曲面 的 第 一 、 二 基本 形式 的 确定 问题 以 及 诸如 法 截 曲 率 、 主 法 曲率 等 概 
念 在 一 般 曲 面 函 数 形式 上 的 表示 等 等 内 容 . 

需要 指出 ,本 书 所 涉及 的 微分 几何 仅 指 经 典 微分 几何 中 的 若干 基本 概念 , 且 
主要 局 限 在 曲率 论 . 对 于 建立 在 这 些 概念 之 上 ,利用 各 种 变换 为 工具 的 进一步 分 
析 的 内 容 几乎 没有 涉及 . 

Š 3 章 一 一 加 边 实 对 称 和 矩阵 的 拟 特征 值 及 拟 特征 向 量 . 这 一 章 可 以 说 是 本 
书 的 “ 硬 核 ” 这 一 部 分 内 容 建 立 了 一 种 加 边 实 对 称 矩 阵 的 新 的 分 析 工 具 一 一 拟 
特征 值 (向 量 ) 分 析 方 法 . 

所 谓 拟 特征 值 , 即 是 指 m X m 阶 和 矩阵 A 和 wm 阶 向 量 b ,构造 以 下 py 多 项 式 

Fil- 


Š An —m 阶 单位 阵 ? 一 (1.4 1 


决定 的 根 上 wW，* 即 为 加 边 矩 阵 A, 


C1) 《关于 曲面 的 一 般 研 究 ), 高 斯 , 载 于 (数学 珍宝 一 历史 文献 精 选 ), 李 文 林 主 编 ,科学 出 版 社 ,1998 
年 ,第 565 一 570 W. 
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A b) 
1 S, bs 训 
的 拟 特征 值 . 比较 (1. 3. 4) 式 与 (1. 4. 1) 式 (将 (1. 3.4) 式 中 的 H. Vu 看 成 这 里 的 
A、b) 即 可 知 拟 特 征 值 x 的 定义 与 A 矩阵 的 特征 值 的 定义 的 不 同 之 处 . 
将 A、b 看 成 是 R" 空间 上 的 某 个 一 般 曲 面 函数 f (x) = 0 的 Hessian 矩阵 
V'f(x) 、 梯 度 向 量 Yf(x) ,那么 ,(1. 4. 1) 式 给 出 的 拟 特征 值 w, 刚好 有 m 一 1 个 ,并 
且 , 这 些 拟 特征 值 与 曲面 的 主 法 曲率 <, 之 间 有 关系 
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这 一 关系 便 给 出 了 拟 特征 值 的 几何 意义 ,而 拟 特征 值 对 应 的 拟 特征 向 量 就 是 曲 
面 切 空间 上 的 主 法 方向 向 量 . 由 此 即 知 加 边 实 对 称 和 矩阵 的 拟 特征 值 ( 向 量 ) 的 分 
析 与 微分 几何 的 曲率 理论 存在 紧密 的 关系 . 

这 样 ,利用 拟 特征 值 分 析 方法 ,并 与 一 般 曲 面 函数 形式 相 结合 ,就 开拓 了 关 
于 曲面 的 曲率 分 析 的 一 个 新 的 途径 . 附带 地 ,由 此 也 就 可 以 顺利 地 解决 Debreu 
定理 中 (上 文 已 提 及 的 ) 问 题 . 

由 于 拟 特征 值 分 析 在 矩阵 代数 的 现 有 文献 中 是 没有 的 ,所 以 ,8 3 章 不 得 不 
用 许多 篇 幅 去 建立 关于 拟 特征 值 . 拟 特征 向 量 的 矩阵 分 析 方面 的 理论 框架 . 这 一 
部 分 内 容 相当 多 . 可 幸 的 是 矩阵 代数 已 是 发 展 的 十 分 成 熟 的 数学 分 支 , 故 而 ,大 
多 基本 定理 可 方便 地 利用 矩阵 代数 的 已 有 成 果 推 广 得 来 . 

还 应 指出 , $ 3. 2.5 一 3. 2. 6 节 内 容 是 利用 了 拟 特征 值 (向 量 ) 分 析 方法 (以 
及 经 典 微分 儿 何方 法 ) 去 分 析 R" 空间 上 的 曲面 上 的 特殊 曲线 一 一 曲率 线 、 测 地 
线 以 及 Darboux 标 架 ( 测 地 的 Frenet 标 架 ) .Dupin 标 形 、 渐 近 线 等 内 容 . 这 部 分 
内 容 也 有 许多 新 的 结论 . 比如 说 ,导出 了 一 个 R” 空间 曲面 上 的 ( 非 内 蕴 几 何 形 
式 的 ) 测 地 线 方程 


=1,2, =, m—1l 


Cn — nn") ž = 0 = 


其 中 是 单位 法 向 量 , x 是 测 地 线 函数 x(s) 的 二 阶 导数 向 量 . 这 一 方程 具有 简洁 
的 结构 . 它 与 Riemann 流 形 上 的 测 地 线 方程 (内 殖 几 何 形式 ) 是 等 价 的 方程 . 

$4 章 一 一 曲率 张 量 . 这 一 章 是 前 几 章 内 容 的 一 个 综合 应 用 . 本 章 只 讲述 了 
几 个 重要 的 问题 Riemann 截面 曲率 、Ricci 曲率 张 量 (标量 ) .Einstein 空间 及 真 
空 Einstein 方程 的 几何 解 . 在 这 里 ,并 没有 使 用 任何 张 量 分 析 的 方法 . 所 有 的 推 
导 均 只 使 用 了 经 典 微 积 分 .矩阵 代数 方法 . 因为 以 Riemann 符号 Ri 、R 所 表 
示 的 张 量 其 实 是 一 个 二 阶 行列 式 ( 子 ) 式 . 特别 地 ,Ru 符号 等 价 于 曲面 的 第 二 基 
本 不 变量 矩阵 的 二 阶 子 式 . 同样 地 , Ricci 曲率 张 量 R, 也 可 以 由 Weingarten B$: 
射 矩 阵 的 二 阶 子 式 表 出 . 
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在 这 一 章 中 ,还 讨论 了 常 曲率 曲面 问题 . 在 一 个 以 等 温 参 数 形式 的 第 一 基本 
微分 形式 给 出 的 曲面 上 , 若 这 一 曲面 是 常 曲率 曲面 ,那么 ,以 v(w) 表 示 等 温 参 
数 , 则 o 必须 符合 一 个 椭圆 型 二 阶 偏 微 分 方程 . 在 w € R° 时 ,这 一 偏 微分 方程 具 
有 以 下 最 简 形式 


S Lymo =0 (m= 6) 一 (4.1.1.12) 


£ 


其 中 ,« 是 曲率 常数 . 由 这 一 方程 即 可 知 ,Riemann 首先 给 出 的 等 温 参 数 因子 
1 


LK): S ————psxv 
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以 及 著名 的 Poincaré 上 半 平 面 等 温 参 数 因子 
vu) = 2 


都 是 这 一 二 阶 偏 微分 方程 的 特 解 . 

这 一 部 分 内 容 中 特别 指出 的 是 关于 真空 Einstein 方程 的 几何 解 问题 . 所 谓 
“几何 解 ”, 是 指 可 以 利用 一 个 曲面 函数 形式 去 构造 出 一 个 度 规 g, 使 g 的 二 次 型 
矩阵 的 元 素 因 子 刚好 满足 真空 Einstein 方程 的 解 的 条 件 . 分 析 表 明 ,这 样 的 几何 
解 以 曲面 的 Weingarten 映射 矩阵 的 属性 区 分 ,只 能 有 一 一 平凡 解 、. 秩 1 解 和 ( 秩 
1. 2) 寡 零 解 这 几 种 类 型 ,并且 ,分 别 给 出 了 相应 的 示例 . 同时 ,分 析 还 指出 , 真 
š Einstein 方程 还 存在 着 非 几何 解 的 类 型 (解析 解 ). 比如 著名 的 史 瓦 许 (K. 
Schwarzschild) 度 规 即 是 一 个 非 几 何 解 的 解析 解 . 

Š 5 章 一 一 线性 不 等 式 方程 组 的 解 . 毫 无 疑问 ,本 书 在 Š 2 一 4 章 与 $5 章 以 
及 $5 章 与 36 章 之 间 存在 着 内 容 上 的 转向 (或 说 是 跳跃). 这 实在 是 一 件 难以 处 
理 的 事 .之 所 以 要 在 这 里 插入 关于 线性 不 等 式 方程 组 的 解 ,是 因为 在 微分 几何 分 
析 中 的 Dupin 标 形 内 容 方面 以 及 8 6 章 关 于 Kuhn-Tucker 条 件 的 分 析 中 均 要 利 
用 线性 不 等 式 方程 组 的 解 的 构造 . 特别 是 在 Kuhn-Tucker 条 件 的 分 析 中 ,需要 
涉及 到 总 共 6 组 不 同意 义 与 形式 的 线性 不 等 式 方程 组 . 

相对 于 线性 等 式 方程 组 ,线性 不 等 式 方程 组 的 理论 在 传统 的 线性 代数 文献 
中 是 非常 欠缺 的 . 因此 ,§ 5 章 需 要 在 许多 方面 给 予 论述 . 由 那里 的 分 析 表 明 , 形 
式 上 林 总 繁多 的 线性 不 等 式 方程 组 或 者 可 以 直接 解 出 或 者 均 可 以 被 归结 为 以 下 
两 种 标准 形式 予以 求解 


Cr >b 2 


Cre s: s 
x>0 x>0 < PERT CAER 


而 这 两 组 线性 不 等 式 方程 组 的 解 , 则 可 以 由 (拓展 的 ) 多 胞 形 表示 定理 予以 构造 . 
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在 此 基础 上 ,8$ 5 章 的 许多 篇 幅 用 以 给 出 线性 不 等 式 方程 组 解 的 算法 描述 以 及 
示例 . 同时 也 给 出 了 诸如 Ax > 0 一 类 不 等 式 方程 组 解 所 决定 的 矩阵 A 的 值 域 
的 表示 定理 . 这 个 定理 对 于 理解 不 等 式 方程 组 解 空间 的 几何 性 状 具 有 重要 的 

tH Š 5 章 的 分 析 可 以 理解 ,矩阵 一 一 这 一 计算 机 时 代 最 重要 的 数学 概念 之 
一 一 一 可 以 而 且 也 应 当 建 立 在 线性 不 等 式 方程 组 的 理论 形式 之 上 . 对 此 , S 5 章 
对 此 有 所 涉及 . 比如 在 那里 给 出 了 可 递 矩 阵 A 的 逆 和 矩阵 4 的 一 个 几何 模型 
〈 闭 锥 ), 也 给 出 了 广义 逆 矩 阵 A* 的 一 个 几何 模型 . 

36 章 非 线 性 规划 理论 中 的 Kuhn-Tucker 条 件 . 非 线 性 规划 理论 是 微 
观 经 济 学 的 数学 基础 之 一 . 对 于 作者 的 主要 研究 方向 (经 济 学 ) 而 言 , 非 线性 规划 
理论 无 疑 具有 特别 的 意义 . 但 之 所 以 要 在 本 书 的 框架 中 专门 设置 一 个 章节 用 以 
讨论 Kuhn-Tucker 条 件 , 还 有 以 下 几 个 更 直接 的 原因 : 其 一 是 在 拟 特 征 值 理论 
分 析 中 所 涉及 到 的 加 边 实 对 称 矩 阵 这 一 数学 模型 中 ,有 一 类 和 矩阵 一 一 Lagrange 
函数 的 加 边 Hessian 矩阵 就 出 现在 非 线 性 规划 理论 之 中 ,或 者 说 , 非 线性 规划 理 
论 中 必要 使 用 到 拟 特征 值 理论 的 有 关 结论 ;其 二 是 传统 文献 中 关于 K - T 定理 
的 论述 中 存在 一 些 尚 可 改进 之 处 . 比如 ,未 能 给 出 K - T 条 件 的 充 要 条 件 形式 ， 
再 如 ,未 能 对 于 K -了 条 件 中 含有 一 阶 ` 二 阶 约束 品 性 条 件 的 意义 给 予 明 确 的 说 
明 ; 以 及 未 能 就 K -本 定理 的 应 用 给 出 明确 的 方法 与 几何 意义 上 的 说 明 (因为 没 
有 关于 线性 不 等 式 方程 组 的 解 的 完整 的 理论 以 及 R” 空间 上 的 曲面 的 Dupin 
标 形 ). 

这 里 需要 说 明 , 由 于 本 书 的 论述 中 包含 有 许多 已 有 文献 上 所 没有 的 内 容 , 因 
此 ,阅读 本 书 最 好 从 头 至 尾 顺 序 进行 而 不 要 跳 由 阅读 . 从 本 书 内 容 的 延续 上 讲 ， 
本 书 的 各 部 分 内 容 的 关系 如 下 图 所 示 : 

| sQ ~ 
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微分 几何 。 拟 特征 值 曲率 张 量 线性 不 等 式 组 ” 非 线性 规划 
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线性 不 等 但 从 本 书 内 容 的 逻辑 结构 上 讲 , 如 左 图 所 示 . 


iiig 本 书 的 篇 幅 因 作者 在 表述 推理 上 的 笨拙、 
nn ietamib mm Pr JUK T. 对 此 , 希 读者 给 予 谅 解 . 因为 


NA 本 书 的 作者 并 非 专业 数学 研究 者 , 故 本 书 也 不 能 
an s Ç aswa 被 视 为 是 专业 的 数学 书 著 . 因此 一 一 特别 是 作者 
眼睛 往往 因 他 的 固执 己见 而 被 造 蔽 -一 本 书 中 的 
一 些 错误 ,还 需要 有 读者 给 予 指正 . 对 此 , 谨 预 先 
表示 欢迎 . 


本 书 摩 页 上 的 引文 一 一 是 杰出 的 思想 家 西 美 尔 (G. Simmel) 关 于 印度 文化 
的 一 个 批评 ,而 我 认为 这 一 意见 对 于 中 国文 化 也 一 样 是 非常 切中 要 和 害 的 一 一 是 
在 1890 年 ,以 (分 化 与 省 力 的 原则 》51) 为 题 的 一 篇 论文 中 在 分 析 那 种 思维 方 
式 一 一 “往往 是 松弛 和 毫 无 矛盾 \ 逃 避 事 物 的 尖锐 的 \ 严 酷 的 现实 ,无 力 解决 个 性 
的 种 种 谜团 ,但 却 总 是 被 推 得 越 来 越 高 ,最 后 直至 字 宙 一 体 (das All-Ein) 的 形 而 
上 学 的 理念 ,在 这 种 理念 下 ,任何 特定 的 思维 都 不 复 存在 了 . " 西 美 尔 接着 即 说 出 
了 下 面 这 段 在 我 看 来 是 用 否定 式 的 话语 肯定 了 一 种 迁 昌 的 思想 方法 的 语句 ， 

“ 某 一 种 更 方便 的 更 不 费力 的 思维 方式 不 是 让 人 下 到 世界 各 个 细微 部 分 的 
黑洞 润 的 矿坑 里 去 只 能 从 那里 取出 真正 的 和 公正 的 认识 的 黄金 ,而 是 干脆 
跳跃 过 存在 的 种 种 对 立 一 一 它 本 身 更 应 该 力争 统一 这 些 对 立 . 这 种 思维 方式 沐 
浴 在 宇宙 一 体 和 天 下 蕴 善 (all-einund all-gut) 的 原则 的 苍 窃 里 . ”5 2) 

从 经 济 学 角度 看 , 西 美 尔 所 指 的 “分 化 ”也 就 是 分工" 现象 . 这 一 现象 是 伴随 
现代 化 进程 ( 即 资本 主义 进程 ) 而 持续 地 出 现 的 . 分 工 的 细 化 和 深化 ,在 经 济 上 ， 
使 原料 一 最 终 产品 的 生产 过 程 变 得 更 曲折 、 更 长 ,但 同时 ,在 结果 上 也 就 更 丰富 
和 在 总 体 上 更 具 效率 . 在 经 济 学 上 , 自 亚当 。 斯 密 始 ,就 高度 注意 到 这 一 现象 . 与 
西 美 尔 同时 代 的 杰出 经 济 学 家 庆 巴 维 克 在 解释 利息 现象 时 ,特别 提出 了 “ 迁 包 的 
生产 方式 ”这 一 用 语 以 表征 这 一 现象 的 效率 优势 . 事实 上 , 西 美 尔 自 己 在 上 述 引 
文 之 后 马上 就 援引 了 一 个 事例 一 一 火车 与 邮政 马车 的 比较 3): 火车 运输 作为 
更 证 巡 的 方式 具有 更 高 的 效率 . 但 西 美 尔 的 特别 之 处 在 于 将 这 种 “下 到 细微 部 分 
的 黑洞 洞 的 矿坑 里 去 ”的 迁 负 方式 ,去 比较 与 分 析 不 同 的 思维 方式 (及 文化 形 
态 ) 上 . 

虽然 西 美 尔 的 批评 直接 地 是 指向 印度 的 婆罗 门 教 ,但 不 难看 到 ,他 所 辕 指 的 
那 种 “松弛 和 毫 无 矛盾 "“ 和 逃避 事物 的 尖锐 的 严酷 的 现实 “无 力 解决 个 性 的 种 
种 谜团 "但 又 总 是 被 推 至 越 来 越 高 直至 字 宙 一 体 , 或 是 跳跃 过 种 种 细微 部 分 而 直 
达 天 下 此 善 的 大 同 境界 的 思想 方式 的 诸 刺 端 ,无 一 不 见 诸 中 国文 化 ,并 深 潜 于 这 
一 文化 之 中 . 

中 国文 化 (可 能 可 以 扩大 地 说 成 是 “东方 文化 ”) 传 统 中 的 直达 彼岸 式 的 思想 
方式 本 质 上 是 非 理 性 (就 这 一 用 语 所 指 是 逻辑 的 自治 的 思维 方式 及 其 话语 体系 
而 言 ) 的 ,因此 , 它 就 只 能 是 直觉 的 思维 . 

这 种 直觉 形式 的 思维 方式 在 绝对 意义 上 无 疑 是 彻底 的 和 深刻 的 ,但 又 正 因 
为 如 此 ,中 国文 化 注定 了 一 旦 形成 (成 形 ) 就 陷于 停滞 的 状态 一 一 就 如 同 这 一 文 


[1] 多 《社会 是 如 何 可 能 的 ?G. Simmel 林 荣 远 译 ”广西 师范 大 学 ”2002 年 . 
(2) 着 重 号 是 后 加 的 . 
[53] 有 意思 的 是 , 熊 徙 特 后 来 同样 援引 过 这 一 事例 以 说 明 企业 家 创新 . 
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化 所 在 的 那个 社会 一 样 . 这 样 ,中 国文 化 中 就 不 会 有 历史 、 不 会 有 时 间 , 当 然 , 也 
就 不 含有 逻辑 意义 上 的 数学 (而 只 存在 断断续续 局 部 有 所 改进 的 算法 ). 

所 以 , 自 近代 中 国学 人 关于 “科学 一 民主 "的 诉求 觉醒 以 来 ,用 理性 方式 特别 
是 用 数学 形式 表述 一 个 思想 的 方法 ,始终 是 盘 桓 在 中 国人 文学 科 的 学 者 前 的 一 

本 书 是 作者 在 研究 经 济 学 基础 理论 过 程 中 的 副产品 , 它 权 且 是 一 次 试图 跨 
越 这 一 鸿沟 的 努力 . 

当然 ,这 里 的 注释 对 于 本 书 的 内 容 则 是 题 外 之 言 …… 


作 者 
2007 年 元 月 


$2 Rm 空间 上 曲线 .曲面 的 
标 架 与 基本 形式 


在 $1 导言 中 ,已 扼要 地 引用 了 经 典 微分 几何 关于 曲面 的 一 些 基 本 概念 . 鉴 
于 本 书 所 要 讨论 的 内 容 (Debreu 定理 、 非 线性 规划 ), 均 是 以 一 般 的 隐 函 数 形式 
来 表示 曲面 ,曲线 的 ,并 且 ,这些 曲面 .曲线 均 是 R” 空间 上 的 几何 对 象 ,所 以 ,有 
必要 就 R" 空间 上 的 以 一 般 的 隐 函 数 形式 (如 (1.2.1) 式 ) 所 表示 的 曲面 (或 曲 
线 ) 给 出 基本 形式 的 分 析 方法 . 同时 ,也 必须 对 不 同 函数 形式 所 给 出 的 曲面 .曲线 
之 间 的 相互 关系 给 予 说 明 Cl. 

为 此 ,以 下 先 建立 一 般 曲面 函数 形式 的 法 截 曲 率 的 概念 ,再 分 别 讨论 R" 空 
间 上 曲线 的 (局 部 ) 标 架 .曲面 的 第 一 、 第 二 基本 形式 . 


§ 2.1 2 维 平面 局 部 坐标 系 上 曲线 的 相对 曲率 


在 微分 几何 中 ,曲面 .曲线 上 任 一 点 处 的 曲率 ,一 般 都 是 由 这 一 点 邻 域 上 的 
局 部 坐标 系 上 的 曲率 来 表示 的 . 通常 ,这 个 局 部 坐标 系 是 高 维 的 . 但 为 了 给 出 高 
维 坐 标 系 上 的 曲率 ,必须 先 搞 清 过 曲面 (曲线 ) 上 一 点 处 的 2 维 平面 局 部 坐标 系 
上 的 曲率 . 

过 某 一 曲面 上 任 一 点 处 的 2 维 平面 局 部 坐标 系 可 用 许多 种 方式 定义 . 其 
中 最 重要 的 是 法 截 平面 局 部 坐标 系 . 简单 地 说 ,法 截 平面 局 部 坐标 系 ,是 定义 其 
原点 在 曲面 F EY x° 点 处 ,其 横 轴 为 曲面 F 上 x° 点 处 的 切 超 平面 上 ( 任 取 的 ) 
一 条 直线 ,而 纵 轴 则 是 曲面 F fE x° 点 处 以 某 一 方式 给 定 的 法 方向 n 为 正 向 的 直 
线 . 这 样 给 出 的 局 部 坐标 系 是 正 交 坐 标 系 . 并 且 ,使 这 个 局 部 坐标 系 的 横 、 纵 轴 方 
向 始终 与 R° 平面 上 的 自然 基底 坐标 系 (e1，e; ) 的 方向 一 致 "21 这 个 2 维 正 交 
坐标 系 所 在 的 平面 就 是 曲面 下 在 x” 点 处 的 (无 穷 多 个 ) 法 截 平面 之 一 . 这 个 法 截 


51] 虽然 有 若干 内 容 其 实 与 本 书后 面 的 分 析 无 关 ,但 考虑 到 叙述 的 最 低 限 度 的 完整 性 ,还 是 给 予 -一 
列 出 . 
(2) ea 一 (1,0T,e = (0, DT. 
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平面 与 曲面 下 就 有 一 条 相交 而 成 的 曲线 . 称 这 条 曲线 为 曲面 F 的 法 截 曲线 . 注 
意 ,法 截 曲线 一 定 是 2 维 平面 上 的 曲线 . 由 于 2 维 平面 上 的 曲线 具有 相对 曲率 ， 
所 以 ,利用 定义 曲面 F xa 点 处 的 法 截 曲线 相对 曲率 的 方式 ,就 可 以 将 高 维 R” 
空间 的 曲面 F F x° 点 处 的 弯曲 性 状 化 简 为 2 维 平面 上 的 曲线 来 分 析 . 这 即 是 微 
分 几何 (也 是 本 书 ) 所 使 用 的 基本 分 析 方法 . 

由 以 上 关于 法 截 平面 局 部 坐标 系 的 规定 ,可 以 想见 ,曲面 下 在 法 截 平面 上 
的 交 曲线 常 具 有 以 下 图 形 “ ?7. 


图 2.1.1 
图 中 /. 是 法 截 曲线 ,t 轴 是 位 于 曲面 在 x" 点 处 的 切 平面 上 的 ,而 N 轴 是 法 方 
向 轴 . 因此 ,要 给 出 fa MERTE x 点 处 的 相对 曲率 ,可 以 考察 以 下 一 般 情形 下 , 即 
一 条 与 固定 坐标 系 Ory 在 原点 处 与 横 轴 (z 轴 ) 相 切 的 曲线 
y= f(z) 


在 +=0, y=0 处 的 相对 曲率 . 设 其 图 形 类 似 图 2.1.1 的 (a), 只 不 过 现在 t 轴 为 
工 轴 ,N 轴 是 y 轴 ,f。 即 为 y = fCz) 曲线 (简称 为 曲线 A). 
由 曲率 的 定义 ,曲率 < 


x= lim 25 一 (2.1.1) 

ao As 
其 中 As 是 当 曲 线 上 的 一 个 动 点 ,从 原点 移动 到 A 点 ( 即 移动 方向 是 沿 横 坐 标 t 
增加 的 方向 ) 时 ,所 经 过 的 曲线 六 上 的 弧 长 ,而 角 a, 则 是 曲线 /在 A 点 处 的 切 


线 ! 与 + 轴 的 夹 角 ( 以 北 时 针 方 向 度量 ), 即 Z 的 方向 角 . 则 
Aa 一 oa 一 ao 


mm 是 A 点 为 原点 时 的 切线 1 的 方向 角 . 由 于 As 总 是 大 于 (等 于 )0 的 数 , 故 
(2. 1. 1) 式 定义 的 曲率 < 的 符号 完全 由 Aa 的 符号 决定 . 


CLI 显然 法 截 曲 线 还 具有 其 他 的 更 复杂 的 几何 形状 ,但 这 不 影响 以 下 的 分 析 -. 
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在 图 (2.1.1) 的 (a) 中 , 当 A 点 沿 曲 线 f 移动 到 原点 时 ,A 点 的 切线 ! 与 x 轴 


的 夹 角 aa 显然 趋 于 0, 所 以 , we = 0. 因此 在 这 一 情形 ， 
《等 号 仅 在 A 为 原点 时 成 立 ) 


Aa = aa — a = a > 


所 以 , 当 As — 0, A SIER S EEF. 
x= lim & 20 


=o A; 
而 在 图 2. 1. 1 的 (b) 中 , 当 A 点 沿 曲线 了 移动 到 原点 时 ,A 点 切线 的 方向 角 


aa 是 趋 于 的 ,所 以 , a, = x. 因此 ,在 这 一 情形 
(等 号 仅 在 A 为 原点 时 成 立 ) 


Aa =a — < 0 


所 以 ,有 
relin ao 
amo As 
其 次 ,由 弧 长 的 微分 得 
Eiry d yat 
dz 
以 及 
aa = arctg y” 
da = da, = -一 一 dr 
y 
即 得 
ratan 一 (2.1.2) 
ds q+: 


但 因为 现在 y = r) 曲线 在 Ory 坐标 系 原点 处 与 x 轴 相 切 , 故 
y (0) 一 0 


所 以 ， 
K|, 。 一 多 (0) 一 (2.1.3) 


由 二 阶 导数 y 的 性 质 即 知 ,在 图 (2.1.1) 的 (a) 情 形 下 ， 
YY (0) > 0 二 0 


而 在 (b) 情 形 下 ， 
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y(0) < 0S < 0 


将 以 上 在 固定 坐标 系 Ory 上 定义 的 (2. 1.3) 式 ,转换 到 前 面 所 指 的 法 截 曲 
线 的 点 处 的 局 部 坐标 系 , 若 法 截 曲 线 f。“1) 在 局 部 坐标 系 ON 上 也 表示 为 


N= fD 
的 显 式 , 则 f fE: = 0 处 的 曲率 就 是 
«= f“(0) — (2. 4y 
一 般 地 ,法 截 曲 线 是 以 
fa, N) =0 
JER PR 8k J zÇ OS HI. 由 (2. 1. 4) 式 的 意义 及 隐 范 数 偏 导 数 的 求 导 规则 ， 
r= = £ 
pia EN IKLS KRSS = ts Ci 
dë? (fs: 
即 可 得 到 
f fn fi 
ISu fs fN 
(fk 


(2. 1. 5) 式 就 是 在 局 部 坐标 系 下 ,法 截 曲线 相对 曲率 的 基本 公式 . 可 以 注意 (并 与 
(1.1. 1) 式 相 比较 ) ,在 (2. 1. 5) 式 等 号 的 右边 没有 “一 ”号 项 . 

容易 理解 ,(2. 1. 5) 式 是 在 规定 构成 法 截 曲线 的 局 部 坐标 系 的 纵 、 横 轴 正 方 
向 的 两 个 方向 一 一 曲面 下 在 x° 点 处 的 法 方向 和 ( 取 定 的 一 个 ) 切 方向 ,始终 与 
R° 坐标 系 中 的 es, e, 方向 相 一 致 的 条 件 下 得 到 的 . 如 果 规 定局 部 坐标 系 的 纵 、 
横 轴 正 方向 是 曲面 F fE x° 点 处 的 负 法 方向 和 取 定 的 一 个 切 方 向 ,并 且 , 局 部 坐 
标 系 的 纵 、 横 轴 (N 、: 轴 ) 正 方向 仍 保证 与 e:、e, 一 致 , 即 曲面 的 法 方向 ”现在 与 
e: 的 正方 向 相反 ,那么 ,法 截 曲线 的 隐 函 数 形式 将 是 


Fa, N) = fü, —n) = 0 
则 在 4 = 0, N = 0 的 原点 处 ， 
F'=/f: FA 一 一 


51] 如 何在 曲面 下 上 构造 法 截 曲线 f. 的 函数 形式 , 详 见 下 一 节 内 容 . 
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Fa = fa Fa =— f, Fin = f, 


即 得 
Fe RS: 2 Ere asi 2: 
FX, Fin Fh TaS fw: 
z EF Fk CO. yz FEE 0 
k= ES =— > (2.1.6) 


从 而 (2.1.6) 式 的 等 号 右边 就 会 有 “一 ”号 项 . 本 书 使 用 (2.1.5) 式 为 相对 曲率 
公式 . 

把 图 2.1. 1 的 (a) 这 样 的 法 截 曲线 称 为 在 点 ( 即 局 部 坐标 系 的 原点 ) 处 是 
向 上 四 的 (简称 为 四 、 上 和 凹 ) ,而 将 (b) 这 样 的 法 截 曲 线 称 为 在 x° 点 处 向 上 凸 的 
(简称 为 凸 、 上 凸 ). 那么 ,法 截 曲线 f. fE x° 点 处 的 相对 曲率 < 的 符号 就 具有 几 
何 意义 . 当 * > 0, 即 表明 法 截 曲线 在 x° 点 处 是 上 目的 ;反之 , 则 是 上 上 同 的 . 而 当 
K = 0, 则 表明 法 截 曲线 在 x° 点 处 或 者 是 平 直 的 ,或 者 是 一 个 拐点 . 

如 果 在 2 维 法 截 平面 的 局 部 坐标 系 上 ,曲面 下 的 法 截 曲线 由 参数 方程 形式 
给 出 


t= (s) 
-(2.1.7) 
N= N(s) 
由 参数 方程 的 求 导 规则 
dN_N 
a i 
一 (2.1.8) 


dN _ iN— IN 
dë P 


因为 法 截 曲线 在 t = 0, N = 0 处 与 上 轴 相 切 , 故 在 局 部 坐标 系 原点 处 ， 


dN Los Ñ=0 i#0 
dt 


所 以 ,法 截 曲线 在 x° 点 处 的 相对 曲率 


一 (2.1.9) 


mji 


如 果 s 是 弧 长 参数 , 则 在 x* 处 有 


+N=12i=]1 (“N=0) 
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故此 时 有 
«=N G=, N=0O 一 (2.1.10) 


(2. 1. 9 一 10) 式 即 是 法 截 曲 线 为 参数 曲线 在 局 部 坐标 系 表示 下 的 相对 曲率 公式 . 
如 果 曲 面 F ERE Monge 形式 的 函数 


F: z= f(x) x€ DC R" 


给 出 , 则 还 可 以 考虑 以 下 截 平面 及 截 平面 与 曲面 的 交 曲线 上 的 曲率 . 
任 取 曲 面 F 上 的 一 点 (x ,z*) ,并 在 该 点 作 Orz 局 部 坐标 系 , 其 中 ,= 轴 是 曲 
面 F Br fE £ 


R = V(x, z) x€ R zER 
空间 上 的 z 轴 的 O AFERA, z) 点 处 ,而 上 轴 是 取 定 的 过 x" 点 处 
Vf) va=0 


给 出 切 平 面 中 的 任 一 直线 .: 轴 的 O 〇 点 ,也 在 (x*,z") 点 ,其 正方 向 右手 性 决定 . 

Otz 局 部 坐标 系 所 在 平面 一 般 不 是 曲面 下 在 (x*,z") 点 处 的 法 截 平面 ,所 以 
曲面 下 与 这 一 平面 的 交 曲 线 一 般 也 不 是 法 截 曲线 . 注意 Or z 坐标 系 的 纵 轴 (= 
轴 ) 的 方向 始终 与 R"' 空 间 中 的 固定 坐标 系 的 < 轴 相同 ,所 以 ,Orz 坐标 系 是 半 
固定 方向 的 坐标 系 . 这 一 点 与 前 面 所 讲 的 Or N 局 部 坐标 系 是 不 同 的 . 虽 如 此 , 若 
将 曲面 下 在 Orz 局 部 坐标 系 上 的 交 曲线 用 
隐 式 或 参数 函数 表 出 ,那么 , 交 曲线 在 Otz 
局 部 坐标 系 原点 ( 即 (x，z") 点 ) 处 的 相对 
曲率 «, 在 形式 上 仍 由 (2.1.5) 或 (2.1.9) 
式 给 出 . 

Otz 局 部 坐标 系 在 非 线性 规划 中 有 重 
要 理论 价值 , 它 是 Lagrange 乘 子 法 的 几何 
基础 . 具体 可 见 本 书 $6 章 以 及 以 下 有 关 
说 明 . 这 里 仅 利用 图 2. 1. 2 给 予 一 个 直观 
的 表示 . 

在 图 2. 1.2 中 ,F 曲面 是 Or,z,z 坐标 


图 2.1.2 


系 上 上 目的 曲面 . 设 其 函数 形式 为 


9 9 
9 3f >0 
az ax, 


z= flas) zo z, 20 


在 曲面 上 的 A 点 处 , 设 A= (zt, z, z). fE 


L,: z== =° 
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水 平平 面 , 则 L. 平面 与 曲面 F 有 截面 曲线 ( 交 曲线 ) fo. f。 是 1。 上 的 (平面 ) 曲 
RH. fo 过 A 点 .在 f。 曲 线 上 的 A 点 ,可 作 切 线 Lj. 因 f. 曲线 的 方程 是 


fe: fan rd = Z 
故 切 线 L; 的 方程 是 
L Vf, D sa=0 (a= Go, zT — Gb, 289) 
Hp a= (a, a)" 是 从 A 点 出 发 的 方向 向 量 .显然 ,a 可 表示 成 
1 
a m pa =S) gS go 


ax, EA 


则 作 


xi xi 
La: [z] [sP 
gs ab. g 
所 得 到 的 平面 即 是 Orz 局 部 坐标 系 所 在 的 平面 . Oz 坐标 系 的 原点 也 在 A AH 


Phi L. L Lo. 
TE L. 平面 上 ,可 得 到 上 . 与 曲面 F 的 交 曲 线 /.. f. 可 表示 为 


fa z 十 z 一 s(a +, r fu) 
那么 ,在 Lo 平面 的 fo 曲线 A 点 处 ,可 得 到 fo 曲线 的 单位 法 向 量 my ， 
Vf s) ] 
Rj = [er z9) J 
0 
由 此 可 将 L 平面 表示 成 


s EI: 


而 在 L. 平面 上 的 f. 曲线 的 A 点 处 ,可 得 到 /. 曲线 的 单位 法 向 量 n. R, 


f s 
—— k=) 
sar masm A 


则 在 曲面 了 的 A 点 处 ,可 得 到 的 曲面 F 的 单位 法 向 量 是 mr. 其 中 
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Fr ze z) = z— fars z.) = 0 
— f(x, 72) 
— falai, x?) 


1 


利用 mr 可 得 到 曲面 F 在 A 点 处 的 法 截 平 面 (未 标 出 ) 与 法 截 曲线 /.. 
其 中 法 截 平面 (用 工 .表示 ) 可 表示 为 


n= ESETA 


pri r <fi 
= [中 zii tt É 


Le fi 1 


xi 
s 


Lz — 
(+ fi + fy 


工 2 


x 
法 截 曲线 可 表示 为 
far X = flis x4) 

在 法 截 平面 上 ria z ikt, s 的 函数 , 且 1，s 已 规定 了 原点 在 A 点 的 Ois 坐 

标 系 ( 即 上 文 所 说 的 OLN 坐标 系 ). 

如 图 2. 1. 2 所 示 . 在 fo. f.. f. 曲线 的 A 点 处 各 自 对 应 的 法 向 量 mr 、m。 和 
mr 的 定向 下 的 局 部 坐标 系 上 ,f.、f。 曲线 在 A 点 处 的 相对 曲率 都 是 负数 (但 一 
般 不 会 相同 ) ,而 f。 曲线 在 A 点 处 的 相对 曲率 则 是 正 数 . 

从 更 广 的 意义 上 ,可 以 将 R” 空间 上 


fœ = c c — const 
表示 的 曲 而 ,理解 成 是 一 个 在 R"” 空 间 的 曲面 
z= f(x) 


在 = 一 “决定 的 超 平面 上 的 交 曲 线 ( 曲 面 ). 图 2. 1. 2 直观 地 给 出 了 二 者 的 几何 关 
系 及 意义 上 的 区 别 . 把 握 这 一 点 ,对 于 许多 问题 的 理解 是 有 帮助 的 . 


$ 2.2 Rm 空间 上 曲面 的 法 截 曲线 与 法 截 曲率 


$2.2.1 一 般 曲 面 函数 决定 的 法 截 曲线 与 曲率 


对 于 R" 空间 上 的 正则 (参数 ?曲面 f, 只 有 给 出 可 微 单位 法 向 量 , 才 能 构造 
法 截 平面 . 但 确定 单位 法 向 量 的 方法 不 止 有 一 种 . 在 这 一 节 , 只 考虑 用 一 般 形式 
的 曲面 函数 表示 R” 空间 中 的 曲面 时 ,直接 利用 曲面 函数 的 梯度 向 量 构造 单位 
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法 向 量 的 方法 ,而 将 矢量 积 方法 留 在 以 下 章节 中 叙述 . 
设 R" 空间 上 的 曲面 由 (1. 2. 1) 式 隐 式 地 给 出 . 为 方便 ,不 妨 总 设 (1. 2. 1) 
式 中 的 c = 0. 若 c 夭 0, 总 可 以 重新 规定 


f) = fGy— c = 0 


的 形式 作为 R” 空间 上 曲面 的 函数 . 

设 f(x) x € DC R" 上 是 正则 的 , 即 V/(x) z 0. 

设 (x) 关于 x 是 二 阶 (以 上 ) 可 微 函数 . 

设 x*E DC R” 是 曲面 /上 的 任 一 点 , f(x) = 0. 则 曲面 了 在 x" 点 处 的 
法 向 量 是 V/(x") ,单位 法 向 量 是 


X n 
Ney YG C 一 (1.2.11) 
IVf) l! 
切 平面 L 是 
Lj: V(r a=0 @=x—x xER" 一 (1.2.9) 


ae 


由 于 了 是 正则 的 , 故 Yf(x" ) 分 量 中 至 少 有 一 个 分 量 一 一 天 0, 从 而 ,(1.2.9) 


= ) 


式 有 解 .不 妨 设 一 一 0, 可 得 到 (1. 2. 9) 式 的 解 是 


a=A tER™' -(2.2.1.1) 


其 中 和 矩阵 A 是 m X (m — 1) 阶 矩 阵 , 即 (1. 2. 9) 式 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 矩 
BE. A 矩阵 的 形式 通常 可 取 为 


I 


ta- D 


as af as 
A= AG) = EEN x: ər. | — (2.2.1.2) 
T A AT 
zw Itn Drs 


(2. 2.1.2) 式 中 各 偏 导 数 均 在 x 点 处 取 值 . fl。 ,是 (m 一 1) xX (m 一 1) 阶 单位 矩 
BE. A 矩阵 是 列 满 秩 的 . 所 以 ,利用 Schmidt 正 交 化 方法 ,也 可 以 再 由 (2. 2. 1. 2) 
式 得 到 x = x° 点 处 的 列 向 量 正 交 的 基础 解 系 和 矩阵 . 因此 ,在 需要 时 ,允许 我 们 直 
接 设 定 在 曲面 上 某 一 点 处 的 A 矩阵 是 列 向 量 正 交 的 矩阵 . 

Wk À ROM A 矩阵 中 得 到 的 ( 归 一 化 的 ) 列 向 量 正 交 的 基础 解 系 矩 阵 . 任 取 一 
个 不 为 0 的 且 归 一 化 的 上 E R" ,构造 


= te R ft=1 ÑX = L. 一 (2.2.1.3) 
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则 有 
= Ar = ft=1 
即 交 是 切 平面 二 上 从 x" 点 出 发 且 归 一 化 的 方向 向 量 ,也 就 是 曲面 在 x 点 处 
的 单位 切 ( 方 向 ) 向 量 . 显然 总 成 立 音 冯 0. 
简 记 N(x") = N, 可 知 亦 有 六 尖 0. #JJI ë, 六 方向 向 量 ,构造 /曲面 上 过 x 
点 的 截 平面 上,， 
Le = (xr |x= Ns s ER} —G.2.1.4) 


现在 /曲面 在 x" AERAR RE ARE ë. NEF L, E B ë, 
Ñ € La. B 了 ,平面 就 是 三 曲面 在 x* Abh @ Jy re i Bte 0 — AMARE Mi. 

注意 不 要 混淆 (2. 2. 1. 3) 式 中 的 4 与 (2.2.1.4) 式 中 的 1.(2.2.1.3) 式 中 的 + 
是 R”' 中 的 某 个 归 一 化 的 向 量 , 并 已 确定 . (2. 1.4) 式 中 的 1 是 标量 ,是 作为 一 
SERNER JER Č = AD +. 

Leti R” 空间 上 的 m 一 1 维 /曲面 必 有 交 曲 线 存 在 ( 见 推论 2.4.4.7). 用 /。 
表示 这 条 交 曲 线 . /. 显然 同时 是 /、L. 上 的 曲线 , 故 /. 是 平面 曲线 . 它 就 是 在 
x° 点 处 沿 音 切 方 向 的 法 截 曲线 .将 (2. 2. 1.4) 中 决定 的 x 写成 为 


x= e ü Ñ 一 (2.2.1.5) 
并 将 (2. 2. 1.5) 式 代 回 到 /(x) = 0, 便 得 到 过 x° 点 的 法 截 曲线 /, 的 方程 ， 


fa: Fts = fO H Ăăt + Ns) = 0 一 (2.2.1.6) 

可 注意 到 在 按 (2. 2. 1. 4) 式 构造 法 截 平面 工时 ,实际 上 已 经 在 ,平面 上 定 

文 了 一 个 原点 在 x" 点 的 Ots 坐标 系 517. Ors 坐标 系 的 横 轴 取 为 Gt 轴 , 纵 轴 是 N 
s 轴 . 因为 


ra 
故 Ors 是 正 交 坐标 系 , 昌 就 是 平面 曲线 /. 的 Frenet 标 架 . 
现在 法 截 曲线 /. 刚好 就 是 Ors 坐标 系 上 的 平面 曲线 ,所 以 fa fE x° 点 处 的 
曲率 ,就 是 f. 在 Ots 坐标 系 上 1 = s = 0 原点 处 的 相对 曲率 .用 cr (6) 表 示 这 个 
曲率 . 
VACO = Vf. Vf.(*) = Vf 由 平面 曲线 (相对 ) 曲 率 的 计算 式 
(2.1.5), 有 


51] Ots 坐标 系 就 是 2.1 节 中 所 指 的 Ors 坐标 系 . 
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Vf. 的 
vf o 
afaj? 
(3) 

简单 地 说 ,(2. 2. 1.7) 式 规定 下 的 曲率 cr C ,总 使 平面 上 的 圆周 上 任 一 点 的 曲 

率 在 (1. 2. 11) 式 规定 的 法 方向 下 是 负数 . 


(2. 2. 1. 7) 式 的 各 偏 导数 均 在 上 = s = 0 处 取 值 . 同样 简 记 Vf(*) = Vf 
VAO = Vf, 且 规 定 这 些 偏 导 数 均 在 x° 处 取 值 ,可 有 


x, (@) = 一 (2.2.1.7) 


af a af, ~ 
3f._ gra — o fy Ñ = vl 
at ðs 
a PAP 
ŽS a Hä Se eH Ñ 一 (2.2.1.8) 
as 
2 2 ~, 
TS ČÍ _ HÑ = Mr Hü 
ias T Isat 


其 中 日 = Vf) 是 曲面 f E x° 点 的 Hessian 矩阵 . 将 (2.2.1.8) 式 代入 
(2.2.1.7) 式 ,有 


HG ëàrHÑ 0 
NrHG NTHN Ivfll 
a= 0 YI 0 | __ ČH 
O IVAI Ivi 
(2.2.1.9) 式 给 出 的 < (GD BEEM ii 在 其 梯度 向 量 W Ce ) 给 出 的 法 方向 下 ,在 
> 点 处 沿 兰 给 出 的 切 方向 的 法 截 曲率 . 
由 于 (2. 2. 1.9) 式 所 得 到 的 xy() 是 苗 的 二 次 型 , 故 ,显然 就 有 


一 (2. 2. 1.9) 


kr (— @) = r (Ñ) 一 (2. 2.1.10) 


成 立 . 这 是 法 截 曲率 的 基本 性 质 之 一 . 
由 以 上 的 ki() 符 号 的 几何 意义 ,马上 可 知 , 法 截 曲 线 f 在 Or s 坐标 系 原点 
处 曲率 圆 的 圆心 ( 称 为 法 曲率 中 心 ), 即 在 以 sign Ce (@)) 。(N) 为 方向 513 ,以 
£ 


iz (的 [为 矢 经 长 度 , 从 Ors 原点 ( 即 R" 空间 上 的 x" 点 ) 出 发 的 矢量 指向 的 那 一 
f 


1 a>0 
C1) sign(，。) 是 到 符 号 函数 . sign(a) -{ 0 a=0. 
~ a 
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点 (终点 ) 上 . 故我 们 可 以 说 , 当 w, G) > 0, 则 法 曲率 中 心 在 x° 点 处 以 及 为 方向 
的 射线 上 距 x° 点 为 w (Q) 距离 的 点 上 ; 当 er(2 一 0, 则 法 曲率 中 心 在 一 入 为 
方向 从 x? 出 发 的 射线 上 距 x° 点 为 | x; G) | ' 距离 的 点 上 . 由 此 ,可 以 很 容易 给 


出 法 曲率 中 心 的 计算 公式 . 此 处 不 再 详 述 . 
以 下 示例 予以 具体 说 明 . 


例 2.2.1.1 对 R" 空间 上 的 超 球面 , 求 其 上 任 一 点 处 的 法 截 曲 线 及 法 


曲率 . 
解 : 超 球面 方程 为 


jz) = Daa (>0) 


任 取 其 上 一 点 **, 利 用 以 上 符号 , 作 


x=x+ü@. +N: 


有 
La, D= Pa pa + Ña 一: 一 
从 而 得 到 
Datart Dee DN sayt Eat aat + 
+2 D0 — aÑ: +2 Da Ñas = 
由 以 下 关系 
Safsata 
Fal SN DaN, =0 
4 = 2a? aD N —a)ă 一 0 
N, = = -42 at —a Ñ, = 2r 
上 式 即 可 化 简 为 
Ë +s +2rs 一 0 
从 而 


ft s) = + Gs+ r): = r 
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因此 R” 空间 的 超 球面 的 法 截 曲线 是 Ots 坐标 系 上 的 圆 . 这 个 圆 的 圆心 在 
Ots 坐标 系 纵 轴 负 半 轴 上 的 (0， 一 门 点 ,半径 为 ~, 也 就 是 超 球 的 球 半径 . 由 于 超 
球面 上 任 一 点 的 法 方向 NN 均 指向 球面 外 部 (外 向 ) ,这 一 方向 就 是 Ors 坐标 系 纵 
轴 的 正方 向 . 由 几何 意义 易 知 Ots 上 的 (0, 一 让 点 ,就 是 R” 空间 中 超 球 面 的 球 
Dla). 因为 令 


= +Ñ; => z° 一 ui 一 Nr 
显然 有 Da) = DN r= 
成 立 . 
由 
H = V°f = diag[2, 2, =, 2] 1VFl =2r 
可 知 
wD -人 HH _ 2@'ë 1 
I IVAI 2r r 


而 从 f, s) = 0 中 可 得 
s=—r+ (P)? 
fE: = s= 0 iti fi 


s=—r+( Pt 


d) S dD) 工 


dt dë # 


Æ 2.2.1.1 WÍ m = 2 ERMA Hi — A x° 点 处 的 Ots 坐标 系 的 示意 . 由 图 可 
见 , 对 圆周 曲线 ,f fE x° 点 ( 即 Ots 的 原点 ) 处 是 凸 的 ， 


fi x G) =— 1 <o. 
z 


2 


作为 比较 ,可 以 再 对 经 济 学 中 常用 的 o 次 齐 次 效 
用 函数 (x) 在 m = 2 平面 上 给 出 Or s 坐标 及 法 截 
曲率 . 


u(x) = f +r =c2>0 0<p<1 zz 二 0 


任 取 x = (x?, zz) > 0, 有 


图 2.2.1.1 
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Jo Vula’) = pl -pf pi 9 ] 
u(x 
e 0 (x0) 


在 如 点 处 


G= E (Ga + (95) S20 
EIP 4 Cag)? 


其 图 形 如 左 图 . 在 图 2. 2. 1. 2 中 由 Vu(x? ) 决 定 
， 的 N 指 向 x" 点 的 右上 方 ,这 就 是 * 轴 的 正 向 . 从 Ots 
ta 局 部 坐标 系 上 看 ,u 曲线 在 x* 点 ,是 止 的 ,此 即 

图 2.2.1.2 KÕ > 0 的 意义 . 


$2.2.2 R" 空间 上 曲线 的 曲率 


在 传统 微分 几何 中 ,已 在 R 空间 上 证 明了 有 Meusnier 定理 成 立 . 这 一 定理 
是 指 : 在 R° 空间 的 5S 曲面 上 经 过 给 定 的 一 点 p 且 具 有 相同 切线 的 所 有 曲线 在 
这 一 点 处 有 相同 的 法 曲率 . 根据 这 一 定理 ,就 可 以 确切 地 说 在 S 曲面 上 的 p 点 
沿 给 定 切 方向 的 法 曲率 ,并 且 , 这 一 法 曲率 可 以 由 任 选 S 曲面 上 经 过 p 点 且 与 
给 定 切 方向 相 切 的 曲线 求 其 在 p 点 的 法 曲率 得 到 . 这 一 结论 的 另 一 种 说 法 即 是 
曲面 S$ 上 过 p 点 沿 给 定 切 方向 的 法 曲率 与 求 取 法 曲率 时 选用 的 曲面 S 上 过 p 
点 且 其 切 向 量 与 给 定 切 方向 一 致 的 具体 曲线 的 形式 无 关 . 因此 , 求 取 曲 面 S E p 
点 法 曲率 就 可 以 选取 形式 上 最 简洁 的 平面 曲线 ,比如 过 p 点 的 S 曲面 的 法 截 平 
面 上 的 法 截 曲线 . 

为 了 确 知 在 一 般 的 R” 空间 上 的 超 曲 面 上 给 定 的 一 点 p 并 沿 任 一 过 p 点 的 
S 的 切 方向 的 法 截 曲 率 也 具有 类 似 以 上 所 说 的 R’ 空间 上 Meusnier 定理 的 结论 
这 一 性 质 ,就 需要 将 Meusnier 定理 推广 到 一 般 的 R” 空间 上 去 . 为 此 , 先 给 出 R" 
空间 上 的 曲线 的 曲率 的 定义 及 计算 公式 . 

定义 2.2.2.1 称 以 1 为 参数 的 向 量 函 数 x(1) € R", : € D, CR, Hp D, 
是 R 中 的 连通 开 区 间 , 是 R” 空间 上 的 参数 曲线 方程 . 设 x(1) = (zi(0), H z, 
(2) 关 于 4 二 阶 以 上 可 导 . 记 


T 


Ë (sx Eza) 
de de” ' de 

是 x(0 的 一 ` 二 阶 导数 向 量 . 若 在 1 二 € D, AEV (6) Z 0, B. lVe) || 函数 是 

可 微 的 , 则 称 ”是 x(0) 的 正则 点 , 若 任 一 上 E D,, x(0) 都 是 正则 的 , 称 xC) E: IE 
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则 参数 曲线 . = 
PO xO BERA MJVx(2) ERER xC) fE R” 空间 上 的 x(2 ) 点 处 
的 切 方向 向 量 . 
以 上 定义 是 R 空间 上 曲线 定义 的 推广 . 以 下 继续 推广 R 空间 上 的 曲线 弧 
长 及 其 微分 .曲率 的 定义 . 


令 


s= f’ lvla  [a, 51C D, — (2. 2.2. 1) 


DUE s 是 曲线 x(1) 的 不 变量 51).s 是 1 从 a 到 4b AEZ RL x) HH E 09 
IK. 
令 


sO = [1wla [a JCD, (2.2.2.2) 
则 
ds = || Vx || dt —(2. 2. 2. 3) 


ds 是 x(t) 的 弧 长 微分 ,ds 也 是 曲线 xO HRE. 
由 (2. 2. 2.3) 式 ,可 知 对 于 正则 参数 曲线 x(t), 当 且 仅 当 


lwl=1 “€p, 一 (2.2.2.4) 
则 dt 就 是 x(z) 的 弧 长 微分 , 故 :就 是 弧 长 参数 . 


设 正则 参数 曲线 x(t) 的 参数 + 是 弧 长 参数 , 故 (2.2.2.4) 式 成 立 , 将 
(2. 2. 2. 4) 式 两 边 平方 再 对 上 求 导 , 得 


2 + Vx! Vr = 0= Vx! Vx = 0 一 (2. 2. 2.5) 


Vx = const= V'x = 0 


此 时 x(D 即 为 R" 空间 上 的 直线 . 

MF Vx Z 0. 由 (2.2.2.5) 式 ,Vix 是 与 人 正 交 的 向 量 . RV x (0 ) JÉ x(1) 
曲线 在 R” 空间 x(z) 处 的 主 法 向 量 . 

定义 2.2.2.2 iC <, 是 曲线 x(2) 在 1 处 的 曲率 . 


K, = || V° xt) | ( 仅 当 Vw | = 1) 一 (2. 2. 2. 6) 
= 


5C1] 为 节约 篇 幅 , 此 处 不 给 予 详 述 . 
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定义 2. 2. 2. 2 是 参数 : 为 曲线 弧 长 参数 时 曲线 曲率 的 定义 . 当 不 是 弧 长 参 
数 时 , 记 曲 线 的 单位 切 向 量 为 VX， 


Vx (t) 


Vš = VED = To 一 (2.2.2.7) 
则 曲线 的 曲率 可 表示 为 
WIKA ION eze — dVECD) mn: 
和 (2.2.2.8) 
(2.2. 2. 8) 式 可 以 直接 从 传统 微分 几何 中 的 曲线 曲率 的 计算 公式 (1 
_ [WD X V(O | = 
esa A u = (2.2.2.9) 
中 得 到 . 因为 由 矢量 乘法 的 几何 意义 知 
| Vx X Vx |= | Vx || W Vl + sin 8 一 (2.2.2.10) 
因为 
Tor 
二 一 (2.2.2.11) 
M Væ l 1 Vx il 
故 
(VaT V): \7 
sin 0 =4 1-1 
sind = (1- Tae iv) 
注意 ,由 (2. 2. 2. 11) 式 定义 的 两 向 量 间 的 夹 角 2, 显然 有 
0<0<x 
故 总 有 sin 0 > 0, 所 以 ,规定 
(VaT V: t 
sind = (1 一 一 一 一 一 一 一 一 - (2.2. 2. 
sinó = [ Iw sS) >0 Q. 2.2.12) 
将 (2. 2. 2. 10) 式 (2. 2. 2. 12) 式 代 人 (2. 2. 2. 9) 式 得 
Nvel H Vx || » sing _ | Vx | sin @ 
e = CO 
Tvet” Tvl? Saha 
以 下 证 明 
Ivai = dling (<o<m 一 (2.2.2.14) 
I Vx ll 


51] 陈 维 桓 , 见 前 注 ,第 22 页 . 
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由 于 
> ; ra 
s zi z z, 
vwo = (2 —EL e 
( MVzl lvel Ii Vx |i ) 
H 
z- 4[ = j- zi e aa) = WEO Vx 
”di\lvel | Væ I| l| Vx) ||? 


—(2. 2. 2. 15) 
由 于 || Vx > O,B || Vxl 是 可 微 的 ,z; 是 二 阶 可 微 的 , 故 x 是 存在 的 . 
所 以 
一 Vx xea 
vl 
注意 (2. 2. 2. 16) 式 等 号 右边 的 分 式 的 分 子 部 分 是 斑 、Vx 两 向 量 按 Schmidt 正 交 
化 的 计算 方式 所 得 的 公式 . 


一 (2. 2. 2. 16) 


Ivy | = IVV)" > (Ve — Vra) J? 
I Væ ll 


将 上 式 等 号 右边 分 式 中 的 分 子 作 乘 法 展开 ,并 注意 到 有 


a e Va? Vy = at WT Ve — VEVE 
I| Væ ||? 
即 有 
(Vx! Vx)? 7E 
væ- ET] 
Ivži = per- Tar ERACI E 
I| Vx I| I| Vx || 
此 即 (2. 2. 2. 14) 式 ,从 而 可 得 到 (2. 2. 2. 8) 式 . 
由 以 上 推导 同时 可 知 ， 
2 259294 
ivèz = HE I pe E 一 (2.2.2.17) 
故 ,(2. 2. 2. 8) 式 又 可 表示 成 
2 L 
x, = L l Vx || ° || Vx | ° — (Vx! Va)’]s (2. 2. 2. 18) 


Tv |° 
当 上 是 弧 长 参数 时 ，| Vx = 1, Vx! Vx = 0, (2.2.2.18) 式 就 成 为 
(2.2. 2. 6) 式 , 且 从 (2. 2. 2. 14) 式 中 ,此 时 必 有 8 — 2 + ERTER” KITE. 
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由 此 也 可 知 , 当 上 不 是 弧 长 参数 时 ,一 般 可 以 有 Vx" + Vx z 0. 
在 R" 空间 上 ,x(2) (代数) 曲线 一 般 可 以 由 mw 一 1 个 函数 隐 式 地 给 出 ， 
Cr rzo) 一 0 i=l, 2, =, m—l x€EDCR" 
— (2 2. 2.19) 


afia) 


az; 


cw = [ ] i J=1,2,--, m—1 —(2. 2. 2. 20) 
Cm—Dx(m—D) 


WIG, 是 (2. 2. 2. 19) 式 的 Jacobi 矩阵 的 前 (m 一 1) X (m—1) 阶 顺序 主子 矩阵 . 显 
然 ,通过 适当 的 下 标 编号 及 排序 ,如 果 (2. 2. 2. 19) 式 可 以 决定 R” 空间 上 的 一 条 
曲线 , 则 必 应 有 


1G | 关 0 xEND, 


由 隐 范 数 定 理 , 这 时 可 成 立 
LAEN] x) 
Ti (zm) z, (D) 
x) 一 : = : —(2.2.2.21) 
Zi lIn) ze) 
t t 
且 总 有 Vx) Z 0, ñk x(0) 曲 线 是 正则 的 . 
引用 以 下 符号 
dr, dš x, 
dr, da 
dx _ : dx š 
dz | ` d. | 7 
dz。， dr.) 
dz, dz 
dx dx 


注意 上、4 六 都 是 加 一 1 维 ( 列 ) 向 量 .其 中 
ps dik 


dz; _ dr,(0O dz dzr(t) 


dan dt dz; de 
其 次 ,由 隐 函 数 定理 中 成 立 的 关系 式 
= af, dz; afi: wa > da o 
a i=1,2, =, m—1 (2. 2. 2. 22) 
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即 得 


dx _ o, 9f 
< < Gr =(2 2. 2.23) 
drn i 


其 中 
ar (an S fx sy; 


Ian Ndan IEn ”ar 


对 (2. 2. 2. 22) 式 再 求 关于 z. 的 偏 导数 ,有 


FAN de dy S dz SA 3 dz, 
名 各 azriazi dz, dz。 人 (azoazi dra jai azi drh 
S en eu E b asya 
£ Dadan dz, | 91, 
— (2. 2. 2. 24) 


ETT DA PAR TEEM SERER Ai 


drit uy dx 
(E) TA ie 
dx \' > dx 
š: š 2) yp, 
Er Ley 2 E+ (=) ma —(2. 2. 2. 25) 
P m den azh I 
dey! :~ dx 
(z) VF 
其 中 


az 


2 f (z CIES a 


az a? az 
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PL f. 2° f, 
az 'ƏrƏəzr,” ”ariar。， 


EL Ff Pf 


ak’ rar 


i=1,2,-", m—1 


MV f, EVA 矩阵 的 前 mn- D x (m D 阶 顺 序 主 子 矩 阵 . 
(2.2.2.25) 式 表明 ,着 Gy 可 道 ,/; 是 二 阶 可 微 本 数 , 则 E 一 Vi 就 一 定 存 

在 ,由 此 , 按 前 述 诸 式 即 可 得 到 (2. 2. 2. 19) 式 表示 交 曲 线 的 主 法 方向 51). 

$ 2. 2.3 Meusnier 定理 


现 将 R°: 空间 上 的 Meusnier 定理 推广 至 R” 空间 . 规定 
, = Ñw = ED 一 (2.2.3.1) 
MV xe) l 
是 曲线 x(4) 的 单位 主 法 向 量 ,x(DER”" 且 || Vx | Z 0. 
对 任 一 给 定 的 1, 称 由 下 式 决定 的 2 维 平面 L, 为 x(?) 处 的 密切 平面 
L = (x|x=u*VX+u+Ñ, u,vE R) (2. 2. 3. 2) 
定义 2.2.3.1 设 / 是 R" 空间 上 的 一 个 曲面 ,p 是 f 曲面 上 给 定 的 一 个 
点 ,x(b 是 曲面 /上 过 六 点, 且 正则 的 曲线 . N. N, 分 别 是 曲面 了 曲线 xC) fE p 
点 处 的 单位 法 向 量 ,c* JE x COE p 点 处 的 曲率 , 则 
K, = K,cosÜ — cos0 = NIN —(2. 2. 3. 3) 


是 曲线 r) C f # p 点 的 法 曲率 . . 
定义 2.2. 3. 1 的 几何 意义 见 图 2. 2. 3. 1. 线段 站 就 是 |e,1 法 曲率 (绝对 值 ). 


ap 线 段 是 x,，N, 向 量 的 经 长 即 . 9 角 是 N, 与 一 入 向 量 的 夹 角 . 故 |x, | 就 是 x, 
在 一 N 方 向 上 的 投影 ?7. 且 当 0 < < Z LOMG SIKE m > 0. 
设 R” SATE S 上 给 定 的 一 点 x" y ë 0 J: x° 处 给 定 的 一 个 单位 切 向 量 . 


51] 确定 (2.2. 2. 19) 式 给 出 的 交 曲 线 的 主 法 方向 ,还 可 以 利用 R" 空间 上 的 多 重 矢量 积 方法 ( 见 
8 2.4 节 ). 


C2) 参见 M P. do Carmo. 见 前 注 . 第 102 页 图 3 - 8 及 其 说 明 . 这 里 规定 的 9 刚好 是 那里 的 x 一 9 角 . 
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x(1) 是 上 经 过 x" 点 的 正则 曲线 ,并 且 x(D) 在 点 
x° 处 的 单位 切 向 量 VY = ë. 不 妨 设 1 二 0 时 有 
x(0) = x. 

由 于 x(0 是 了 曲面 上 的 曲线 ,并 设 /(x) = 0 
是 曲面 /的 方程 , 且 可 设 :不 是 弧 长 参数 .应 有 


f(x(t1))=0 


对 此 式 求 + 的 一 、 二 阶 导 数 , 并 在 t= 二 OC x — x°) 
处 取 值 . 


Area l-0 = Vf! Vx = Vf'Ă | Vx | = 0 一 (2.2.3.4) 
d š F 
JESO lemo = Va VS Ye Vf Vx = 0 一 (2.2. 3. 5) 
从 而 得 到 
— Vf" Vx = X Ha. || Vx || ° —(2.2.3.6) 


另 一 方面 ,由 (2. 2. 3. 3) 式 


S aY Vx Vf 
一 NTN =— = cos 
pvi ISl 一 
即 得 
-Vf Vy = IVf IV 3 + cos # 一 (2.2.3.7) 
再 由 (2. 2. 2. 16) 式 ,并 注意 到 (2. 2. 3. 4) 式 
ay 1 VS Vx 
Vf Vy = —(Vf" Vx — Vf! Va) = 
(A TA i 


将 此 结果 代入 (2. 2. 3.7) 式 ,有 
一 YY = l Vell I Vf | V 2 | + cos # 
再 将 此 结果 代入 (2. 2. 3. 6) 式 即 得 到 


IV%| o z = Š Hü 
H Væ l I vf 
注意 ,由 (2. 2. 3. 3) 式 的 规定 ， 
A 


cos? = cos(a — 0) =— cos 0 
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所 以 ,由 上 式 


Ivi dT Hë 


Evel TI 
由 (2. 2. 1. DR, (2.2.2. 8) 式 , 即 知 上 式 就 是 


K, cos 0 = x, (@) 一 (2.2.3.8) 
由 定义 2. 2. 3. 1 EA 


K, = x, (Ñ) 一 (2.2.3.9) 

这 即 是 一 般 R” 空间 上 的 Meusnier 定理 的 结论 . 
定理 2. 2. 3. 1(Meusnier) R" 空间 曲面 / 上 经 过 一 点 x" 且 具 有 相同 切线 
的 所 有 曲线 在 这 一 点 有 相同 的 法 曲率 511 = 
(2. 2. 3. 2) 式 给 出 了 R" 空间 上 过 某 一 点 x" 处 的 正则 曲线 x(2) 在 x° 点 处 的 
EWP La. 现在 仍 设 曲线 x(z) 位 于 R 空间 的 曲面 人 上 . 则 超 平面 L, 与 曲面 
了 应 有 交 曲 线 存 在 . 这 一 交 曲线 是 位 于 L, 上 的 平面 曲线 , 称 其 为 曲面 三 在 点 x° 


处 , 沿 YX、N, 方向 的 密切 平面 上 的 截面 曲线 . 以 下 分 析 x(0) 在 x° 点 处 的 曲率 x, 
与 密切 平面 上 的 截面 曲线 在 x" 点 处 的 (相对 ) 曲 率 之 间 的 关系 . 
HA L, 密切 平面 上 的 关系 ,有 


x € L,=x = x? +V%(0)u + N, (0) u, o € R 
则 由 曲面 /的 方程 1(x) = 0, 可 得 密切 平面 上 的 截面 曲线 ( 记 为 /,) 的 方程 ， 
Jolu, v) = f(x +VŽO)u +Ñ, 0 =0  —(2. 2. 3. 10) 


类 似 (2. 2. 1. 8) 式 ,并 设 N 是 f Mh EZE x° 点 处 的 单位 法 向 量 ,可 得 
afo 


= Vf! Vš = 0 
ðu 
Əə ~ 
2fe Lyf Ñ, = IVf | cos 0 
ðv 


CH cos 0 = N: N, > Vf" Ñ, = || Vf Il cos 0) 


P fo ~ Pe f _ s = 
= Vš V°f V = N: v' 

Ja? x' Vf Vx Fm. r V fN, 

3° fo fo _ x ~ ii Ë 
= — = NI V° = Vi V°f N, 

Juðv  Ivðu TEENE NS 


[1] MP. do Carmo 见 前 注 第 103 页 命题 2. 
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Hl x, Č, ORR fs 截面 曲线 在 x° 点 处 的 (相对 ) 曲 率 ,其 中 名 二 Vk. 注意 ， 
这 里 必须 设 cos0 天 0, 若 否 , 则 ?8 一 0， 太一 0, fs OMRE Own 坐标 系 原 


点 就 是 非 正则 的 . 这 时 ,无 法 确定 f, 曲线 在 Our 原点 处 的 曲率 . Dz cos 00, 由 
(2.2.1.7) 式 ,有 


He HN, 0 
NiHG NiHN, 1vrlcosb 
¿G o= A 0 
: ( || Vf || cos 0)? 
由 此 可 得 
rj š Hä 
PCA HÄ || Vf ||’co’ð — Ğ'HĚ 1l 
6 IVf Il cos’ 0 IVAI ` cosô 
从 而 有 


er (@, 0)cos 0 = x, (Č) ( 仅 当 cos9 关 0) 一 (2.2.3.11) 
将 (2. 2. 3. 11) 式 与 (2. 2. 3. 8) 式 相 比 较 , 有 
K, (Č, 0) = x, (2. 2. 3. 12) 
注意 ,这 里 曲面 /上 的 曲线 x(?) 是 任意 给 定 的 . 故 有 以 下 定理 . 
定理 2.2.3.2 设 x* 是 曲面 /上 的 一 点 ,L; 是 过 x" 点 的 且 与 了 相交 的 超 
平面 ,并 且 工 ; 的 法 向 量 与 曲面 了 在 x" 点 处 的 法 向 量 不 是 正 交 的 . 并 设 x(1) 是 经 
过 下 点 ,位 于 曲面 /上 的 任 一 曲线 .车 x(2) 在 x 点 处 的 密切 平面 就 是 上 ,, 那 
么 ,曲面 在 L: 上 的 截面 曲线 在 x° 点 处 的 (相对 ) 曲 率 ,就 是 曲线 x() 在 x 点 
处 的 曲率 . m 
例 2.2.3.1 R R' 空间 上 由 以 下 方程 决定 的 曲线 在 x° 点 处 的 曲率 . 
fiiit titi = 1 
xa): | zi + zi + zš = z, 
f: zi + zi + zi = m, 
æ = (0,0, 0,1)" 
解 : 选取 z, = t, 有 


afi 9Jr Of: 
3. a. a. 
Aaina a 2z, 2r, 2z, 
ə Ə 9 
ë = |P: 2 3 oz 1 2x 0 
Ix, Ər, IT, 
2z, 2r—2 0 
af afa of 


azl Ər, ar 


48 _ 32 AFAR 4E E£ $ó AA £= (š 29 je 5 8 Jl 
0 0 2 kaz 
故 co- 上 0 I “ -th 
0 —1 0 1 
d ( 坚 de sy 
F dr, (dr; dz,” dr, 
记 
CLAE es A 2y; 
ər, az Ix, Ər, 
dx of 
RNE a a 
Pfu fi ER 
ari ariar ƏrƏəx, 
P F Pfi Pfi of 
g = 
并 且 记 vx gzsgrl Iz Ər,Ər, 
Pha Ph Pf 
axriarl arigre Ix 


2zs 
af 
有 Fe 2z; 
2z, 
TE x = x° 处 


由 以 上 (2. 2. 2. 23) 式 (2. 2. 2. 25) 式 ,得 到 
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Vx = |dr, | = 


o.oo 


dr, 
dz, 
dex, 
d 
der, 
Vy = | dz; |= 
0 
dr, 
由 (2. 2. 2. 18) 式 ,并 注意 到 | Vx | = 1, Vx" Vx = 0, 得 
x, = | Vxl =3 


此 即 xC) fE x° 处 的 曲率 . 
现在 ,再 将 x(0) 看 成 是 f C+) = 0 决定 的 曲面 ( 即 R' 空间 上 的 单位 球面 ) 上 
的 曲线 . 作 xC) fE x° 处 的 密切 平面 L，， 


u+ uu € R 


=° °. 
o-oo 


wl o wle w| 
z 


W L, 与 f, 的 交 曲 线 ( 截 面 曲 线 ) 是 


50 _ X x #£ #E Ft 6 hudi #z f 28 s€ 5 JJ 


f Teads (G-t) =1 
» ost 直人 


可 知 fo 在 w= v 二 0 处 的 曲率 也 就 是 x 二 317. 


以 上 已 给 予 由 (1. 2. 1) 式 给 出 的 曲面 f 上 的 x° 点 处 法 截 曲率 cr (人 ) 的 定义 


与 表达 式 , 并 对 于 kj(&) 的 符号 意义 给 予 了 详细 说 明 . 


以 下 再 给 出 Monge 形式 的 曲面 函数 决定 的 曲面 上 的 法 截 曲线 及 法 截 曲 
率 的 计算 公式 .由 F: z= f(x) x€ DCR x= a, Y ERU + 


F(x) = z— f(x) = 0 


— (1.2. 8) 


应 当 注 意 Monge 形式 的 曲面 函数 中 变 元 x 向 量 的 维 数 在 不 同 场合 有 不 同 


的 表示 . 
在 (1.2.8) 式 中 ,x € R”! x€ R". 但 若 在 隐 商 数 


f(x)=0 xEDCR" 


中 ,利用 2 去 0, 将 其 转换 成 


QTm 


的 Monge 形式 函数 时 ， 


x € D: CR 


VF(x) = C—Vf!(x), DT 
对 a e R"t', 作 切 平面 方程 
VF(x) +a = 0 


易 知 (2. 2. 3. 14) 式 的 基础 解 系 矩 阵 , 记 为 Ar, 可 表示 成 


E [ey 


故 (2. 2. 3. 14) 式 的 解 可 表示 成 下 式 ( 仍 记 为 @) ， 


51] 但 显然 fo 并 不 是 xC i R. 


一 (2. 2. 3. 13) 


—(2. 2. 3. 14) 


—(2. 2. 3. 15) 
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3 t 
a= Art = t€ R” 一 (2. 2. 3. 16) 
Ar [s 2 | € (2. 2 


并 有 下 关于 x 的 Hessian 矩阵 , 记 为 Hr 
= — vV? 0) [r-H 0 
H, = VFG) = [ YAO | [ ' ] 一 (2.2.3.17) 
o 0 o 0 


设立 是 由 (2. 2.3. 16) 式 给 出 的 F 曲面 的 单位 切 方向 向 量 , ata = 1. 下 曲 面 
沿 & 方 向 的 法 曲率 , 记 为 cr(a). 由 (2. 2. 1. 9) 式 ,得 


== Er a T 
vapa S nA HE —(2.2.3.18) 
| VF | (1+V/! Vf): 
a'a = t't+ (Vf = 1 t€ R” 


注意 这 里 0 一 上 = 1— (V/'! >° < 1. 

(2. 2. 3. 18) 式 即 为 在 (1. 2. 2) 式 给 出 的 Monge 形式 的 曲面 函数 下 的 法 截 曲 
率 计 算 公 式 . 注意 与 (2. 2. 1.9) 式 相 人 比较 ,(2. 2. 3. 18) 式 的 等 号 右边 没有 负 号 . 

由 上 可 见 法 截 平 面 上 的 曲面 的 交 曲线 的 相对 有 曲率 ,与 曲面 函数 的 Hessian 
矩阵 决定 的 二 次 型 有 密切 关系 . 而 在 $2.1 节 中 ,还 指出 了 本 书 在 非 线性 规划 理 
论 分 析 中 会 用 到 的 ,关于 曲面 的 Monge 形式 的 函数 的 Oz 局 部 坐标 系 . 为 便于 
比较 ,一 并 在 此 先 给 出 Monge 形式 曲面 函数 在 Otz 局 部 坐标 系 上 的 相对 曲率 的 
公式 . 

设 

z= fx) x€ DC R" 
是 R" 空间 上 的 曲面 函数 . fi: 
F(x) = z— f(x) = 0 x= (x!, z) € R"*' 
令 音 是 取 定 的 ,以 下 方程 
Vf xa = 0 
的 一 个 特 解 , 且 AA = 1. fE 


LL (2.2.3.19) 
si , = x 3 — (2. 2. 3. 
i š 
则 

f.: z+ # = f(x +Q) — (2: 2. 3. 20) 


ÈL. Pii RHR, H /. 过 (x zi WEG? , 2°) ARAE, h C2. 2. 3. 20) 
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dz 
加 
dz 
a 


= Vfrë = 0 
=% Vf ă 
由 (2.1.4) 式 , 知 f. HRE, z° AH H 3E x.(&) ,应 为 
K (Č) = X V fă (ar 一 1) 一 (2.2.3.21) 


与 (2. 2. 3. 18) 式 相 比 较 , 可 知 , 取 (2. 2. 3. 18) 式 中 的 上 就 是 (2. 2. 3.21) 式 中 的 让， 
是 可 以 的 .那么 ,此 时 就 有 (2. 2. 3. 16) 式 中 


x ri 
“= [ ] (2; 2: 3.225 


并 且 
à" Hü LACH 


kr(G) = r= 7 
A ++Vf Vf): (二 VFVAz 


(2. 2. 3. 23) 


BP x; (G) 13 <, (@) LA Z — 4" E 5 Ë E. 这 个 正 数 倍率 刚好 就 是 工 . 截 平 面 在 
(x° , z ) 点 处 的 法 向 量 
0 
n. = Ë ] (0 € R”) 
与 曲面 下 的 法 向 量 
VF = (= Vf! (x°), DT 


的 夹 角 余 弦 . 
现 可 以 再 以 nj 表示 R”*' 空 间 的 曲面 


fG) = = 一 (2. 2. 3. 24) 
HEC, zx ) 点 处 的 单位 法 向 量 . 则 有 

n; = (Vf! G), 0)" 
故 


wl 
cos 一 (nr ，VF) = Tv Vf [ 


而 (2. 2. 3. 24) 式 决定 的 曲 而 ,也 可 以 理解 是 R"*' 上 的 
z = f(x) 
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曲面 与 z= z" 平 面 的 交 曲线 . 此 交 曲线 上 ,以 问 为 切 方向 ,以 nj 为 法 方向 的 法 截 
曲率 就 是 


Er HG z 
“0 —— TT (2.2.1.9) 
故 又 成 立 ( 仅 在 由 (2. 2. 3. 22) 式 决定 的 @ 条 件 下 ) 
x N ! V, m 
kp(@) = kr(G) * cos ns, VF) =— Ta r 
一 (2.2.3.25) 


(2. 2. 3. 23 .25) 式 ,显然 就 是 定理 2. 2. 3. 1 的 结论 . 所 以 ,附带 地 可 知 有 
e a>: 
ILVA 

(2. 2.3.23、25、26) 式 给 出 了 曲面 函数 为 Monge 形式 时 ,曲面 上 的 点 
AELA Š HHH É, VA ny, ne 和 VF 为 法 方向 时 的 截面 曲线 的 曲率 间 的 相互 


kr (ü) 一 一 —(2. 2. 3. 26) 


$2.3 Rm 空间 上 的 曲线 及 其 (局 部 ) 标 架 


$2.3.1 曲线 的 Frenet 标 架 及 其 手 性 


由 经 典 微分 几何 已 知 ,在 R 空间 上 ,曲线 x(s) 完 全 由 其 的 Frenet 标 架 方程 
式 决定 . 本 节 将 曲线 的 这 一 性 质 ,推广 到 一 般 的 R” 空间 上 去 . 继续 沿用 上 一 节 
中 的 相关 符号 , 仍 设 x(1) € R" 是 曲线 的 向 量 函 数 . 这 里 x(z) 是 正则 的 , £ E 
D, C R, D, 是 开 区 间 . 使 用 以 下 符号 


二 Vx 
I Vx Il 
vs = Š vš 


dt 


推广 x(0) 是 正则 且 规 范 的 条 件 

设 xGt, a) € R” tE D, CR, Hp a RSNA). 若 对 d = 1, 
2，…， m—1, VX 存在 且 可 微 , 则 称 x(0) 是 正则 参数 曲线 ,如 果 x(0) 中 含有 的 参 
( 常 ) 数 a = (ca，a，…) 满足 a; > 0, 则 称 x*(0) 是 正则 且 规 范 的 参数 曲线 ， 国 
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正则 条 件 显然 已 蕴含 了 各 | V x | > 0 及 可 微 的 条 件 在 内 . | + | 函数 的 
可 微 条 件 是 正则 参数 曲线 的 基本 要 求 , 否 则 ,R' 空间 上 的 Frenet 标 架 及 公式 均 
无 法 推出 . 而 以 上 关于 IVI 可 微 的 条 件 , 则 更 加 强 了 这 一 条 件 . 以 下 给 出 两 
个 例子 予以 说 明 . 

先 可 以 理解 ,车 x(1) = (zi(0) 函数 中 , 忧 (0) 关 于 上 有 l, 2，…， m 阶 导数 ， 
tE DH Vxl =c d=1,2,…,m 一 1, cs 为 常数 ,那么 ,以 上 条 件 自然 


是 满足 的 . 如 圆柱 螺 线 
X) = (Yeos wi, Ysinwt, hot)! Y>0 e= (+h 
易 知 
l Vxl =1 
IVxll =y d>2 
H cos wt、sin wt 具有 任意 阶 导数 , 故 以 上 条 件 成 立 , 且 D, = R. 事实 上 对 于 
xD ,任意 的 d > 0, VX 均 存在 且 可 微 . 
另 如 以 下 平面 曲线 
xG) = (cos? t, sin’ t, b)? ¿€ D, b>0 
易 知 
|| Vx | = 3/costrsint: = Ž [sinze] 
Hi M Vell > 0 K || Vell 的 可 微 性 要 求 ,有 sin 2 > 0, 即 
r€ D =< (o. z) 


则 在 +€ D, 开 区 间 上 ， 


~ Vx 


== C cos, sint, 0)" 
M Vx ll 


于 是 VX 是 可 微 的 , 且 IV Z [| = 1, 故 以 上 条 件 是 满足 的 . 

以 下 设 xO E D, 上 的 正则 且 规范 的 参数 曲线 . 在 $ 2. 2 节 中 已 给 出 了 
ORAR <, 的 公式 (2. 2. 2. 8) 式 . 由 于 现在 =, 的 公式 中 ,没有 再 使 用 矢量 积 ， 
故 可 以 直接 推广 (2. 2. 2. 8) 式 ,从 而 得 到 R” 空间 上 的 挠 率 及 自然 标 架 517 

复写 出 以 下 关系 式 


51] 之 所 以 只 称 以 下 给 出 的 方法 确定 的 是 “自然 标 架 "而 非 *Frenet 标 梁 " 是 有 原因 的 ,可 见 下 文 . 
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vk = E —(2. 2. 2.7) 
x 
Vx Vx Vx” Vx 
Vi= 一 一 ` (2. 2. 2. 16) 
TE 
2 
Ee eos 一 (2.2.2.13) 
x 
这 里 规定 
par 
songea YY 一 (2.3.1.1) 
Jl Væ i M Vy] 


(2.3. 1. 1) 式 也 就 是 (2. 2. 2. 11) 式 ,只 不 过 为 方便 以 下 的 递 推 ,特意 对 夹 角 0 加 
上 了 双 下 标 *21”, 表 示 On 是 x(1) 的 第 2 阶 导数 向 量 与 第 1 阶 导 数 向 量 的 来 角 
(下 同 ). 

引入 以 下 缩写 符号 ， 


Ea 
EA (2.3.1.2) 
MV xl 
H ili 
yl, = 1=> Vyt y, = 0 
其 中 
PY ss yes 
站 
dt Ivi BTV 24 Hvxl’ 
规定 
WW SW 2 nE — (2.3. 1.4) 
va ve G 
由 Schmidt 正 交 化 的 方法 知 ,Vy 与 VE、VS 均 是 正 交 的 . 
规定 
Vy, 
= 一 (2.3.1.5) 
” = vil 


可 知 y 与 VX 正 交 , 故 有 


Vy = 0 
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对 此 式 求 上 的 导数 ,得 
VX¥y + V X" Vy, = 0 [uya = £ es Vy. = 2) 
< Š: dt a dt 
所 以 
2yr aT 
VE yaa Th (2.3.1.6) 
HV xl MV xl 


将 (2. 3. 1.4 一 5) 式 代入 (2. 3. 1. 6) 式 中 的 y, ,并 整理 ,可 写成 以 下 形式 ， 


A 


令 
n= Vy VE Q — costa, — costas) 
IV xl MVy H HWV x 
— (2 3. 1:7) 
其 中 
v Vv 
Ni = A 
Ivži HV'XI 
a 一 (2.3.1.8) 
EENS 
cos 0,, = a Ae 
BTV XI MV'XI 


注意 ,在 这 样 的 规定 中 r, 三 0. 还 可 有 


Tvar” =- (2.3.1.9) 


fk r, 28 R” 空间 曲线 x(D) 的 1 阶 挠 率 .由 (2.3.1.7) 式 ,可 知 1 阶 找 率 的 几 
何 意义 (同时 也 即 是 Schmidt 正 交 化 方法 的 几何 意义 ), 即 以 VE、 一、 


Ivi 


为 方向 
向 量 构造 过 R” 空间 x(4) 点 处 的 二 维 ( 子 ) 平 面 Le ,这 里 视 1 已 给 定 


Ea usu, € R 
IVx 
则 由 于 er 就 是 x(0) 的 主 法 (单位 向量, 故 L. 即 x(2) 的 密切 平面. fE L, 
x 


上 ,已 规定 了 一 个 原点 在 *(2) 处 的 正 交 坐 标 系 Ou u. WE x(2) 就 是 密切 平面 上 
的 曲线 (从 而 就 是 平面 曲线 ) ,那么 ,在 x (2) kE JV Y SE Sk B] it 5 Ou u, 的 纵 、 横 坐 
标 轴 的 夹 角 余弦 的 平方 和 为 1. 但 现在 Our 的 纵 、 横 坐标 轴 显 然 就 是 以 VX、 
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tai 
IV xl 
cos 0,,. 所 以 , 若 


RERA HHR, HVX Ou, u, 坐标 轴 的 夹 角 的 余弦 就 是 cos 0 、 


coszg + cos°0,, = 1 
则 必 有 rm = 0, 即 x(1) 是 密切 平面 上 的 曲线 , 若 
cos:0 + cos’0, < 1 


JJ, > 0, 即 说 明 V* 方 向 向 量 没 有 落 在 密切 平面 上 ,从 而 x() 不 可 能 是 密切 平 
面 上 的 曲线 . 所 以 ,x(4) 要 是 平面 上 的 曲线 , 则 其 任 一 点 处 的 V' 六 必 位 于 密切 平面 
上 , 必 有 mm = 0. 

关于 Schmidt 正 交 化 及 Frenet 标 架 的 几何 
构造 ,可 用 下 图 予以 说 明 . 设 有 平面 上 x° 处 的 2 
个 向 量 a, a, H a. a, 不 是 线性 相关 的 ,从 而 
a, a, 不 共 线 . 要 利用 a, a, 构造 出 正 交 化 的 
a'a, JẸ a, = a, WA 2.3.1.1. FE a 
决定 的 射线 上 取 一 个 名 向 量 , 并 使 


ŭ = —ü@ Rë, | a 


再 令 a, = 6:( 平 移 ) 


即 得 到 从 x° 点 出 发 的 直 交 向 量 组 ai, a3. 而 el. e; 决定 的 射线 B . Pe WAN 
x° 点 处 的 一 个 正 交 标 架 . 由 以 上 几何 关系 即 知 


a, ala. 
— * (l| e; || cos6,) = — 


ù=- 
[DN ala, 


a, = a, — —a, 


这 即 是 Schmidt 正 交 化 的 方法 . 由 几何 意义 知 
le;l = || æ || cos 8 = || æ, sin6, 


将 这 里 的 a, a, 分 别 看 成 是 曲线 x(1) 上 的 点 x° 处 的 切 方向 向 量 Vx 与 二 阶 
导数 V x, 则 由 (2. 2. 2. 16) 式 即 得 
du d W 


y= -=Vž= 
q d v| Y 


Vxr—V*a 
I| Vx || 
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_ Vx! + Vx 
I| Vx |l? 


HVX ERV RIA t Schmidt 正 交 化 所 得 到 的 
VX 一 Vxa 向 量 除 以 Vx | EGB V X V. 而 由 
(2. 2. 2. 8) 式 表明 ,曲率 <, 刚好 就 是 两 正 交 向 量 Vx 
SV 的 范 数 之 比 . 

HRPE r. 的 几何 意义 . 由 图 2. 3. 1. 2, 当 对 
R° 空间 中 的 线性 无 关 的 3 个 向 量 a, a, a fE 
Schmidt 正 交 化 ,所 得 到 的 wi 、a: a; 可 决定 一 个 


fE x° 点 的 正 交 标 加 局、 及 、 有 .并 且 a, 可 由 下 式 图 2.3.1.2 
得 到 

¿u p eu. š em. ; 

a = a — (Farg t Ce, | eos.) +a + C le, | eos dad) 


(ai'a, , (a,)'a, , 


— A 


‘aja! (a)ra’ 


= a, - 


, 2 2 z 
lla; || = le,l cos 8, = || @ 人 (1 一 cos:b — cos? 0, )? 


当 将 曲线 CDHE x° Qb00Vx. Vk. Vk 看 成 是 以 上 的 a,. a,. a, 向 量 , 则 由 
Vx > VÝ Vx 一 几 ( 见 (2.3.1.2) 式 ), 已 完成 了 mw — a), e, — G; 的 正 交 化 ,而 
(2.3.1.3 一 4) 式 , 即 是 由 此 再 构造 出 与 VE、V 正 交 的 9 向量 ( 见 (2.3.1.5) 
式 ). 

注意 ,从 形式 上 讲 , 由 (2. 3.1.7) 式 给 出 的 r 与 由 (2.2.2.13) 式 给 出 的 e 
似乎 是 有 差异 的 ,但 (由 下 文 的 推导 可 知 ) 由 于 


esas Nv 3 
Vý Vy, = 二 (1 — cos’0, — cos?0,,) 
TY Tes] m 
故 按 (2. 3.1.7) 式 ,其 实 有 
rA 
=d yx linos sin 0, 一 (1 一 cos:b — cos’ 0) 
IV xl 


—(2.3.1.10) 
的 关系 . 与 (2. 2. 2. 13) 式 相 比 较 ,可 知 , 挠 率 与 曲率 具有 相似 的 几何 意义 C13 易 
知 , 由 以 上 方式 构造 的 挠 率 = ,相当 于 经 典 微分 几何 中 所 指 挠 率 的 绝对 值 . 
以 下 继续 构造 R" 空间 上 的 自然 标 架 . 由 (2. 3. 1. 5) 式 ,又 得 到 


513 供 为 以 下 推导 的 方便 起 见 ,关于 挠 率 + 的 公式 仍 采 用 (2. 3. 1. 7) 式 的 形式 . 
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Ny 一 1 
从 而 可 以 继续 递 推 下 去 ,由 上 式 两 边 对 上 求 导 ,得 
Wiy: = 0 
2x x TGS 
Te a a NN (2.3.1.11) 
MVy vy —HVy l 
类 似 地 ,规定 
9 Vi VV ģ Vi VVJ 
Vy: = Vy ~ rr ~ oT 
vy WV XI IVJ I lv 
—(2. 3. 1. 12) 
仍 由 Schmidt 正 交 化 方法 知 ,Vj VJ, VŽ, VISE. 
再 规定 
x= TT == 7 一 (2.3.1.13) 
y: 
则 由 
Vy = 0 
对 上 式 再 求 1 的 导数 ,得 
V yl y: + VI Vys = 0 
得 到 
— gy, =. Y 一 (2.3.1.14) 
Ivy l vy l 
将 (2.3.1.11 一 13) 式 代入 (2. 3.1.14) 式 的 y, ,并 经 整理 即 可 令 
Poon ia ja 
pal Ah EANAN Saa oR 
Ivy I Vše Il vy ll: 
— (2.3. 1.15) 
其 中 
ViT Vy, 
cos = 一 一 一 
HMVZJ HV l 
0 V YT Vy 
os 0, = — m 一 (2.3.1.16 
eoste JEE] IVJ 1 i ° 
won 
cos 0,, = WV _ 


IW vl 
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并 易 知 
Joy 
lv%l = Ek — cos? 0, — cos’, — cosè 0, ) t 
y 
故 可 以 有 
ix 
go Iy aza; 
I| V> l 
sin 0,, = (1 — cos? ð, — cos*0,, — cos*0,, ) 7 一 (2.3.1.17) 
HA r, Z 0. 
注意 V y, 是 对 (2. 3. 1. 4) 式 给 出 的 Vj 求 关于 t KI ERE E 09 E 8 V Ya 
2 
中 包含 的 最 高 阶 导数 是 V' 实 一 V- S, vè, 
同时 亦 有 
r 
TA 和 加 = 一 = 一 (2.3.1.18) 
> 


Pk r, È x (2) HY 2 阶 挠 率 .2 阶 挠 率 的 意义 是 在 R” 空间 曲线 x (2) 给 定 的 
x(i) 点 处 , 作 3 维 平面 512， 


s š 
vx T Oon us uso ER 


Ls: x = x(t) +Všu, + 一 一 一 一 xs 十 —— 
MV xl I Vy l! 


(2.3.1.19) 


则 在 L, 平面 上 同时 给 出 了 原点 在 xC Abt E 3248 BR K Ou, uu. 这 一 坐标 系 的 
3 个 坐标 四, 分别 由 Vz、- 忆 主 _ 及 _Y3 决定 . 则 车 x() 是 3 维 平面 上 的 曲 
Evi Nvl 


线 , 则 在 x(0) 处 的 V y, 导数 与 Ou uzu, 坐标 轴 夹 角 的 余弦 平方 和 


cost, 十 coszbs + cos? = 1 


从 而 必要 有 s, — 0. 否则 ,V y, 导数 向 量 必 不 落 在 工 , 平面 上 ,zx(2) 也 就 不 可 能 是 
3 维 平面 上 的 曲线 . 
然后 ,再 由 


yy =1 


(1) 这 里 不 加 区 别称 R: 空间 为 3 维 平面 . 
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Vyiy, = 0 


可 以 继续 沿用 以 上 方法 递 推 下 去 ,并 得 到 3 阶 、4 阶 …, 直 到 m 一 2 阶 挠 率 +、 
TEE eS 
由 此 ,就 得 到 了 在 R” 空间 上 x (O RAER EM L. 超 平面 及 Oui uun 坐 
标 系 . 此 坐标 系 的 各 轴 由 相互 正 交 的 单位 方向 向 量 决定 的 直线 组 成 ,这 些 单位 方 
向 向 量 即 是 
Vš Vi¥ Vy Wo o Va 
EYZ EVS YSN WVS KITS 


以 (2. 3. 1. 20) 式 表示 的 单位 正 交 向 量 组 为 基 , 所 得 到 的 就 是 x(2) 曲 线 上 的 自然 
标 架 , 在 这 一 标 架 上 ,曲率 及 1、2，…, m — 2 阶 挠 率 均 取 为 非 负数 . 

为 此 ,可 以 验证 以 上 这 一 组 标准 正 交 基 之 间 存 在 Frenet 公式 表示 的 关系 ， 
设 :为 弧 长 参数 Vx | = 1) 


(2. 3. 1. 20) 


š 
S = 人 一 (2.3.1.21) 
dt IV: zl 

z 2 š 
d- Vi cry pai (2.3. 1.22) 
dt |° xl Ivy l 

X i ° 
a wis — a E q = N (2.3.1. 23) 
dt || Vy, | [KZ II Vy; l! 
aw -~ zaho oey Na Zo gid 
q | Vy: | IVy ll I Vy; ll 


(2.3.1.21) 一 (2.3.1.24) 式 即 为 曲线 自然 标 架 的 变动 公式 , 其 中 
(2.3.1. 21) 式 可 直接 得 到 ， 


d 2% 
r= Vš 
且 由 于 若 EIKS, V X= Vx, 并 由 (2.2.2.6) 式 , x, = Vxl , 故 以 上 关 
系 成 立 . 
将 (2. 3. 1. 22) 式 理解 为 
d Vz x vš Vy, 
=a V. +2 
a gvi te Tvs + e vy 


(2. 3. 1. 25) 
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其 中 a， i=l, 2, =, m 是 待定 系数 . 注意 由 (2. 3. 1. 3 一 4) 式 ， 


d Vš = dy = w. = a A 
d wy dr' C vil vel HIVI 
故 
qa 
vE = C2 VET VIE = 0) 
x 
另 方面 ,由 
EVE VD = War ya Vr VŽ = 0 
VET VF =— l| V° > l: 
故 


ViT Vy =— || V! k || =—x, 
HH Ft 8488 8NX55V 3299, j=l, 2,0, m—- 2 均 是 正 交 的 ,所 以 ， 
从 (2. 3. 1. 25) 式 两 边 用 Vi 左 乘 便 得 到 
a, =—x, 


HA Vy | V 主 ( 见 (2.3.1.3) 式 ), 且 Vi 与 VX 及 各 WY, 均 正 交 , 所 以 ,对 
(2. 3. 1. 25) 式 两 边 用 VS AREA 


VX Vy, = 0=a; = 0 


vý 
再 用 C ERCO. 3. 1. 25) 式 的 两 边 ， 
| Vy! 
H 
i VE OEA 
wi = == 1 (> - I—. T) ‘Wi 
IVJ l I Vy, |l MV xl Ivel 
xi ai 
sa [Vi n -E RK 5 
II Vy, |l Ivi H Vx: 
其 中 由 (2. 3.1.3) 式 ， 
Sraa 
VÈT Vy, = E V 3 
MV x 
Ivi? VFV 
Vy! Vy, = 二 
Y = vl (i) 
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将 以 上 二 式 的 结果 再 代 和 人 前 一 式 ,有 
Vv o — — IVre ( VEVD 
NUS Tv vl vl 
(V: xT VX: ) 
Mv vl 
由 (2.3.1.7) 式 ， 
Vy: 
—— Vy, = x, 
Il” 
而 q ERO. 3.1.25) 式 的 右边 的 结果 ,由 正 交 性 应 为 
故 有 
SEn 
至 于 其 他 的 r= r 223 m— 2, 左 乘 (2. 3.1. 25) 等 号 两 边 , 易 
y, 


知 由 Vy. | V 的 关系 及 (2.3.1.4) 式 ,注意 VX | Vy, 故 知 应 有 左边 是 
vý 
I Vy, |l 


- Vy = 0, 而 右边 为 w+ 故 知 


az 一 0 j=2,3, =, m—2 

由 此 知 (2. 3. 1. 22) 式 成 立 . 

由 以 上 方法 ,可 证 (2. 3. 1. 23) 式 及 以 下 各 式 均 成 立 . (2. 3. 1. 21 一 24) 式 ,就 
是 R" 空间 上 曲线 x (1) 的 自然 标 架 的 变化 公式 ， 

简化 符号 ,规定 设 Vr =1, V = Vx, Vk = Vx 


ra E a E p a t 
三 
YX I| vl 
sap gaa 
yan = s. 
I| °“ 
n 
A vl sin 0, 
Iv 
LVS . 
= TW nr GDG j=2,3, =, m—2 
E 


— (2. 3. 1. 26) 


63 


64 实 对 称 超 隆 的 拟 特 征 值 理论 与 应 用 


即将 曲率 <, 看 成 是 0 阶 挠 率 , 则 (2. 3. 1. 21 一 24) 式 可 写成 为 矩阵 形式 


0 r. 
0 ] 
Yı —t Ó Tı Y 
ajr] SP 20 T 
dt | : - 
A 0 + To 3 
L 一 0 
G>0 j=0, 1l, *,m—2 — (2: 3. 1.27) 


以 上 导出 (2. 3. 1. 27) 式 的 过 程 较 繁 琐 ,但 为 说 明 挠 率 的 性 质 与 意义 ,又 是 必 
须 的 . 从 应 用 上 讲 , 要 得 到 (2. 3. 1. 27) 式 表示 的 Frenet 标 架 , 可 直接 用 Schmidt 
正 交 化 方法 ,对 曲线 xO Y 1—m 阶 导数 作 正 交 化 而 得 到 . 

记 曲 线 x0) Wronski 矩阵 为 517 


D, = [Vx, Vx, *, V”x] 
由 D, 矩阵 的 列 向 量 经 Schmidt 正 交 化 ,再 经 归 一 化 处 理 , 可 得 到 
D, = [Vx,, Vix,, ==, V"x,] 


注意 ,这 里 指 的 Vr,， 呜 , 等 是 已 经 正 交 化 的 且 归 一 化 的 列 向 量 . 


再 记 
b; = 2D, DR DiD, = 1 )"D, + BD: = [0] 
则 
A DID’, 
I| Vx || Fp ee 
Do i 
0 
Siyo AS 
Pe SL E —(2. 3. 1. 28) 
0 Taa 
Stn ` O 


就 得 到 (2. 3. 1. 27) 式 等 号 右边 的 系数 矩阵 . 


(1) 这 里 所 指 的 Wronski 矩阵 ,在 文献 上 常 称 为 Wronski 行列 式 ,相当 于 | DI | 的 意义 . 
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对 于 x(z) 曲 线 函数 中 , 当 + 是 弧 长 参数 时 ,(2. 3. 1. 28) 式 中 Ú Vx! = 1, 则 
其 形式 上 就 是 人 们 熟知 的 Frenet 标 架 . 而 当 上 不 是 弧 长 参数 时 ，| Vx] 2 1, k 
这 一 因子 不 能 忽视 .之 所 以 出 现 || Vx | ”因子 ,可 利用 以 下 方式 予以 说 明 . 


以 上 述 符号 的 意义 ， 
Vx 
x, = — 
|| Vx || 
. Vy! Vx 
ë = I vz] 
+- Vi Vx -v| 
AE 
Vx" Vx (VxT Væ)? 
r — Vx || = (VT Vx — ——— 
rw | (s> Tn ) 
d Vx! Vx + Vx! Vx 
3 ha apii 
g= (v: IIB 
VN Vx a (Vx! Vx)? vx) 
|| Væ || 2 H Væ ll 


+ 


df /oar ve. (VaT Vx)? `] 
+ Z| [We g Í| m 
zl ee ) 


则 由 (2. 3. 1. 28) 式 (2. 2. 2. 18) 式 考虑 


Wi 
vr d gy, = Vx || 2 [Vx || 2 
"dt `’ 2 r y2, (VT Vx)? F 
. {var 
lv (Yarvs 一 iar Sar) 
1 n (Vx! Vx)? y 
一 一 (Vx VX 
iT a (wr) 
=— ll Vx || * x=, 
故 
1 d 
x, =— —— Vx! Vx, 
Kalla 


即 知 应 有 | Vx | 因子 出 现在 (2. 3. 1. 28) 式 的 左边 . 
由 于 现在 这 样 得 到 r, 全 部 恒 为 正 的 , 故 (2.3.1.27) 式 还 不 同 于 Frenet 标 
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架 . 由 以 下 关于 R" 空间 上 的 多 重 矢 量 积 算法 分 析 中 11 ,有 关 任 取 一 组 
Zis Zs ts Zm n 


单位 正 交 基 向 量 组 ,只 需 选取 n n, BIASAE Cz» z, =, Zmay m) HIA WJ e 
标 系 与 标准 坐标 系 (el，e:，…，ew) 的 方向 性 是 否 一 致 . 这 里 的 e, ERGERE In 
的 第 i 列 向 量 . 这 里 的 意思 是 说 ,选取 


(zi，zz，…，2Z。1，8) RCZ s Z, ts Zaio — R) 


中 的 一 个 ,总 能 使 (e ，ez，…，en) 标 准 坐标 系 经 适当 的 旋转 与 之 重合 . 在 这 个 意 
义 上 说 ,上 述 两 个 正 交 坐标 系 中 ,总 可 以 取 到 其 中 的 1 个 是 右手 性 的 坐标 系 . 具 
体 的 理由 可 见 以 下 分 析 . 这 里 仅 简单 地 说 明 一 下 . 

从 坐标 变换 的 观点 看 这 一 问题 ,有 


Cis Zes ts 2mo RIESCE, ez, s ens t, s€ R” 


JEP t, s Jë R" 空间 上 任 一 ( 非 0) 点 在 所 指 的 以 上 2 个 基 向 量 组 上 的 坐标 值 . 则 
t, 5 间 的 变换 矩阵 ,就 应 是 2 个 基 向 量 组 间 的 过 滤 矩 阵 , 记 为 


ZI = [u tes os Enpa RTT 
如 果 | Z; |= 1, 则 (zx ，z:，…，z。-i, m) 构 造 的 坐标 系 就 是 右手 性 的 ,否则 , 取 
Z; = [zis zz ts z. > 一 P]T 


则 | Z. |= 1, BIC, zes s zni MOREA FEN. 二 者 必 居 其 一 . 
这 样 ,只 需 选 取 土 n 的 符号 ,就 可 决定 (zi ，z: ，…，z。， 士 m) 归 一 化 的 正 交 
基 向 量 组 的 手 性 521 更 一 般 地 ,对 任 取 的 一 组 单位 正 交 基 向 量 组 


(zi 22s ° Z, 1，Zm) 


则 取出 z; 中 的 任 一 个 z。 l< k=<m,W z, 或 一 z, ,总 能 与 其 他 的 m 一 1 个 z 
向 量 构造 出 所 谓 右手 性 的 坐标 系 . 

当然 ,也 可 以 选取 更 多 的 z ,事实 上 是 只 要 选取 zx，z。，…，zu， 1< k < 
m— l, Hk ERRI zo e z 或 一 cs，…， 一双 两 种 取 法 中 ,总 只 有 一 种 可 
以 使 z, 与 其 余 的 m 一 k 个 z; 共同 构造 出 右手 性 的 正 交 坐 标 系 . 但 对 & > 1 时 ,如 
何 选取 z. 向 量 组 缺少 充足 的 理由 . 故 以 下 只 考虑 & = 1 的 情形 . 

但 这 即 同时 意味 着 ,在 以 上 (2. 3.1.27) 式 给 出 的 自然 标 架 中 ,只 能 对 ts 
j= 0, 1, =, m —2 Bl m — 1 +` z, 系数 中 的 1 个 给 予 符号 选取 ,而 对 于 其 余 的 
CAD 以 下 内 容 可 以 在 读 完 R" 空间 上 的 多 重 矢量 积 算法 后 再 来 阅读 . 

C2) 这 里 涉及 到 的 就 是 R" 空间 上 的 任 一 组 m 一 1 个 向 量 组 成 的 单位 正 交 向 量 组 5 i = 1,…，m 一 1 

均 可 看 成 是 右手 性 的 性 质 . 见 下 文 . 
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m 一 2 个 5 系数 ,只 能 选 为 正 数 ( 按 方便 性 要 求 ). 

这 即 是 说 , 按 R 空间 上 曲线 的 Frenet 标 架 的 关于 r 挠 率 的 符号 选取 的 规 
定性 ,在 按 以 上 方式 得 到 的 (2. 3. 1. 27) 式 的 单位 正 交 基 向 量 组 Y. Yos t Y, 
后 , 若 这 一 基 向 量 组 的 行列 式 

Iris f o Y. | 一 1 


M) z 220, j=0,1,…，,m 一 2. 否则 ,用 一 Y。 RE Y. H r. 代替 mr 就 
可 以 得 到 仍然 满足 (2. 3. 1. 27) 式 的 同时 又 是 右手 性 的 标 架 系 . 按 以 上 规定 具有 
符号 选取 规则 的 (2. 3. 1. 27) 式 给 出 的 标 架 系 , 即 可 称 为 是 R” 空间 上 的 Frenet 
标 架 . 

当然 ,更 方便 的 处 理 是 在 得 到 了 前 m 一 1 个 ,7;，…，7,-1 向 量 后 ,直接 
利用 下 文 将 要 介绍 的 R" 空间 上 的 多 重 矢量 积 算法 ,确定 


Y. = Y, X Y: X X Yni 


则 这 样 得 到 Yis Yos ets Ynis Yu 基 向 量 组 保证 是 右手 性 的 ,并 由 此 ,同时 可 确 
E r, 的 符号 . 

由 此 ,可 称 Frenet 标 架 中 的 挠 率 r。， 为 传统 意义 上 的 “ 挠 率 ”, 而 称 ro, 
T s Taa 之 0 的 这 些 系数 为 1 阶 ,2 Br. …,m 一 2 阶 (绝对 ) 挠 率 . 当然 , 反 过 
来 称谓 也 是 可 以 的 . 例如 传统 意义 上 的 (绝对 ) 曲 率 <, 不 妨 也 可 以 认为 是 曲线 随 
其 参数 (或 2 的 增加 而 偏离 其 切线 的 速率 , 故 具 有 挠 率 的 意义 . 

由 各 阶 挠 率 的 几何 意义 及 Schmidt 正 交 化 的 构造 即 可 得 到 以 下 推论 . 

推论 2.3.1.1 对 于 R" 空间 上 的 曲线 x(1) € D,CR, 若 其 第 4 阶 挠 率 
中 的 


k 
Deosbun=1 “€D. 


MPR n = r. = E Tna = 0 a 

因为 此 时 x(z) 一 定 是 R” 空间 中 的 & 维 子 空间 上 的 曲线 . 若 xo k R" 空间 
上 的 二 m 维 子 空间 上 的 曲线 ,那么 ,x(?) 的 标 架 的 系数 矩阵 的 了 一 0, 1, 
k — 2 系数 全 部 为 正 数 的 . 即 此 标 架 只 能 是 上 维 的 自然 标 架 . 因为 R” 空间 中 , 任 
取 的 二 m DIEZ HIÉ zi, zes eto zs 构造 的 坐标 系 ,都 可 视 之 为 是 右手 性 的 
( 见 下 文 分 析 ). 

由 于 曲线 xG) € R" 的 Frenet 标 架 是 由 x(t) 的 第 1~m 阶 导数 向 量 经 
Schmidt 正 交 化 和 归 一 化 所 得 到 的 ,而 Schmidt 正 交 化 之 所 以 可 行 的 充 要 条 件 
是 正 交 化 的 m 个 向 量 应 是 线性 无 关 的 . 所 以 ,可 得 到 Frenet 标 架 的 存在 性 条 件 . 

推论 2.3.1.2 xU) € R" 是 一 个 曲线 函数 . 当 且 仅 当 x(2) 的 第 1—m 阶 导 
数 向 量 是 线性 无 关 的 ,x(2) 的 Frenet 标 架 存在 且 唯 一 . = 
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车 x(1) 的 第 上 十 1 阶 导数 Y x 与 Vix 线性 相关 , 则 由 以 上 的 分 析 即 知 
Tea 一 mt 一人 一 rz- 二 0, 即 曲线 x(t) 必 只 能 是 R" 空间 的 k 维 子 空间 上 的 曲 
线 . 从 而 只 能 构造 出 20, j = 0, 1, …,& 一 2 形式 的 & 维 子 空间 上 的 自然 


$ 2.3.2 曲线 Frenet 标 架 的 极 值 意义 


在 经 典 微分 几何 的 曲面 论 中 ,曲面 任 一 (正则 ) 点 处 曲率 的 极 值 ( 极 大 或 极 小 
值 ) 是 非常 重要 的 特征 量 . 而 建立 曲线 上 任 一 正则 点 处 的 局 部 ( 正 交 ) 标 架 系 , 无 
疑 可 以 有 无 穷 多 个 选择 . 如 果 所 有 这 些 标 架 系 没有 哪 一 个 有 特别 的 意义 ,那么 ， 
它们 在 选择 上 就 只 能 是 平权 的 . 但 是 ,如 果 其 中 有 唯一 的 一 个 标 架 系 , 它 在 关于 
曲线 的 曲率 、 挠 率 的 极 值 分 析 中 具有 极 值 意义 ,那么 ,情况 就 完全 不 同 了 . 如 本 节 
以 下 分 析 所 要 表明 的 那样 ,Frenet 标 架 以 及 以 上 给 出 的 自然 标 架 系 ,刚好 就 是 这 
样 一 个 具有 极 值 意义 的 标 架 系 . 正 因 如 此 ,曲线 的 几何 性 状 ,在 这 样 的 极 值 意义 
的 标 架 系 中 ,可 以 得 到 最 简洁 明了 的 表示 . 

设 x=x(s) s€ DCR x€R" 


|| Væcs) || =1 se D 


是 R” 空间 上 的 正则 参数 曲线 函数 .* 是 弧 长 参数 . 
由 于 Vx 是 x(s) 的 单位 切 方 向 向 量 , 则 


L.: vx'p=0 一 (2.3.2.1) 
的 解 ,给 出 了 Vx 的 法 空间 ( 正 交 补 空间 ). 利用 前 面 的 符号 , 记 


dr,(s) 
r = 


on 
也 (9) 一 | ;+ h an j ds EEES 
I I +, 0 


O £ 


是 (2. 3. 2. DRH mX (m — 1) 阶 基础 解 系 和 矩阵 . 则 Vx 法 空间 中 的 任 一 非 0 向 量 
BHRR 


P=) +u ucER (#0) —(@ 32.35 
任 取 一 个 € D, 规定 以 下 涉及 的 x(s) 的 各 阶 导数 均 在 s — s* 处 取 值 . 作 


有 Hu 


Bw = = 
IBI anu? 


(2.3.2.4) 


BG) ri BARO u 决定 的 ,关于 wx 的 单位 法 方向 向 量 . 
利用 Vx、 了 构造 R” 中 的 一 个 2 维 平面 Oph， 
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Oph = {x(p, h) | x— xG) +Vx+p+ËB-h p.h € R) 
一 (2.3.2.5) 


Oph 是 原点 在 x(Y ) 处 的 (局 部 ) 正 交 坐 标 系 . 

可 将 曲线 x(s) 投 影 到 Oph 坐标 平面 上 去 . 如 下 图 , 设 a 是 x(s) 上 的 5 点 在 
坐标 轴 Wp 上 的 投影 点 , 则 a 点 可 按 下 式 决 
定 , 即 对 应 a 点 的 p 是 


vxp 


p = ac = bc » cos 0 


bc = lixs) —x(s) | 
(x(s) — x(s))T + Vx 
cos b = — _ — Tr 
M x(s) — xcs?) || + H Va I 图 2.3.2.1 
所 以 
b = p(s) = (x(s) — x(s°))! Ve(s) 一 (2.3.2.6) 


类 似 地 ,可 以 得 到 5 点 在 Bh 坐标 轴 上 的 投影 点 对 应 的 六 由 下 式 决 定 
h = h(s, u) = (x(s) — x(s°))! BG) —(2.3.2.7) 

求 p,h 关 于 s 的 一 、 二 阶 偏 导数 ,并 在 处 取 值 ,有 

P = Ve'(s) Ve(s) = 1 

p = VTC) Vx(s) = 0 

h = Vx (Bu) = 0 

h = Viyt (st Bn) 
注意 到 x(s) 在 Oph 上 的 投影 曲线 


pb = p(s) 
h = h(s, u) 


是 ;参数 决定 的 平面 曲线 . 由 平面 曲线 的 相对 曲率 的 定义 ,投影 曲线 在 s = * 
的 相对 曲率 ( 记 为 x,) 的 公式 (2. 1.9) 式 
k = C, u) = Ë = Vi he) —(2. 3. 2. 8) 
Ë 
现在 可 以 求 < X: F u 的 极 值 , 即 求解 以 下 无 约束 极 值 规划 


极 值 L = Vx" (s )BCu) —(2.3.2.9) 
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由 极 值 的 一 阶 充 要 条 件 , 应 有 


aL 
Ju 


BL w EEEREN, 的 第 j 列 向 量 . 


a 
Sve PW _o — 02. 3. 2. 10) 
Ju 


H, = [r , t, e, R] 
En, = [w] 
则 由 (2. 3. 2. OR, 
aB 


—— (w — pprt) k= 1l, 2, =, m—1 
Du TT M” 


2 
FH h m 1 B RA , 13 I, 是 列 满 秩 矩 阵 ,可知 


B, 
a 


将 (2. 3. 2. 11) 式 写成 矩阵 形式 ,并 用 V'xr 左 乘 等 号 两 边 ， 


| ap 33 
VTO) + Æ. Trae M, — Vx" PB") = 0 
du 


所 以 , 极 值 条 件 下 的 了 记 为 B" 以 及 对 应 的 wu" , 则 应 有 


T VX) = VOP - min, IFT [ 


因为 V3(s)B" Z 0, | It, 1# 0, KERHA u 


i 和 T= ATOR J e EIJA Ve)  — (2. 3. 2. 12) 
用 I, 矩阵 左 乘 (2. 3. 2. 12) 式 的 两 边 ,并 由 (2. 3. 2. 4) 式 ,得 
VTGOP + B° = m.[Hin.J VCs’) m EE 
再 用 Vr 左 乘 上 式 等 号 的 两 边 ,得 
Var 有 =+ (VT CIN E Vo? 一 (2.3.2.14) 
将 此 结果 代 回 到 (2. 3. 2. 13) 式 ,得 
LURI, nN Vx 


P = (2. 3. 2. 15) 
VUEI, Y I Vx)? 
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§2 


由 (2. 3.2.2) 式 ,不 加 推导 ,直接 写 出 以 下 结果 ， 


IH, = ln- ,| 二 =] 


|En, |= ES aj 
tEn: 


-TEL | 


[mtn.Y' = raal IE. Tv 一 


[ma = mn 16 - | 
—(2. 3.2. 16) 


Ce T 是 伴随 矩阵. 
利用 (2. 3. 2. 16) 式 ,可 将 也 [II IH; 表 成 以 下 形式 ， 


imn] H 
mLmn, n= E ina | 23.210 
Tm 
i inai E : 
LARES 


由 此 可 知 (2. 3. 2. 15) 式 右边 分 子 部 分 (是 m 维 向 量 ) 的 第 个 分 量 (1 


k<m—1) 是 
2 
" 训 Di 

E — Z 21 3, 


yop en 
i = 


=1, 2, 


并 且 , 第 m 个 分 量 是 
ut; [ -ihar AD; 让 上 - 
所 以 ,(2. 3. 2. 15) 式 可 表示 成 
人 (2.3.2.18) 
kar 


— vt 
最 终 便 知 ,由 (2. 3. 2. 8) 式 ,x(s) 的 投影 曲线 的 极 值 ( 相 对 ) 曲 率 是 
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k = || Vx ll 一 (2.3.2.19) 


(2. 3. 2. 18 一 19) 式 即 表明 了 ,在 以 缴 长 为 参数 的 曲线 函数 形式 下 ,Vi 所 给 
出 的 法 方向 ,是 曲线 的 极 值 法 方向 , 即 主 法 方向 . 

规定 在 任 一 法 方向 记 上 R” 空间 曲线 的 (绝对 ) 有 曲率 <, CB) ER xO fE B 
决定 的 切 平面 


Lr: x=x()+Veeutheu wu,u ER 


上 的 投影 曲线 的 (相对 ) 曲率 (绝对 值 ) 度 量 . 则 主 法 方向 的 意义 即 是 在 = 


[让 时 ,投影 昌 线 的 (相对 ) 曲 率 的 绝对 值 取 到 极 值 . 故 侯 切 平面 ( 即 
| Vx 
B 所 决定 的 工 i 平 面 ) 就 是 投影 曲线 的 (相对 ) 曲 率 能 够 取 到 极 值 的 那个 切 平面 . 
当 取 
天 = -zz Vl >0 
H Vl 
反之 , 当 取 
一 一 =<; =— |Vvxl <o 
lvxl 


取 读 时 ,给 出 了 « 的 极 大 值 , 取 把 时 则 给 出 极 小 值 . 这 可 以 通过 对 
(2. 3. 2. IORA 导数 得 到 的 二 阶 判断 条 件 得 知 . 
有 
aL __ v$ 
IIB 
因为 | 有 = 1 所 以 1, 一 bp" 是 ( 半 ) 正 定 的 ,从 而 


TU. — PPI, 


TU, — BB' 1, —(2. 3. 2. 20) 


Au 


( 半 ) 正 定 , 所 以 , 当 Var 让 > 0=>x; = || Vx | 为 极 大 值 ,反之 则 为 极 小 值 . 
因此 , 取 
2 Vx 


x= 
[Re 


作为 与 Vx 正 交 的 局 部 你 架 系 的 一 个 坐标 轴 , 等 价 于 说 取 Vx 的 一 个 法 方向 ,使 得 
由 这 一 法 方向 与 Vx 所 决定 的 切 平面 上 ,x(s) 的 投影 曲线 的 曲率 ,是 x(s) 所 有 的 
切 平面 上 的 投影 曲线 ( 族 ) 曲 率 中 的 极 大 值 . 

注意 到 以 上 推导 中 出 现 的 形 如 
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UTI, J E 


的 矩阵 ,其 实 是 一 个 正 投影 矩阵 ,所 以 ,也 可 以 从 正 投影 年 阵 的 性 质 上 ,对 以 上 推 
导 给 予 一 个 说 明 . 
BA € R" Jë m X n Et 3] 98 k 3: 8 BE. 则 其 对 应 的 正 投影 矩阵 记 为 P 
P = ALA*AT'A* P € R>” 


显然 ,总 成 立 
PA=A ATP = AT 
以 A 的 列 向 量 组 为 基 , 作 向 量 
x= Au u € R° 


则 所 有 这 样 的 x( 其 全 体 即 为 A 的 列 空间 值 域 ) 在 已 矩阵 的 投影 变换 下 是 到 自 
身 的 投影 . . 
Px =x 
故 知 P 的 特征 值 为 1 或 0. 对 这样 的 向 量 x, 已 矩阵 类 似 一 个 单位 矩阵 . 
现 曲线 x(s) 的 切 向 量 是 Vx, 而 了 EE R" ”是 Vx 的 正 交 补 空间 的 一 组 基 向 
量 为 列 向 量 组 所 组 成 的 矩阵 . 仍 记 


P = nM n'n" —(2. 3. 2. 20a) 
E IT PH HJ 8 Bf TE BEEE RE. 显然 ,P 应 将 W 的 正 交 补 空间 投影 到 自身 . 因而 ,由 
V! + Vx = 0 
KVA 是 你 的 正 交 补 空间 中 的 一 个 向 量 ,所 以 总 有 
P + Vx = Vx 


这 即 是 能 够 得 到 (2. 3. 2. 18) 式 结果 的 几何 原理 . 
以 下 ,再 考虑 曲线 x(s) € R” m > 3 Bl, MAR r, 的 极 值 意义 .s 仍 为 弧 
长 参数 , 取 s = s’, Vx. Vx 均 在 s = s° 处 取 值 . 


现 记 有 是 以 下 方程 组 的 解 
VxIp = 0 
ar z = Vx 一 人 2. 32.21) 
| (VY TaT) 


ip I, 是 (2. 3. 2. 21) 式 的 任 一 个 基础 解 系 矩阵 ,并 记 
B= vvER" w#0) —(2.3.:2. 22) 
这 里 假设 | Vxl > 0. HIVx. VÁ FE H 05 E 32 Ah [B] F 09 A e E n , nT 
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表 成 

rb IE i 
MBI O orao mv)? 
对 任 一 w 可 构造 过 x(%") 点 一 个 3 维 子 空间 Ophg 


n = n) = 一 (2. 3. 2. 23) 


Ophg = (x(p, h, q) | x = x) + Vx(s°) + p F V ICG) + h +n) + q) 


— (2. 3. 2. 24) 
x(s) fE Oph q ZSL 1.080828 ERIT U NEI EAF 4 
min L= (xG) —£)'(x(s) — x) 一 (2.3.2.25) 
取 
X = xG) TV pV že htn) eg 一 (2.3.2.26) 
由 此 ,由 极 值 条 件 , 从 
F = 0=p = p(s) = (x(s) — x(s)T Ve(s) —(2. 3. 2. 27) 
类 似 地 ,可 以 得 到 
h = h(s) = (x(s) — x(s))T VEG.) 一 (2. 3. 2. 28) 
q = q(s, v) = (x(s) — x(s°))!n(y) — (2.3. 2. 29) 


故 现在 x(s) 在 Ophg 上 的 投影 曲线 是 
b = p(s) 
| 

= q(s, v) 
求 取 p. h, q XF s 的 一 ,二 ,三 阶 ( 偏 ) 导 数 并 在 s = 处 取 值 ,有 
p=WiV=1 p=Vx Vx=0 = VY Vx 
h=V Vi=0 h=V Vi= JVx| h =v vx 
q=Vx"n=0 q=Vx"'n=0 g=Vx'n 


利用 这 些 结果 再 由 3 维 空间 上 曲线 挠 率 的 定义 ,x(s) 曲 线 在 Oph q 子 空间 
上 的 投影 曲线 的 挠 率 的 极 值 ,应 等 价 于 以 下 规划 


极 值 VixT (so )n(v) — (2. 3. 2. 30) 
BEVIT GO nO REA 0, B x(s) 不 是 平面 曲线 . 以 上 关于 "的 极 值 的 条 件 是 
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ð 
vooo —(2. 3. 2. 31) 
əv 


类 似 (2.3.2.10 一 15) 式 的 步 又, 即 可 得 到 在 投影 曲线 的 挠 率 取 极 值 处 的 
n' ,由 下 式 决定 
re EEDE OTO" Vx : E ETES 
(Vx UOTE J D t V) 
考虑 (2. 3. 2. 32) 式 右边 分 子 部 分 决定 的 向 量 ( 记 为 x” )， 
x` = EUD EI Vx —(2.3.2.33) 


并 记 
P' = MED] ' TD T — (2. 3. 2. 34) 
则 P' 是 IH 构造 的 正 投影 矩阵 ,而 IL 又 是 (2. 3. 2. 21) 式 的 基础 解 系 矩 阵 . 故 已 


是 将 任 一 y € R" 向 量 正 投影 到 Vx 、V*x 向 量 组 张 成 的 平面 的 正 交 补 空间 的 算 
子 . 且 由 正 投影 算 子 的 性 质 517 ,x* 给 出 的 方向 ( 即 x* 在 单位 向 量 意义 上 ) 应 是 
以 下 规划 的 解 


l. (Vy—x)!(Vx—x) 
s.t. 


xT Vx = 0 一 (2.3.2.35) 
E VX=0 
构造 此 规划 的 工 一 函数 ,5s 是 乘 子 ,其 中 Vx 向 量 均 在 s" 处 取 值 ， 
L = (Vx — x)" (Vx — x) + hx Vx + x! V° X 
可 得 必要 条 件 
Lyte 
dx 
用 VxT .VS 分 别 左 乘 上 式 ,可知 
t= Vk ü= 2V ZV 有 2 = 2 .也 是 正定 的 ， 
故 得 到 (2. 3. 2. 35) 规 划 的 解 应 是 
x` = Vx — (Vx! Vx) e Vx — (V° X" Vy) .VY 一 (2.3.2.36) 
而 由 (2. 3. 1. 3 一 4) 式 ,并 注意 | Vx || = 1 可 得 


51] 《常用 的 矩阵 理论 和 方法 ), 倪 国 女 编 , 上 海 科技 出 版 社 ,第 69 页 ,定理 1. 3 的 3°. 
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s Vi ViVix 
Vy, = [V'x— = u vš 
> = [ [CT )' z1 


Vh = Vy — Vx + Vx" VP X lvl 


易 知 
WW Vi viv vi 
lvxl 
即 得 
Vy, = — I (Vy (VaT V) V VE VOD 一 (2.3.2.37) 


I Vl 


“° 
比较 (2. 3. 2. 36~37) 式 ,可 知 (2. 3. 2. 33) 式 的 x* 与 Vy 是 各 分 量 成 比例 的 向 量 、 
由 此 即 知 必 有 


q" a Y. —(2. 3. 2. 38) 
MIVy l 
IVa V Z WJ AR IJ 18 REN n, 
Vy, 
ae = ye. 
I Vy ll 


所 构造 的 Oph q 子 空间 上 ,x(s) 的 投影 函数 的 挠 率 应 当 是 Ye、V X BJ Bb $ 89) 2: IK 
法 向 量 n(y) 所 能 构造 的 子 空间 Ophmg( 族 ) 中 ,x(s) 的 投影 函数 的 挠 率 取 极 大 值 
的 那个 法 向 量 , 即 主 法 向 量 . 并 且 , 很 显然 ,这 一 主 法 方向 是 唯一 的 . 

可 以 一 直 递 推 以 上 的 推导 , 即 可 知 在 R” 空间 的 曲线 x(s) 上 ,在 自然 标 架 
(2. 3. 1. 20) 式 给 出 的 局 部 正 交 坐标 系 上 决定 的 ro, ra, s, Tna 个 挠 ( 曲 ) 率 ,是 
对 应 的 2 维 、3 维 、… 子 空间 上 的 极 大 值 挠 ( 曲 ) 率 . 从 而 可 以 称 这 样 的 标 架 是 一 
个 ( 唯 -- 的 ) 极 值 标 架 . 


$2.4 ”曲面 第 一 .第 二 基本 形式 在 Rm 空间 上 的 表示 


由 曲面 的 参数 函数 形式 决定 的 ,并 且 ,需要 利用 矢量 积 的 运算 构造 曲面 的 单 
位 法 向 量 场 的 方法 ,是 R° 空间 中 的 曲面 的 第 一 、 第 二 基本 形式 的 基本 构造 方法 . 
在 一 般 的 R” 空间 上 ,由 于 经 典 微分 几何 理论 中 缺失 了 关于 R” 空间 上 的 多 重 矢 
量 积 的 算法 ,所 以 ,在 定义 曲面 的 第 二 基本 形式 时 ,就 遇 到 了 一 些 会 引起 含混 的 
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问题 . 并 因此 ,在 R° 空间 一 R” 空间 的 推广 中 ,第 一 .第 二 基本 形式 所 使 用 的 符 
号 .方法 都 出 现 了 一 个 跳跃 式 的 变化 ,严重 前 弱 了 形式 上 的 一 贯 性 . 还 有 就 是 经 
典 微分 几何 理论 中 似乎 少 有 基于 一 般 曲 面 函数 形式 的 讨论 ,但 对 于 本 书 而 言 ,有 
大 量 的 内 容 必须 基于 一 般 曲面 函数 f(x) = 0 x € R" 的 形式 予以 讨论 ,所 以 ， 
还 必须 协调 基于 一 般 曲面 函数 形式 与 经 典 的 参数 曲面 形式 的 分 析 的 相互 关系 及 
其 内 在 的 一 致 性 . 
$2.4.1 R" 空间 上 向 量 的 多 重 矢量 积 

可 以 利用 多 重 向 量 的 矢量 积 方法 来 确定 R” 空间 中 的 参数 曲面 的 法 方向 向 
量 . 先 引 入 以 下 多 重 矢 量 积 的 定义 . 

定义 2.4.1.1( 多 重 矢量 积 ) Bz, z. l. z. E R” Jë& m — 1 个 (线性 无 
关 ) 的 m 维 向 量 . 规定 zx，z:z，…，zw -1 向 量 的 (多 重 ) 矢 量 积 是 指 

N = zx, Xz Xe Xz = (Ni, Ns, Na)" 
其 中 Neo bana m 
H Zi 是 行列 式 
Z =| Zis zz b | 


的 第 i 行 第 m 列 元 素 的 代数 余子 式 . Z 行列 式 中 的 b 向 量 可 以 是 任 取 的 m Ht 
ODi D. a 

定义 2.4. 1,1 中 的 向 量 5 可 以 仅仅 是 为 了 满足 行列 式 的 写法 而 任 取 的 . 由 
于 Z, 是 6 元素 的 代数 余子 式 , 故 b 如何 选取 与 Z, 的 结果 没有 关系 . 当然 ,如 果 
继续 推广 R 空间 中 的 矢量 的 形式 ,那么 ,也 可 以 规定 


b= (es es, s €n)" 
其 中 @; JÉ R> 空间 中 的 单位 向 量 . 即 e, 是 1 单位 矩阵 的 第 i 列 向 量 . 而 将 b 看 
成 是 符号 向 量 , 它 代表 了 R" 空间 的 标准 基 . 当 R" = R, 且 记 


e=i e=j es 一 大 


则 定义 2. 4. 1. 1 就 是 人 所 熟知 的 R° 中 的 (2 个 矢量 的 ) 矢 量 积 . 还 可 以 得 到 多 重 
矢量 积 算法 具有 类 似 R' 空间 上 的 矢量 积 的 性 质 . 如 交换 多 重 矢量 积 中 zs z 的 
排序 , 则 多 重 矢量 积 的 结果 N 将 改变 符号 ;如 果 z, 向 量 组 是 线性 相关 的 , 则 N = 
0, 故 有 非 半 几 结果 的 多 重 矢量 积 的 充 要 条 件 是 z, 向 量 组 线性 无 关 , 等 等 . 


C1) 引 自 ( 微 积分 和 数学 分 析 引 论 了 R. Courant、F. John, 张 鸿 林 、 周 民 强 译 , 科 学 出 版 社 ,2002 年 ,第 二 
卷 第 一 分 册 , 第 76 页 及 其 以 下 内 容 - 
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对 于 e, 标准 基 的 多 重 矢 量 积 , 亦 可 得 以 下 结论 . 设 io io eo ina R 1, 
2,，…，, m 中 的 任 一 个 随意 排列 的 子 列 , 则 
(一 De P e (= Dte; 
j= (1,2, 
e Xe, XXe = 
sr a wt Hii k,tr=1,2,--,m—1 
0 i=i 1<k.:<m—1 
一 (2.4.1.1) 


其 中 sn my，…，i-1) 是 二 ,ia，…，in-: 按 递增 序列 要 求 统计 的 逆序 指数 , 即 
通过 交换 i,, 1 = 1，2，…， m 一 1 指标 的 次 序 , 使 之 成 为 递增 序列 的 交换 总 次 数 . 

这 样 定义 的 多 重 矢量 积 的 结果 N 向 量 的 径 长 | N | , 在 几何 上 就 是 z i= 
1,2,…，,m 一 1 向 量 组 所 张 成 的 平行 多 面体 的 体积 . 由 多 重 矢 量 积 的 定义 即 知 ， 
NN 向量 等 价 于 矩阵 


m) — {iis izy in} 


[zx ，z:，…，z。i， 的 ] 


的 伴随 矩阵 的 第 m 行 向 量 ( 转 置 后 的 向 量 ). 由 此 即 知 ,N 与 zi 一 1，2，…， 
m 一 1 均 是 正 交 的 . 所 以 ,N 就 是 z, 向 量 组 的 法 向 量 . 4 z, 是 线性 无 关 向 量 组 时 ， 
N 一定 是 非 0 向 量 , 并 由 逆 矩 阵 的 唯一 性 即 知 ,定义 2. 4. 1. 1 规定 的 算法 在 结果 
上 亦 是 唯一 的 . 

利用 这 样 的 多 重 矢 量 积 的 算法 ,得 到 多 重 矢量 积 构 造 的 ( 非 0) 法 向 量 , 归 一 
化 为 单位 法 向 量 ， 


n = —— 一 (2.4.1,2) 
INI 


可 证 明 
INI =| Zza Zna 1 一 (2.4.1.3) 


特别 地 , 若 z, 是 归 一 化 的 正 交 向 量 组 , 则 | Zn Z. |= 1, 从 而 INI = 1, 即 
N =n. (2.4.1.3) 式 中 


Zo = tis 22s ee 2a] 


J m X (m — 1) WERE. Zai Zn- WE (m — 1) X (m — 1) Bt Gram # B£. 
(2. 4.1. 3) 式 是 指 , 多 重 矢量 积 构造 的 法 向 量 N 的 径 长 ,是 Gram 矩阵 ZI, Zna 
行列 式 的 均 方 根 . 

H N 的 构造 及 行列 式 的 展开 规则 ,马上 可 知 有 行列 式 


| zis er ts zas N|= BD l Za E= DN?= INE: 一 (2.4.1.4) 
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将 以 上 最 左边 的 行列 式 按 第 m 列 元 素 作 展 开 , 再 由 N 的 构造 即 知 此 结果 . 
HK a 


rz: 


[ais zes So zas N|? = [S J [Z.，， ~| 


但 因为 
Z Drea D 
[ N fz NIS [ o w] 
所 以 ,对 上 式 两 边 取 行列 式 , 并 利用 以 上 结果 ,有 
[zis mao s z. N |? = (N'N)? = N'N *| ZZ, Z_., | 
即 知 
N'N = | N|? =| Zhi Zna | 
此 即 (2.4. 1. 3) 式 .再 由 (2.4.1.3 一 4) 式 ,还 可 知 有 
UNN? S=} is es tte Zaio NIS | Zli Zai | 一 (2.4.1.5) 
附带 地 ,还 有 


[zis z o maon |= INI n= —(2. 4.1.6) 


=N 
INI 
由 几何 意义 即 知 ， N | 就 是 5 ，zz，…，znw , 张 成 的 平行 多 面体 的 体积 . 
再 记 
aii 
J= {z]z= Dur, wu €R) 
是 z, 向 量 组 张 成 的 线性 子 空间 . 由 于 z, 是 线性 无 关 向 量 组 ,所 以 ,可 在 .3 中 另 取 
一 组 线性 无 关 向 量 组 yj 二 1，2,，*…,m 一 1. 类 似 地 , 记 
Yai = [yi Yee y...) 
则 在 Z。，、Y。, 之 间 有 (mm 一 1) X (m — 1) 阶 满 秩 矩 阵 Q, 使 基 变 换 关系 
Yi = Z,-,Q 


成 立 . 
A y, 向 量 组 也 可 以 作 多 重 矢 量 积 ,并 记 
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N, = y X y: X ** X Yni 
N. = z, X z; X e Xz, 


作 以 下 和 矩阵 乘积 
Zn DZ Q 0 
[ NT J [Y.N] = [ o sane 
再 对 上 式 两 边 取 行列 式 ,并 利用 (2.4.1.5) 式 ,有 
| ZiZa I| YZ Y. , |= NIN, o| ZiZa [°| Q I 
但 | 4 A 一 (2.4.1.6a) 
或 表 成 
MN, = WY, xY, x+ xY. | =l (QI): HN, 
一 (2.4.1.6b) 
其 中 | GD | 表示 行列 式 绝对 值 . 
所 以 可 知 
NIN, =| ZiZa |° | Q 一 (2.4.1.7) 
由 于 
| Zi- Z, |= IN. l: > 之 0 


故 N... N, 当 | Q |> 0 时 基线 性 子 空间 忌 的 同方 向 的 法 向 量 , 当 | Q | — 0 J 
反方 向 的 法 向 量 . 事实 上 易 知 


nn, = sign(| Q |) 一 (2.4.1.8) 
并 且 可 知 有 
Q= [ZiZa N" (ZZ IYO, 一 (2.4.1.9) 
所 以 ， 
NIN, = | ZlY na | 一 (2.4.1. 10) 


因此 ,不 需要 通过 变换 矩阵 Q, 可 以 直接 从 两 组 基 向 量 z;、y; 由 (2.4.1.10) 式 ， 
以 ZL Y, ,矩阵 的 行列 式 的 符号 ,就 可 知道 N.. N, 是 同方 向 还 是 反方 向 . 

附带 指出 ,(2. 4. 1. 10) 式 就 是 R 空间 上 矢量 积 的 Lagrange 恒等式 在 R” 空 
间 上 关于 多 重 矢量 积 的 推广 形式 . 还 应 指出 ,在 Z。-，、Y,。，, 的 列 空间 不 相同 时 ， 
虽然 仍 可 利用 (2. 4. 1. 9) 式 构造 出 Q 矩阵 ,但 这 样 得 到 的 Q 矩阵 不 能 使 
(2. 4. 1. 6a) 式 成 立 . 事实 上 ,在 这 样 的 场合 ,不 存在 可 以 使 (2. 4. 1. 6a) 式 成 立 的 
QER. 
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以 下 对 于 多 重 矢 量 积 再 给 出 3 个 具体 问题 的 说 明 . 
1. 多 重 矢量 积 的 混合 积 . Dz, z. o tno ER” Wr 5z 向 量 组 的 多 
重 矢量 积 的 混合 积 由 以 下 关系 决定 


r° (z, X z, X = X z,_,) =| Zio Zer …z-rl 一 (2.4.1.11) 
RE“ e ”是 指向 量 的 内 积 , a -b= Djab, |° | 是 行列 式 运算 符号 . 


(2. 4. 1. 11) 式 由 定义 2.4. 1.1 直接 可 得 . XÑ m = 3, H(2.4.1.11)5f R E 
的 3 个 矢量 a, b,c 的 混合 积 ,有 


a*s(bxc)=|b,c,a|=|a,b,c| 
a a b Lo a b ROP a b 
a; b, a, bs 2 b 
(|a b, a b a b 
[la |" le “| a “| š 
= (axXb)*c 
类 似 地 有 
r° (z X z X X z, A) = (DX z, X z, X ** X z, ,) * Zma 
—(2. 4.1. 12) 
以 及 
r ° (z, X z; X XE) =— (z X z, X = X z,_, X r X zj, X ** X z,_,) ° z, 
一 (2.4.1.13) 


多 重 矢量 积 的 混合 积 的 其 他 一 些 性 质 ,可 由 (2. 4. 1. 11) 式 及 行列 式 的 性 质 推出 . 
2. R” 空间 上 任意 正 交 坐 标 系 的 右 ( 左 ) 手 性 问题 . 当 m > 3 时 ,严格 地 说 
“ 右 ( 左 ) 手 性 ”这 一 说 法 是 不 合理 的 . 但 在 以 下 规定 的 意义 上 借用 “ 右 ( 左 ) 手 性 ” 
的 说 法 还 是 可 以 的 . 
设 Ceis ez, ts €n) € R" 是 R" 空间 上 任意 给 定 的 一 组 归 一 化 的 正 交 基 向 
量 组 ,ere, = 1, ele, = 0, i = j. # e, 向量 组 满足 以 下 (2.4.1.14) 式 , 称 (e， 
ez，…，en) 为 右手 性 的 正 交 坐 标 系 . 


@ X ey XXe Xe X = X e, = (— 1)!t”e, j= 1, 2, +", m 
—(2.4.1.14) 
(2.4. 1. 14) 式 可 从 (2. 4. 1. 1) 式 中 直接 得 到 . 取 e, 是 单位 矩阵 n 的 第 i 列 向 量 ， 


(el，e，…，en) 构 成 的 R" 空间 的 标准 正 交 坐标 系 就 满足 (2.4.1.14) 式 , 故 是 
右手 性 的 . 
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由 定义 2.4.1.1 以 及 (2.4.1.14) 式 , 设 el, ei，…, ee 1, e641，…, em 是 单 
位 正 交 向 量 组 ,可 得 到 若 取 以 下 矩阵 


下 = [e, e, 0, eis b, eis s €n] (是 任 取 的 向 量 ) 
的 伴随 矩阵 E: 的 第 行 向 量 e” 的 转 置 (er )" ,并 记 
E, = (e; )™ 
WBA lei, ers s eis Ejs e. >", e, )— E HJ R Ai FERR. 这 只 要 证 明 
(2.4. 1. 14) 式 成 立即 可 . 首先 ,由 (2.4.1.3) 式 的 说 明 , 知 E, 必定 也 是 归 一 化 的 


单位 向 量 . e ，…， E,, =, é, 向 量 组 的 正 交 性 由 上 面 的 假设 和 伴随 矩阵 的 性 质 
即 知 . 现 作 多 重 矢量 积 (并 记 E, 为 ej), 记 
@, = e, Xe X X epi X Crp X *** X e, 

由 定义 2.4. 1. 1 BDI, e, 是 以 下 矩阵 

È= [ers ee, enis eir eb] (5 是 任 取 的 向 最 ) 
的 伴随 矩阵 的 第 w 行 向 量 的 转 置 向 量 , 记 这 一 ( 转 置 ) 向 量 为 记 ; . 显然 

ë, = Ë; 

fh EREE ELA, E; IELA F EBE 


E = [es "s @- i> b, es €n] 

的 伴随 矩阵 的 第 上 行 向 量 的 转 置 向 量 再 乘 以 (一 1)**", 这 是 因为 b ËJ t JA Ë 385: 
阵 的 第 mm 列 通过 m 一 上 次 互 换 变 成 为 E 矩阵 的 第 列 向 量 . 故 记 记 矩阵 的 伴随 
矩阵 的 第 行 向 量 ( 转 置 ) 为 E; , 则 由 定义 2.4. 1.1, 

(Er), = C DÈ, 
RME 8 E; 的 第 i AA T E, MJ E 的 第 : 行 第 列 元 素 的 余子 式 . 另 
又 可 有 

Či = ODÈ. 


ERRER E. = EE, 故 


GDHEND, = — DMAE, = CC DÈ, = Čip, 


所 以 
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E; = CDHE; > = (DE; 
同时 ,再 由 道 矩 阵 与 伴随 矩阵 的 关系 ,和 e, 的 正 交 性 , 即 知 E; 就 是 逆 矩 阵 


[es ts Crni» Crs er …，en] 


的 第 “ 行 向 量 的 转 置 , 即 就 是 e 向 量 ,所 以 E; = e, 故 
ë, = (— 1)*t”e, 
@ X e, Xe, X ei Xen = (De, k=l, 2, |, m 


即 (2. 4. 1. 14) 式 成 立 . 
附带 地 ,这 也 就 证 明了 多 重 矢量 积 zxrz, = 1, zyz, = 0 i=j, 


n 一 ZXzX…Xz (总 有 n'n 一 1) 


并 取 (z，z:，…，zw (> m) 为 正 交 坐 标 系 的 基 向 量 组 , 则 这 一 坐标 系 总 保证 是 右 
手 性 的 . 这 也 是 R° 空间 上 矢量 积 性 质 的 推广 . 

以 上 的 分 析 同 时 表明 了 在 R” 维 空间 上 任 取 wm 一 1 个 单位 正 交 的 向 量 ( 组 ) 
z ,都 可 由 z, 的 多 重 矢量 积 决定 的 n, 构 造 (z/ ，…，z。_，，n) 这 样 的 右手 性 的 正 
交 坐 标 系 . 换 而 言 之 ,这 也 就 同时 表明 ,在 R” 空间 上 ,对 任意 的 m — 1 个 单位 正 
交 向 量 (组 )z ,都 是 右手 性 的 正 交 向 量 组 . 

这 里 的 “右手 性 ”的 意思 即 指 z, 可 由 多 重 矢量 积 得 到 n, 并 构造 (z,，z,，…， 
z, s m) 右 手 性 的 正 交 坐标 系 , 从 而 标准 坐标 系 (ej ，e: ，…，en) 总 能 经 过 适当 
的 旋转 与 (z1，zs，…，z,_1， mn) 重合 "11 但 这 即 表明 ,Ce ，e，…，e-) 总 能 经 
适当 旋转 与 (zx ，zx:，…，z。_,) 重 合 ,从 而 R" 空间 上 任 取 的 m 一 1 个 单位 正 交 向 
M z. 都 是 右手 性 的 . 

这 可 以 用 R° 空间 为 例 ,给 出 一 个 直观 的 说 明 . 

图 2.4.1.1 表 示 , 取 zz .z 这 样 2 个 正 交 的 单位 向 量 , 在 za, ze 张 成 的 平面 


z e 
Z e 
z o e, z o ` Š 
(a) (b) 


图 2.4.1.1 


CII “重合 "的 意思 是 指 ,将 旋转 后 的 标准 坐标 系 仍 记 为 (e) 1<i<m, 则 旋转 后 可 使 6 =z，i 一 1,…， 
mm 一 1; en 一 于 成立- 
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Eon, z 与 平面 上 的 标准 坐标 系 e  、e: 的 关系 呈 上 图 (a) 的 性 状 . 显然 ,如 果 限 
制 在 这 一 平面 上 , 则 就 可 以 说 zx ze 构造 的 坐标 系 是 左手 性 的 . 因为 在 平面 上 
e. e 坐标 系 无 论 怎 样 旋 转 都 不 能 与 rz u 在 方向 上 一 致 . 

但 是 ,现在 如 果 z,、z, Me, e 都 是 R° 空间 上 的 向 量 ,那么 ,如 图 2.4.1.1 
的 (b), 使 e tj z 重合 ,同时 使 e 以 道 时 针 方 向 ( 顺 时 针 方 向 也 可 ) 绕 e, 旋转 ， 
便 能 使 e 、e: 在 方向 上 与 zx ze 一 致 .所 以 ,在 R° 空间 上 ,这 样 选 取 的 z. z, 仍 
是 右手 性 的 . 

既然 对 于 R" 空间 上 的 任 取 的 m 一 1 个 单位 正 交 向 量 z, ,都 可 以 看 成 是 右手 
性 的 ,那么 ,这 就 可 以 说 ,在 R” 空间 上 ,对 于 取 定 的 两 组 (不 同 的 ) m 一 1 个 单位 
正 交 向 量 (组 )z, 和 <z; 不 可 能 在 手 性 上 给 予 区 分 . 只 能 通过 构造 x 和 z' 的 多 重 
矢量 积 n、n ,并 比较 n,m 的 方向 ,才能 判定 s zs es tni Zi z, ee, 
z_1 之 间 在 各 自 的 法 方向 上 是 否 一 致 ,比如 仍 可 利用 (2. 4. 1. 10) 式 . 

稍 加 思索 ,以 上 性 质 可 以 进一步 加 强 : 对 于 R" 空间 上 任意 取 定 的 & 个 单位 
EZ HRD z, k < m—1, 都 可 看 成 是 右手 性 的 . 换 句 话 讲 ,对 于 R" 空间 上 任 
意 取 定 的 两 组 (不 同 的 )k 个 单位 正 交 向 量 组 z, 和 z', 不 可 能 在 手 性 上 给 予 区 分 
G#l<k<m-1. 

这 个 性 质 的 背后 ,还 涉及 到 的 是 在 多 重 矢量 积 算法 中 ， 

N= zx Xz X XZ, 
的 结果 ,在 二 m 一 1 时 ,实则 有 无 穷 多 个 选择 ( 见 下 文 说 明 ). 
这 里 所 分 析 的 右手 性 问题 与 R” 空间 的 曲线 上 的 Frenet 标 架 有 关 . 
3. 注意 在 定义 2. 4. 1. 1 中 ,规定 


N = z, Xz X ** X tm- = (Nis Nas ets Na)" 
其 中 N, 是 行列 式 
| Zis Zo “ts zm b] 心 任 取 ) 


的 第 m 列 元 素 的 代数 余子 式 作为 多 重 矢量 积 的 算法 . 这 一 规定 与 传统 文献 上 R 
空间 上 的 矢量 又 积 的 算法 规定 有 2 个 改动 . 

在 R 空间 上 ,z= (zns zas za)" z: = (mus zz» za)! 
是 两 个 矢量 , 则 


E R 
Za zaj, zu zal, z Za 
N= Xz, = |z: za za|= i= IF k 
Z2 Zz Ziz? Zaz Ziz Zz 
Z2 Ze Zx 


其 中 (i, j, k) = lei, e, e) 一 1, Jš 165800 X EBRR. 这 一 算法 ,从 伴随 
矩阵 的 算法 看 ,等 价 于 说 Xz 又 积 决定 的 N 向 量 , 实 质 上 是 以 下 矩阵 
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[b b b b 
A= B = Ë Za = (br, bz, b; ERO 
z n Zz Zx 


的 伴随 矩阵 A ` 的 第 1 列 向 量 , 也 即 是 行列 式 


b b b 
Zn Za Za 
Ziz Zz Zz 


的 第 1 行 元 素 的 代数 余子 式 作为 分 量 的 ( 列 ) 向 量 . 

所 以 ,与 之 相 比较 ,定义 2.4.1.1 作 的 第 1 个 改动 是 表示 方法 上 的 , 即 可 看 
成 是 取 了 一 个 “ 转 置 "表示 . 即 是 说 , 先 将 叉 积 运算 表 成 取 以 下 行列 式 
b zw z 


b za z=al|=]b,z, x | — (a) 


b, zw Zz 


第 1 列 元 素 的 代数 余子 式 作为 N 的 分 量 . 这 一 改变 显然 仅仅 是 表示 方法 上 的 ， 

仅仅 是 适应 普通 地 用 黑体 字母 表示 的 是 列 向 量 这 一 人 为 规定 的 书写 简便 性 . 
但 第 2 项 改动 则 是 说 z, X z, 的 叉 积 运算 ,应 视 为 取 以 下 行列 式 

zu z b 


Za zn b 


zu zz b 


的 第 3 列 元 素 的 代数 余子 式 作 为 N 的 分 量 . 这 一 项 改动 ,比较 (b)、(a) 两 式 , 即 
将 向 量 原先 作为 第 1 列 向 量 的 位 置 移 到 了 第 3 列 的 位 置 上 . 由 于 行列 式 两 列 
元 素 交换 位 置 将 改变 行列 式 的 符号 ,所 以 ,这 一 项 改动 ,在 R° 空间 上 因为 相当 于 
b 向 量 先 与 <, 再 与 z 交换 位 置 ,是 不 改变 行列 式 符号 的 . 故 这 一 改动 对 传统 文 
献上 基于 R 空间 上 的 矢量 又 积 算法 得 到 的 全 部 结论 没有 影响 . 但 在 R” 空间 
上 , 易 理解 取 行列 式 


一 | zx，zz,b| Cb). 


|b, Zis Z2s s Zm-i | 一 (c) 
的 第 1 列 元 素 的 代数 余子 式 作为 多 重 矢量 积 的 结果 N 向 量 的 分 量 ,与 取 行 列 式 
| Zis za “ts zas b | 


的 第 m 列 元 素 的 代数 余子 式 ( 即 定义 2. 4. 1. 1) 作 为 N 向 量 的 分 量 ,在 m 为 偶数 
时 ,所 得 结果 刚好 是 方向 相反 的 . 因为 在 m 为 偶数 时 ,将 (c) 式 的 位 于 第 1 列 位 
置 的 6 向量 逐次 与 i 二 1,…, m 一 1 向量 交换 位 置 而 成 为 上 式 的 第 m 列 位 
置 的 向 量 , 刚 好 交换 了 奇数 次 位 置 ,从 而 行列 式 ( 及 其 按 b 的 元 素 所 取 的 代数 余 
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子 式 ) 要 改变 符号 . 

因此 ,这 第 2 项 改动 涉及 到 了 偶数 维 R” 空间 上 m 一 1 个 向 量 的 矢量 积 给 出 
的 定向 的 改变 . 

之 所 以 本 书 采用 定义 2. 4. 1. 1 的 方式 来 规定 多 重 矢量 积 ( 即 作出 以 上 所 说 
的 改动 ) 是 因为 在 曲线 的 Frenet 标 架 以 及 曲面 的 Gauss-Codazzi 方程 组 的 形式 
中 ,都 是 按 局 部 标 架 系 的 基 向 量 组 的 排列 以 曲线 的 切 向 量 Vx 开始 或 曲面 切 空间 
的 极 大 线性 无 关 向 量 组 (7, ,7;，…, 7。-1) 开 始 ,而 将 法 空间 的 基 向 量 (组 ) 列 在 
切 方向 的 基 向 量 ( 组 ) 的 右边 (后 边 ). 如 曲面 上 的 局 部 标 架 系 (在 Gauss-Codazzi 
方程 组 中 ) 是 


Fis Fes es fms R) 
所 以 , 若 规 定 ( 见 下 文 ) 曲 面 法 方向 是 
n= BX h X =: 
ar” ar 
Ju Ju 
那么 ,在 定义 2.4. 1. 1 的 规定 下 ,不 论 m 是 奇数 、 偶 数 , 都 有 
[Pi Pes ts Pasa n |> 0 


即 标 架 系 (7 ，r:，…，r-:， m) 是 右手 性 的 . 

反之 ,若是 以 前 面 的 (c) 式 即 b 作为 行列 式 第 1 列 向 量 的 元 素 的 代数 余子 式 
给 出 多 重 矢量 积 N 的 分 量 , 那 么 , 标 架 系 必须 排列 为 

(n, Pis rs Tn) 

才能 保证 不 论 m 是 奇 .偶数 ,该 标 架 系 均 为 右手 性 . 但 这 即 涉及 到 改变 许多 标 架 
方程 的 结构 次 序 . 由 此 带 来 诸多 不 便 . 

这 即 是 促使 作出 上 述 第 2 项 改动 的 原因 . 

由 上 可 见 , 多 重 矢 量 积 是 由 R" 空间 上 的 m — 1 4° m HE 8] Nt z, 构造 出 来 的 . 
多 重 矢 量 积 的 结果 所 得 到 的 向 量 N, 具 有 以 下 三 个 性 质 ,其 一 是 N 与 各 个 z, 均 
正 交 ;其 二 N 的 分 量 N. 都 用 z, 组 成 的 矩阵 Z. ,的 子 行列 式 (代数 余子 式 ) 构 造 
的 ;其 三 在 ,i 二 1, 2,…，, m 一 1 是 线性 无 关 向 量 组 时 , 这 样 构造 出 来 的 N 是 
唯一 的 . 

若 如 果 不 考虑 矢量 积 算法 的 唯一 性 , 则 多 重 矢量 积 算法 也 可 以 推广 到 R” 
空间 上 的 zi 一 1， 2, sn 1K<n<m—l 向量 组 上 去 .下 文 会 再 行 说 明 . 


$2.4.2 正则 参数 曲面 片 决定 的 第 一 、 第 二 基本 形式 


HÆ ru) € SCR”, u € D. C R” ' 表示 R” 空间 上 一 个 正则 参数 曲面 片 . 
D, 是 连通 开 集 ,r(， ) 是 D, — S 的 (拓扑 ) 同 胚 的 映射 . 因此 ,对 于 正则 参数 曲面 
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Kor X: Tu 的 一 阶 偏 导数 


ər 


El £. (PS £ 2 | 
Ju E R” sE ST LA, hse Kal i= = 


u; 
R: m x (m—1) 阶 矩阵 ,是 列 满 秩 矩 阵 , 且 于 的 列 向 量 组 即 为 r(u) 的 切 空间 的 一 
组 基 向 量 . 


利用 定义 2. 4. 1. 1 给 出 的 多 重 矢 量 积 算法 ,可 由 此 构造 r(w) 的 法 向 量 . 记 
Ne SE St aF 


ər 
BE (2.4.2.1) 
可 知 N, HBA EIEE METE At m 个 (m 一 1) 阶 (代数 余 ) 子 行列 式 . 由 (2. 4.1. DR, 
可 得 r(w) 的 单位 法 向 量 n, 
ər x ar SX ðr 
N, _ ðu PA Dun, 
HN, | ar" ar 


T — (2. 4. 2. 2) 
7 


Du Ju 


当 r(w) 关 于 w 二 阶 以 上 可 微 时 ,nm, 的 可 微 性 条 件 应 是 
IN | #0 
由 以 上 的 分 析 即 知 , 此 条 件 等 价 于 raD ELIR D. 应 由 


! 
7 


> 0 


arT ar 


72 


一 (2.4.2.3) 
条 件 决定 的 & 的 最 大 连通 开 区 域 给 出 . 这 里 ( 士 ) 是 指 可 任 取 十 号 或 者 一 号 以 保 
证 (2. 4. 2. 3) 式 成 立 为 严格 不 等 式 . 通常 (2. 4. 2. 3) 式 前 取 为 十 号 . 
由 N, 的 构造 ,可 知 


ar ar 


Ju Əu 


X, + X, 
=I = > [ŽS 


uri 


: 


一 (2.4.2.4) 
`, Umg) 


nao | aas u» 


这 里 ,X, Jë r(u) = (X.(u)) WARAK (is is es i,_1) 是 指 1, 2,…,m 中 
的 任 一 个 递增 排序 (i,,， > i) 的 子 列 全 体 的 集合 . 故 (2.4.2.4) 式 是 指 所 有 
Jacobi 行 列 式 


IX, s Xs,» X, ) 
h ip PE 
to Uni) 


的 平方 和 的 均 方 根 ( 取 符 号 后 ) 恒 为 正 数 , 即 给 出 r(u) 的 定义 域 D.. 


Ilus uz, 


88 _ 3 zJ +#k 4E Ft 65 3 34 #z fÉ 32 + 5 8 JJ 


很 显然 地 ,要 得 到 2 列 向 量 组 的 法 向 量 , 除 了 以 上 所 指 的 多 重 矢量 积 方法 ， 
还 可 以 利用 逆 矩 阵 方法 , 即 直 接 解 下 列 方程 组 的 方法 


a'N, = 0 
Ju 
对 此 ,以 后 还 会 有 具体 说 明 . 这 里 先 只 考虑 多 重 矢量 积 方法 . 
用 
L = [a | a = 2 r€ R”' r) 一 (2.4.2.5) 
Ju 


表示 r(w) 参 数 曲 面 的 切 空间 ( 超 平面 ). 则 r(w) 的 第 一 基本 二 次 型 可 从 R 空间 
上 的 对 应 定义 直接 得 到 


ds = drrdr —(1. 2. 21) 


dr= du du € R" 
Ju 


及 
ər" 
da —(1.2.21) 
Du ju 
所 以 
Ər" ər qe . ðr 
Le [aa A 


(2.4. 2.6) 是 (1. 2. 22) 式 的 直接 推广 . I 是 列 满 秩 失 阵 世 构造 的 Gram 矩阵 , 因 
此 了 是 对 称 正定 矩阵 . 
再 由 (2. 4. 2. 2) 式 ,可 以 从 第 二 基本 形式 的 定义 直接 得 到 


pı = 一 dnrdr 一 (1.2.25) 
由 
ði 
de, = tdu 2 Eat, at, ep A'J i = 3": 
3 3u Ju, 
可 得 
Ən? ar 
L dur "E or z 
# =— du" e Eau a. 2.25) 


以 及 
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Si q. ==: (le 27y 


所 以 ,从 形式 上 讲 , 第 一 、 二 基本 形式 其 实 与 R” 的 维 数 无 关 . 以 下 分 别 记 第 
一 ,二 基本 二 次 型 矩阵 的 元 素 为 / ; Mi 


由 
N. a rt 
i! en, = 0> — (ln, ) = 0 
Ju, 
44 
arl .1 3n, ðr" ðn, Pr! 
Taar e a 22) 
u; Iu, Ju; au, “uju, 
所 以 
aðr” ən, ra = g: X. N: 
£= 2 = SE = y 一 (2.4.2.8) 


a | 
其 中 N: 是 法 向 量 N. 的 第 k 个 分 量 . 由 多 重 矢量 积 的 定义 及 (2. 3. 1. 4) 式 ， 
IXa S X. u Xano “to Xa) 


Nt = Cp" —(2. 4. 2.9) 
Ilin t ts uaa) $ 
由 行列 式 展 开 规 则 便 知 
= 2 ar T a 
LGN EAE REE N E E — (2. 4.2. 10) 
£ Dudu, Ju,ðu, 


这 里 符号 el 是 行列 式 . 其 中 


(2. 4. 2. 10) 式 也 就 是 混合 积 (2. 4. 1. 11) 式 所 给 出 的 关系 . 
所 以 ,第 一 二 基本 二 次 型 矩阵 的 元 素 ( 基 本 不 变量 ) 可 简洁 地 表 为 “1 


[Z = F F, = gu 


dF a 
RY RN Jul Ea TEn 
III: II 1: 


这 里 


C 在 传统 文献 中 第 一 基本 不 变量 习惯 用 gw 表示 ,本 书 也 继续 沿用 此 符号 . 


90 _ 实 对 称 算 隆 的 拟 特 征 值 理论 与 应 用 


arT ar 


17 1 一 


ðu Ju 


= |N, 1? —(2. 4.2. 12) 
利用 基本 二 次 型 矩阵 ,可 推广 Weingarten 映射 . 记 R” 空间 上 正则 参数 曲面 
片 rG) 的 主 法 曲率 是 心 , 则 z; 应 当 是 以 下 多 项 式 的 根 
12.7 一 丰 | =0 一 (2.4.2.13) 
由 于 本 是 正定 矩阵 ,了 了 均 是 (m — 1) X (m — 1) 阶 方 阵 , 上 式 又 可 表 为 
14I  —WI=0 一 (2.4.2.14) 
其 中 
w=I.-I` —(. 4. 2.15) 


W 矩阵 就 是 Weingarten 映射 矩阵 . 可 以 理解 , 当 曲 面 定向 改变 时 ,N, 将 变 
成 为 一 N,, 下 将 变 成 为 一 下 , 主 法 曲率 <, 的 符号 因此 改变 ,但 | < | 保持 不 变 . 

由 此 亦 即 知 ,R" 空间 上 的 m — 1 维 正则 参数 曲面 片 ,应 有 m 一 1 个 主 法 曲率 
K i= 1,2,-, m—1. 以 及 对 应 的 m 一 1 个 主 法 方向 ( 记 为 wi,i= 1,2,…， 
m— 1). 这 里 <. u, 分 别 就 是 (2. 4. 2. 13) 式 决定 的 W 映射 矩阵 的 特征 值 特征 
向 量 . 注意 ,这 里 的 主 法 方向 向 量 wu; 是 指 以 下 方程 组 的 解 , 即 设 À, 为 (2. 4.2. 13) 
式 的 一 个 根 , 则 


[A, .7 一 Ju = 0 -(2.4.2.16) 
故 若 直接 利用 (2. 4. 2. 14) 式 得 到 W 矩阵 的 特征 向 量 1， 
[A In Wi = 0 —(2. 4. 2. 17) 
则 应 再 通过 变换 得 到 u A. 2. 32 一 33) 式 )， 
s =" t —(2. 4. 2. 18) 


最 终 得 到 R” 空间 上 曲面 的 主 法 方向 向 量 G, 


ər, g; 
本 E Eag ax G 
a, = £ P (2. 4. 2. 19) 


5 


Cuu? GIRY 
对 于 正则 参数 曲面 片 r(w) ,车 有 可 逆 参 数 变 换 


u = u(v) u, v € R" —(2. 4. 2. 20) 


yo) = r(u(v)) 一 (2.4.2.21) 
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则 应 有 
A 
aJi Ən ga — (2. 4. 2. 22) 
ay Du ðv 
可 得 
Ju arT z] ar 3y | 3u 
w = zj z3 (aZ 0) (2. 4. 2. 23) 


RWF A LID iEn n,( N. NOSIE E, Z Ah 
矢量 积 决定 的 单位 法 向 量 (及 法 向 量 ) , 则 


di 
n?n, = sign( 到 ) 一 (2.4.2.24) 
NIN,= | 3 一 (2.4.2.25) 
au ay Pe 
因此 , 若 
arT ay au 
EA > 0%sign( |)=1 


则 (2. 4. 2. 20) 式 给 出 的 参数 变换 是 保持 定向 的 ,否则 ,是 改变 定向 的 . 
由 以 上 结果 即 可 得 正则 参数 曲面 片上 的 Gauss 总 曲率 ( 记 为 x) 


ca Ww | 
171 IN, |" 
— (2. 4. 2. 26) 
平均 曲率 ( 记 为 全 
... 1 a: u 
km hs EW. Ld 
| m—1 m=—=1 
其 中 “tr” 是 取 和 矩阵 的 迹 . 


由 于 正则 参数 曲面 片 的 第 一 、 第 二 基本 形式 在 定义 上 不 显 含 有 R” 的 mm HE 
数 为 参数 ,所 以 ,许多 R° 空间 上 的 已 有 定理 都 可 以 顺利 地 沿用 到 R” 空间 上 去 . 
以 上 关于 法 截 曲率 的 Meusnier 定理 即 为 一 例 . 虽然 都 里 的 分 析 在 形式 上 并 没有 
用 到 曲面 基本 形式 ,但 后 面 会 说 明 其 实 那 里 的 分 析 方 法 与 利用 曲面 基本 形式 的 
方法 是 等 价 的 . 以 下 ,再 推广 R° 空间 中 关于 曲面 为 球面 的 定理 . 

定理 2.4.2.1 R" 空间 中 一 正则 曲面 为 球面 的 充 要 条 件 是 在 曲面 任 一 点 
处 ,第 二 基本 形式 是 第 一 基本 形式 的 非 零 倍数 . C 

证 明 : raD € R” uE D.C R" 是 正则 参数 曲面 片 .车 r(w) 为 球面 , 则 


92 3 x+#k 4E Ft $ 4⁄4 #z fÉ PE s€ 5 = J] 


应 有 
(ru) =r) rur) =R (CR 天 0) 
其 中 ro 为 常数 (向 量 ) ,R 为 常数 . 则 由 


Dr TD) — r) = 0 
Ju 
即 知 
+ 
T rwr) = 0 
Ju 


所 以 ,法 向 量 可 取 为 


N, = r(u) 一 m 

单位 法 向 量 可 取 为 
n, = Few 一 mm) 
得 
am _ 1 or 
u R 3u 
便 知 
Q anan loa 1] 
ðu Ju R ðu Ju R 

必要 性 即 证 . 


再 设 若 r(u) 的 第 一 、 二 基本 二 次 型 矩阵 之 间 存 在 关系 
H = ç(u) I u € D, pu) > 0 
即 


从 而 


ar. 
nuria 


n: 


是 满 秩 矩 阵 , 故 只 能 成 立 
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对 以 上 右边 的 第 i 式 求 偏 导数 了 ,有 


Ən, 3g ər ər 
auaw Ju; Ju, Duau, 


另 再 对 第 j RRASA Z, A 


an, "i dy ər aðr 
udu Ju, Ju; ` Iu;ðu; 


这 两 式 相 比较 知 


ap ə gp 3 
PIRI =1,2, m, ml 
Ju, 3u, Au; Əu, 


故 给 定 任 一 个 了 下 标 , 有 以 下 方程 组 成 立 


Jun aa Iuj Juny 

将 此 方程 组 两 边 求 和 ,得 
V AE a 
Eau au 


ð ər 99 ər (- = Se) 2r 3p ər ap ər 
du, Iu, ðu; aa ; £t Pu 
iz; 


Bu; Du; au Bu; dup; 
同样 ,由 于 = i 一 1，2,，…， m — 1 是 线性 无 关 向 量 组 ,所 以 上 式 表示 必 只 有 


22_0 


j= 1, 2, =, m—1 
u, 7 E 


故 知 P(u) = 常数 . 
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i ç = R z 0. 由 以 上 的 关系 式 


= RI = 02 Tm +R: = 0 
故 有 
n, +R + r = 常数 (向 量 ) 
不 妨 记 为 
n +R+r=R=+*r (rm 天 0) 
即 知 


(r(u) — ro)" (riu) — ro) = E 


所 以 r(w) 为 球面 . 充分 性 得 证 . 


$2.4.3 Rn 空间 上 的 疾 一 1 维 曲面 的 Gauss - Codazzi 方程 与 Gauss 
曲率 定理 


虽然 许多 R° 空间 上 的 定理 都 可 以 用 到 R” 空间 上 ,但 对 于 有 些 重要 定理 的 
推广 ,还 是 会 出 现 一 些 新 的 情形 . 这 可 以 从 Gauss Egregium 定理 的 推广 中 看 到 . 
为 此 , 先 给 出 R” 空间 上 m — 1 维 曲面 的 Gauss - Codazzi 方程 . 这 组 重要 方程 式 
在 R" 空间 上 的 形式 如 其 在 尺 : 空间 上 的 形式 . 但 在 本 书 中 不 使 用 Einstein MR 
约定 下 的 简写 形式 ,而 仍 使 用 向 量 -矩阵 形式 . 

设 r(w) 关 于 4w 三 次 可 微 . f Fri rao o r. Ë n, ER” 空间 上 的 极 大 线 
性 无 关 向 量 组 , 故 以 此 为 基 , 可 构造 以 下 方程 


ði . 

SSR i=l, 2, =, m—1 一 (2.4.3.1) 
u 

ar" <. : 

i gr = Drait + Cyn? i j=1,2, =, m—1 —(2. 4. 3. 2) 
auau AZ 

ant = 

oT SDa Fi + DnT i=l,2, =, m—1 —(2. 4. 3. 3) 
“ £f 


由 (2. 4. 3.2) 式 ,可 得 
or™ 


Quaw, 


BJ C, 就 是 第 二 基本 不 变量 . 
由 


n, = C,=>C, =Z, 一 (2.4.3.4) 
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ən" 
n'n, = 1> "n, 
Iu; 
得 (2.4. 3. DR 
r 
In o Z Dra 
Əu, 
再 由 (2. 4.3. 3) 式 
amT =a 


可 将 此 式 写成 矩阵 形式 ， 
[Es] [Siorr] isj=1,2, =, m—1 
由 工 .下 矩阵 的 定义 


T= [7,] r- 2] ij. k=1,2,-,m—1 


并 记 (2. 4. 3. 3) 式 中 的 系数 项 Da HIRA F ERE 
D=[D,] ¿i,k=1,2,--, m—1 
即 得 
—I=D+I=D=-I:I '=—-W — (2.4.3.5) 


所 以 ,(2. 4.3. 3) 式 中 的 一 Du 系数 就 是 Weingarten 映射 矩阵 W 的 对 应 下 标 元 
素 ( 取 负 号 ). 
由 (2.4. 3.2) 式 ,可 作 内 积 
Əz rt 


Judu; 


或 写成 以 下 ( 转 置 ) 形 式 ， 


= 

stena EEEE 

ED r. s=1,2, =, m—1 
= 


Sarreren s=1,2, =, m—1 
规定 使 用 以 下 向 量 符号 
Ty = (D r} e rO — G. 4.3.6) 
可 将 前 一 式 写成 以 下 矩阵 形式 


gr z] ər .. 
= T|. = 二 。 和 2.4.3.7) 
É mSS bj . £ 
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从 而 ,有 
r 
T= F, j=1l,2, ,ml —(2.4.3.8) 
u 
然后 , 易 知 有 以 下 关系 ， 
p r y = 1 (UEA ORG 
* Əu,Əu, te Əw Ju; Ju, 
s=1,2, =, m—1 一 (2.4.3.9) 
并 规定 使 用 以 下 向 量 符号 
II r.) FELGI rO aip | 
Iu, ui au, 
i IFE F) $ IEP) IFF) 
r= Əu, Qu = 一 (2.4.3.10) 
Iah) aar) aTr) as 
ðu; duj Pumi 
Ir.. I 
因 Ju” = TË 代 人 (2.4.3.8) 式 ,得 
E 
T= pš ¿p= lB; 1 一 (2.4.3.11) 


RET WART, k= 1, 2, …, m— 1 即 为 联络 系数 (Christoffel 记号 ) ,并 且 ， 
由 (2. 4. 3. 11) 式 ,其 等 号 右边 完全 是 由 第 一 基本 二 次 型 矩阵 的 元 素 ( 即 第 一 基本 
不 变量 元 素 ) 及 其 偏 导数 经 代数 运算 组 合 起 来 的 项 , 故 联络 系数 完全 由 第 一 
基本 不 变量 决定 ,并 且 pi XF FPR, j 是 对 称 的 , 即 


r= r; 
至 此 ,(2.4. 3. 2 一 3) 式 中 的 系数 已 都 给 出 . 
再 对 (2. 4. 3. 2) 式 等 号 两 边 同时 求 :- 的 偏 导数 ,有 


9 r o RN £ 
Pu [az EA Drs 十 CunT) 


将 上 式 右边 各 项 求 导 , 并 将 (2.4.3.2 一 3) 式 代入, 经 整理 , 便 有 


ər 27 
Əujuju, Əu,ju, 
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-ar 所 = 3C 
c,p,) + (Erica + 22) 
EPE -器 (各 + OTTS+ i+ >r; “ta 
—(2. 4. 3. 12) 
由 可 积 性 要 求 
ər _ ae 
ƏuƏu, Əu,Əu, 


以 及 由 (2. 4. 3.12) 式 ,将 下 标 中 的 1、 i 位置 互 换 , 得 


an -+Enrto, pa Jir + (Yine, + Pe) 
,所 


udu i K Ju; 


—(2. 4. 3. 13) 
将 (2.4. 3.12) 式 减 去 (2.4.3.13) 式 , 按 可 积 条 件 应 知 结果 为 0, 由 ri ，r:，…， 
r, Bn, 是 线性 无 关 向 量 组 知 ,应 有 


Sa ape aai 
au SNO k— Dini + CDa —C,D, = 0 


Ju, 
is jst k=1, 2, =, m—1 (2.4. 3.14) 
z aC, aC, 
PDTC — DIC. 2 = 0 i jtm l, 2, es m—1 
KTI ðu, Iu; 
—(2. 4. 3. 15) 


(2.4.3. 14 一 15) 式 方程 组 就 是 Gauss-Codazzi 方程 组 ( 即 可 积 性 条 件 ) 的 一 个 形 
式 .附带 说 明 ,3 函数 的 可 积 性 条 件 仍 就 是 (2. 4. 3. 15) 式 ( 亦 可 见 下 节 内 容 ). 


tH + n, B F 向量 组 的 多 重 矢 量 积 的 结果 , 故 7; 的 可 积 性 已 保证 了 pa 的 可 


积 性 . 
规定 使 用 以 下 符号 


at am = 
Ri, = 说 -让 + ATSA) —.4.3.16) 


则 (2. 4. 3. 14 一 15) 式 可 表示 成 


R 一 一 (C,D,, — CDa) k, t, is j=1, 2, =, m—1 
—(2. 4. 3. 17) 

3C, 3C, -a Ca 

E TC — D5C,) tsisj=l,2, =, m—1 


一 (2.4. 3. 18) 
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Xt k=l, 2, =, m— 1, 将 (2. 4. 3. 17) 式 写成 矩阵 形式 . 为 此 , 记 (2. 4. 3. 2) 式 中 
的 C, 组 成 的 矩阵 为 


c = [C;] = Z;] =F 


并 记 C 矩阵 的 行 向 量 用 ex 表示 . 同时 ,对 (2. 4. 3. 3) 式 中 的 Da 系数 ,使 用 行 向 量 
符号 


d = (Das Dgs s D...) 
即 (2. 4. 3. 5) 式 中 的 矩阵 DD, 可 表示 为 ( 行 向 量 形式 ) 
di 


类 似 地 ,对 (2.4. 3. 16) 式 中 的 Rij» k= 1, 2, 0, m— 1, 使 用 向 量 符号 
Ra; = (Ri, Rš », RIDT 
由 (2.4. 3.5) 式 ,得 
-d =c] —(2. 4. 3.19) 
所 以 ,(2. 4. 3. 17) 式 对 & = 1, 2, =, m 一 1 个 方程 可 记 为 


RD =— (C,dT 一 Cud7) -(2. 4. 3. 20) 

将 (2.4.3.19) 式 代入 (2.4. 3. 20) 式 ,并 用 7 矩阵 右 乘 等 号 两 边 , 得 
Ri, eI = Cyce? — Cpe? —(2. 4. 3. 21) 

现 记 
RD 一 (Rejis Rizzo 1s Rijm) —(2. 4. 3. 22) 
H (2. 4.3. 21) 式 ,得 (并 写成 列 向 量 形式 ) 
Riri C,C, 一 CiCn 

了 .R。 一 s = CaCa — CCa — (2. 4. 3. 23) 


Roo Ce = CG 
或 者 将 (2. 4. 3. 23) 式 中 的 单个 方程 写成 为 
Raj = C,C, —C,C,, ivj. k= 1,2,--,m—1 一 (2.4.3.24) 
Rio > Rup 就 是 Riemann 符号 . Re 也 完全 由 第 一 基本 不 变量 及 其 偏 导数 决 定 . 
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注意 到 (2. 4. 3. 4) 式 ,可 将 (2. 4. 3. 24) 式 写成 以 下 形式 ， 


i,t C; Ca -U 
Raj = |， ] = is jst, k=1,2,-, m—1 
j,k Cu Cua 


一 (2.4.3.25) 


其 中 | J REWE EERS i，1 行 .第 j,k 列 元 素 组 成 的 2 阶 子 矩阵 


的 行列 式 . 故 Ru 等 价 于 第 二 基本 二 次 型 矩阵 的 对 应 下 标 元 素 组 成 的 2 阶 子 行 
列 式 . 而 由 (2. 4. 3. 17) 式 ,也 可 以 将 Ri, 符号 表示 成 

C, Da 
Cy Dua 


Ri 一 一 


uj 


is jst, A 一 1，2，…， 加 一 1] —(2.4.3.26) 


所 以 ,R 和 也 等 价 于 一 个 2 阶 行列 式 . 这 一 行列 式 的 第 一 列 元 素 是 第 二 基本 二 次 
型 矩阵 的 元 素 C, 、C, ,而 第 二 列 元 素 则 是 一 W 喘 射 矩阵 的 元 素 Das Du. 

这 里 应 当 说 明 的 是 ,(2. 4. 3. 25 一 26) 式 所 表述 的 意思 是 Ria Ruj ES G 
价 意义 ,而 不 是 表示 构造 性 的 定义 . 而 (2. 4. 3. 16) (2. 4. 3. 22) 式 才 是 构造 性 的 . 
反 过 来 说 ,(2. 4. 3. 16、22) 式 又 仅仅 是 构造 性 的 ,而 只 有 (2. 4. 3. 25 一 26) 式 才 是 
赋 于 意义 的 . 内 区 几何 分 析 方法 的 基础 条 件 就 是 (2. 4. 3. 25 一 26) 式 的 存在 性 . 

这 里 涉及 到 的 问题 容易 引起 混淆 ,应 着 重 再 予 说 明 . Riemann 符号 Ri 、 
R, 共 涉及 到 (2. 4. 3.16) 式 (2.4.3.25~26) 式 和 (2.4. 3. 23) 式 . (2. 4. 3. 23) 式 
是 表示 Ri 符号 可 由 和 矩阵 了 及 符号 R$ 构造 出 来 . 因此 ,可 以 说 R... Ri, Ar 
都 是 由 (2.4. 3. 16) 式 决定 的 关系 被 构造 出 来 的 . 但 是 ,(2. 4. 3. 16) 式 仅仅 是 一 个 
构造 的 公式 并 没有 包含 Rs 、R 和 5 符号 任何 意义 上 的 信息 .单纯 任 借 (2. 4. 3. 16) 
式 ( 及 (2.4. 3. 23) 式 ), 所 构造 出 来 的 这 两 个 符号 就 是 没有 意义 的 . 因此 ,要 使 
Risr、R4, 符 号 具有 意义 ,必须 依赖 (2. 4. 3. 25 一 26) 式 的 成 立 . 所 以 ,就 可 以 将 
(2.4.3.25 一 26) 式 当 作 Rus Ri, 的 定义 (意义 上 的 ?公式 . 这 即 说 明 , 在 使 用 内 
区 几何 的 分 析 方法 ,利用 Rij, 、R 包 符号 的 运算 去 构造 关于 曲面 的 曲率 的 各 种 量 
值 时 ,前 提 条 件 必须 是 (2.4. 3. 16) 式 (2. 4. 3. 25 一 26) 式 和 (2. 4. 3. 23) 式 这 几 个 
关系 均 是 成 立 的 . 

因为 这 几 个 关系 式 均 来 自 于 (2. 4. 3. 14 一 15) 式 所 给 出 的 这 一 形式 的 
Gauss-Codazzi 方程 组 . 所 以 , 只 要 Gauss-Codazzi 方程 组 成 立 并 且 上 其 
(2.4.3. 14 一 15) 式 给 出 的 形式 ,那么 ,以 上 所 指 的 诸 关 系 式 就 一 定 成 立 . 从 而 , 利 
用 Rijs、R$, 符 号 对 曲率 作 各 种 内 蕴 几 何 分 析 就 是 可 行 的 . 

但 是 ,(2.4.3.14 一 15) 式 所 给 出 的 这 一 形式 的 Gauss-Codazzi 方程 组 ,完全 
依赖 于 曲面 的 维 数 是 m 一 1 这 一 条 件 . 由 下 一 节 的 分 析 将 说 明 , 当 出 面 的 维 数 是 
n, H n< m— 1, Gauss-Codazzi 方程 组 在 形式 上 就 不 同 于 (2. 4. 3. 14 一 15) 式 给 
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出 的 形式 .. 这 是 因为 ,在 维 曲面 (m 一 m 一 1) 上 ,曲面 将 具有 无 数 个 法 方向 而 不 
只 有 唯一 一 个 (定向 的 ) 法 方向 . 由 此 导致 (2.4. 3. 14 一 15) 式 形式 上 的 改变 ,将 使 
〈2.4.3.25 一 26) 式 的 形式 发 生 改 变 , 即 (2. 4. 3. 25 — 26) RE n HE lli Ill (m < 
m— 1) 上 将 不 再 具有 这 种 形式 . 这 个 情形 就 决定 了 利用 内 蕴 几 何 分 析 方法 去 解 
决 R” 空间 上 的 n 维 曲面 的 曲率 问题 将 面临 的 限制 性 条 件 . 具体 的 分 析 可 见 下 
一 节 内 容 . 

由 行列 式 的 性 质 ,矩阵 的 对 称 性 质 , 以 及 (2. 4. 3. 25 一 26) 两 式 , 马 上 可 知 
几 个 关系 式 . 


对 于 Re 符号 有 
Rag = Ris = R,,, = Ryu =—R,,, =—R,, =— Rn =—R,;, 
Rea = Ray =—R,,, =— Rin i= j and t = k Rf 
—(2. 4. 3. 27) 
Raj = Rap = Rn 当 i=j 时 —(2. 4. 3. 28) 
Roa = 0 X = tor j = k Bf 一 (2.4.3.29) 
Re 十 Ron 十 Re = 0 
R, +R, Ruz = 0 
A ESO 一 (2.4.3.30) 
Ross 十 Ru 十 Re 一 0 
Ri t+ Row 十 Ra = 
对 于 Ri 符号 亦 有 
Ri =— R, 
R 一 0 一 (2.4.3.31) 
Ri, +R + Ri 一 0 
以 上 


(2. 4. 3. 2) 式 是 Gauss 公式 

(2. 4. 3. 3) 式 是 Weingartan 公式 (省 去 Dın? 项 ) 

(2. 4. 3. 24) 式 是 Gauss 方程 

(2. 4. 3. 18) 式 是 Codazzi 方程 

(2. 4. 3. 30) 式 是 Bianchi( 第 一 ) 恒 等 式 . ERR Rs 的 4 个 下 标 中 ,固定 其 
中 的 一 个 (用 黑体 写 出 ) ,其 余 3 个 下 标 次 序 轮换 的 和 为 0511 

但 Bianchi 恒等式 在 Rj 符号 的 4 个 下 标 不 是 互 不 相同 时 ,就 不 是 一 个 独立 
的 关系 式 (已 包含 在 (2.4. 3. 27) 式 之 中 ). 仅 当 Ri 的 4 个 下 标 为 互 不 相同 (这 又 


(1) 参见 ( 张 量 算法 ), 吕 盘 明 ,中 国 科 技 大 学 出 版 社 ,2004 年 第 123 一 124 页 . 
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隐 含 曲面 所 在 的 空间 R” 的 维 数 m > 5) H, Bianchi 恒等式 方 成 为 一 个 独立 的 
关系 式 . 

(2.4. 3. 31) 式 的 第 3 式 则 是 Ricci 恒等式 11 

注意 (2. 4. 3. 27 一 31) 式 给 出 的 关系 式 ( 特 别 是 (2. 4. 3. 27) 式 ) 与 传统 文献 上 
的 表述 是 有 差别 的 . 可 以 预先 指出 ,利用 (2. 4. 3. 27 一 30) 式 便 可 准确 地 确定 R.,,, 
全 部 分 量 中 非 0 独立 分 量 的 个 数 ( 见 下 文 所 述 ) “21 

利用 以 上 成 果 , 即 可 推出 R” 空间 上 的 Gauss 曲率 定理 . 为 此 , 先 说 明 以 下 
引 理 . 

引 理 2.4.3.1 R" 空间 上 的 正则 参数 曲面 片 ,由 


ru) € SC R” u € D.CR" 


表示 . 则 r (u) 0 35 — 38 K ASE t J, 8 0 的 充 要 条 件 , 是 7 ras ras e 
p, ,向 量 组 线性 无 关 . " 

由 (2.4.2.11) 式 即 知 此 引 理 成 立 . 此 引 理 表明 不 为 0 的 第 二 基本 不 变量 是 
不 能 由 产 ，r，…， rw ;向量 组 的 线性 组 合 表 出 的 . 但 是 , 另 一 方面 (2. 4. 3. 25) 
式 表明 ,第 二 基本 二 次 型 矩阵 的 任 一 个 2 阶 子 行列 式 ,都 可 由 第 一 基本 不 变量 及 
其 偏 导数 的 代数 运算 组 合 ( 即 R 符 号 ) 表 出 . 利用 这 个 性 质 , 可 以 得 到 第 二 基本 
二 次 型 矩阵 下 的 行列 式 (或 行列 式 绝对 值 ), 也 可 以 由 第 一 基本 不 变量 及 其 偏 导 
数 通过 代数 运算 组 合 表 出 . 为 此 , 先 说 明 一 般 情 况 下 的 盖 Xz 阶 矩阵 A 的 上 阶 伴 
随和 矩阵 A, 与 A 的 相互 关系 . 

一 般 地 , 设 A € R” 是 任 一 方 阵 ,之 1. k ERL, 2, …, 中 的 任 一 个 . 并 记 


(i-e -ran 


H sis ss to so RRA n AR L, 2, = n Pk 个 数 的 一 切 可 能 的 组 合 .* 


C1) 参见 ( 张 量 算法 ), 吕 盘 明 编著 ,第 123 一 124 H. 
C2) 文献 上 关于 RR 、Rw 这 一 类 符号 的 均 造 形式 并 无 统一 的 规定 . 因此 须 注意 不 同文 献上 类 似 符 纯 
间 的 对 应 方式 , 试 举 下 例 . 在 《微分 几何 初步 } 陈 维 醒 编 著 ,第 138 页 中 ,有 以 下 关系 式 ( 利 用 


Einstein 和 式 约定 ) 
ar ar 
Rb 一 和 


其 中 bp 是 第 二 基本 不 变 基 , 故 对 应 于 本 书 的 符号 是 Cs ,而 好 一 bag ,其 中 ge 是 第 一 基本 二 次 弄 
和 撼 阵 的 赣 矩 阵 元 素 , 故 b: 对 应 于 本 书 的 符号 是 一 Dn. 故 上 式 若 用 本 书 符号 规则 对 应 地 予以 表示 ， 
应 是 由 


Cr Dy 
Ca Da 
故 知 下 标 对 应 关系 Si Pr aj 5c 并 有 对 应 关系 Rips 所 一 Ri 余 类 推 . 


pb — barb — CaaDys + CorDas = 


一 一 Ri 
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的 编号 任意 ,但 在 以 下 顺序 不 变 . 设 有 
一 人 


irs izs o i, 


Ses BIEI, 2, e 的 个 数 的 于 列 . 记 A| s 
Jis Ja os Ja 
ioio =o kS jo jo =o j 列 元 素 组 成 的 子 矩阵 ,并 记 


is i s i n 
ps = afi I | 5 p= 1, 2, =, 
A S ü) 


| 是 4 B 8 


即 pw， 是 矩阵 A Wk 阶 子 矩阵 的 行列 式 . 则 ， 


An p | GQ) 


Pan Fy | FWD 


称 为 A Wk 阶 伴随 矩阵 . A, 矩阵 具有 以 下 性 质 ， 

G) 对 任 一 5 = {is by ets h) PHY is bo ees 于 列 重新 排列 ,A 的 行 
IRIA, | 的 值 不 变 . 

GD 1A |=] A| 

Gii) iW A), Aas =, À, 是 A 的 特征 值 (可 有 重 根 存在 ), 则 A, 矩阵 的 特征 值 
EA, À, A A S h <i <o < i < n), BERE A WIERPEN 
所 有 可 能 的 乘积 . 

k 阶 伴随 矩阵 还 有 其 他 一 些 性 质 , 在 此 不 再 详 述 51). 

利用 以 上 阶 伴随 矩阵 行列 式 与 原 和 矩阵 行列 式 的 关系 这 一 性 质 (ii), 用 
Riemann 符号 Rs，* 即 可 构造 出 第 二 基本 二 次 型 矩阵 下 的 2 阶 伴随 矩阵 . 如 以 上 
作法 , 设 了 是 (m — 1) X (m — 1) 阶 和 矩阵 , 且 m 三 3, 记 


sira ee 2. sss ("7 )= i 
is i Èl, 2, =, m—1 中 的 任意 2 个 数字 ,s, 的 下 标 顺 序 任 意 选 定 . 则 对 于 
Rpa APOR iA t, jAk), i 


G, =s Gsk) =s 


可 取得 下 标 p. z 并 记 


51] 大 阶 伴随 矩阵 的 性 质 及 描述 , 引 自 《 线 性 代数 习题 集 》,H. B. 普罗 斯 库 烈 柯 大 , 周 晓 钟 译 , 人 民 教育 
出 版 社 ,1981 年 ,第 551 题 . 第 969 题 .第 1145 题 及 说 明 , 并 旧 , 那 里 已 附 有 具体 的 证 明 提示 . 
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Raji = n. 


RRi i, j <k i j=l, =, m—2 t, k=2, =, m—1. 则 有 了 的 2 阶 
伴随 矩阵 下 


一 】 
了 := len] besl z =. ("3 ) — (2. 4. 3. 32) 


nj”, )x (77) 阶 逢 阵 . 且 由 以 上 性 质 (i) ,得 


11:1=171™™ 
(m—2)! 


i OD 2 G Sl ” 14 Sas Sy 
m Cato- = GLD mD] + 


所 以 ,可 以 得 到 


a HHI 当 m 是 奇数 

IIS AEDI Smam 4.335 
(2. 4. 3.33) 式 的 意思 是 说 , 当 只 用 第 一 基本 不 变量 及 其 偏 导数 的 代数 运算 组 合 
时 , 则 在 奇数 维 的 R" 空间 上 ,可 以 得 到 第 二 基本 二 次 型 矩阵 下 的 行列 式 值 ,但 在 
偶数 维 的 R" 空间 上 , 则 只 能 得 到 下 矩阵 行列 式 的 绝对 值 . 这 即 是 表示 ,在 偶数 维 
的 Re 空间 上 ,只 赁 第 一 基本 不 变量 及 其 偏 导数 的 代数 运算 组 合 ,就 不 能 判断 出 
了 了 甜 阵 行列 式 的 符号 ， 

再 由 (2. 4. 2. 26) 式 ,得 Gauss 曲率 < 可 表示 成 


r= 4 m 是 奇数 
1 一 (2.4.3.34) 
当 m 是 偶数 


当 m = 3, m 是 奇数 ,Gauss 曲率 就 可 以 用 第 一 基本 不 变量 及 其 偏 导数 的 代数 运 
算 组 合 表 出 ,上 且 此 时 显然 就 有 


| 下 :1 一 Au = Ra =I! (s = {1, 2) 
Riz 
x= 一 一 - -一 一 一 (24.3.35) 
GE n) + (FÍ Fe) — (FI Fa) E Pi) 
可 以 对 (2. 4. 3. 34) 式 给 予 进一步 的 说 明 , 以 看 到 奇 ( 偶 ) 维 的 R” 空间 存在 
的 几何 性 质 上 的 差异 . 注意 由 W 映射 及 主 法 曲率 «; 的 定义 ,在 R” 空间 上 的 曲 
面 上 ,有 m 一 1 个 主 法 曲率 ,上 且 Gauss 曲率 < 是 m 一 1 个 主 法 曲率 «; 的 乘积 .所 
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以 ,的 符号 由 取 负 值 的 ;的 个 数 是 奇数 或 偶数 (0 归于 偶数 ) 来 决定 . 并 且 , 当 曲 
面 定 向 反 向 时 , 主 法 曲率 x; 的 符号 要 改变 . 于 是 可 知 

当 m 为 奇数 , 则 m 一 1 为 偶数 . Gauss 曲率 «一 0=> |J |< 0, WYA m, 
个 主 法 曲率 <0, Hm 定 为 奇数 . 且 还 必 有 m, 个 主 法 曲率 «> 0, 故 m, = 
(m — 1) 一 m 也 必 为 奇数 . 现在 ,改变 曲面 的 定向 (使 定向 反 向 ), 则 原先 取 负 值 
的 m, 个 主 法 曲率 k: 将 取 正 值 (绝对 值 不 变 ) ,原先 取 正 值 的 m, 个 主 法 曲率 «i 将 
取 负 值 (绝对 值 不 变 ) ,但 因为 m, m 均 为 奇数 , 故 在 奇数 维 R" 空间 上 ,在 曲面 
定向 改变 时 ,Gauss 曲率 «的 代数 值 (符号 、 绝 对 值 ) 保 持 不 变 . 

但 当 m 为 偶数 , 则 m 一 1 为 奇数 . 若 曲 面 的 m 一 1 个 主 法 曲率 x; 中 含 及， 
个 负数 值 , 且 含 有 m 个 正 数值 , 即 Gauss 曲率 < 天 0, Ri m, > 0. B m, m; 
中 只 能 是 一 个 为 奇数 另 一 个 为 偶数 . 那么 , 当 曲 面 改变 定向 时 , 若 m, 是 奇数 , 则 
原先 应 有 x < 0, 而 改变 定向 后 便 有 “> 0; 若 m, 是 偶数 , 则 原先 应 有 “< 之 0, 而 
改变 定向 后 便 有 «二 0. 所 以 ,在 偶数 维 的 R" 空间 上 ,曲面 定向 的 改变 使 Gauss 
曲率 «的 符号 发 生 改 变 . 或 者 说 ,在 偶数 维 的 R" 空间 上 , 当 曲 面 的 定向 反 向 时 ， 
只 有 Gauss 曲率 «的 绝对 值 保持 不 变 . 故 在 偶数 维 R” 空间 上 ,Gauss 曲率 «只 
是 定向 改变 时 的 半 不 变量 . 

定义 2.4.3.1 (e Jë R" 空间 (m > 3) 上 正则 参数 曲面 片 的 Gauss 曲率 
* 在 曲面 定向 改变 时 的 不 变量 . 则 R” 是 奇数 维 空间 时 ,x = x; 在 R" 是 偶数 维 
“JH, e =| <|. 国 

简称 x 为 Gauss 曲率 不 变量 . 

定理 2.4.3.2 GXH Gauss 曲率 定理 ) R" 空间 上 xm — 1 维 正则 参数 曲 
面 片 的 Gauss 曲率 不 变量 完全 由 曲面 的 第 一 基本 形式 决定 . l 

由 心 的 定义 , 当 m = 3, 定理 2. 4. 3. 2 就 是 Gauss Egregium 定理 . 注意 , 定 
理 中 的 “m — 1 维 曲 面 " 这 一 条 件 是 不 能 省 略 的 . 

从 (2. 4. 3. 34) 式 可 以 清楚 地 看 到 , 当 且 仅 当 (2.4.3. 25 一 26) 式 是 存在 的 , 才 
能 够 去 用 Ru 符号 构造 出 下 矩阵 的 2 阶 伴随 矩阵 ,并 由 此 得 到 (2. 4. 3. 34) 式 . M 
若 (2.4.3. 25 一 26) 式 不 存在 (或 其 形式 变化 了 ) ,而 单纯 凭借 (2.4. 3. 16) 式 给 出 
的 Ri 符号 的 构造 性 算法 ,就 不 能 够 导出 (2. 4. 3. 34) 式 这 一 结果 . 从 而 也 就 没 办 
法 断言 Ru 符号 可 以 通过 一 些 运算 去 构造 出 Gauss 曲率 . 


附注 1: Runs Riy 符号 的 变换 关系 
已 知 在 R” 空间 上 的 正则 参数 曲面 片 r(u) u€ D.C R” 的 第 一 、 二 基本 
不 变量 矩阵 大 在 一 个 可 行 参数 变换 u = u) 作用 下 ,新 的 第 一 .二 基本 不 变 
量 和 矩阵 7(w)、8() 与 了 、 了 矩阵 之 间 成 立 合同 变换 关系 
ou_ [z 


== 3] i, j= 1,2, =, m—1 
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IW=Q IQ ESI 


记 
了 = [g;] I™'= [g"”] 
I=] Q=[g] Q-'=[q] 
TW=[)] TD=[c] To = [2° 
并 规定 


显然 
Č, = (q'), lq, 
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其 中 (q"), 是 Q" 矩阵 的 第 站 行 向 量 即 Q 矩阵 的 第 i 列 向 量 ,q; 则 是 Q 矩阵 的 第 


了 了 列 向 量 ,所 以 ,可 以 有 


== 
G, m > Cs qaqa 
A 


e 
I 


和 
2) Corgan 
si 


ml 
CN 天 
> Cerqugrm 


tl 


m 
I 


这 里 (及 以 下 ) 引 用 缩写 符号 
SDD 


于 是 可 得 到 
Ran = CC — Ca 


m ma 


à 
= D; C,Coq.qaquq a — 2] C.,Cuqaqaquqa 
Y 1 

>= 


(C.Co 一 C,Cu)q.qaquqa 
B71 


所 以 ， 
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2i 
R. = D Runqaqaquqa 一 (2.4.3.36) 

ag Bye 

(2.4.3. 36) 式 即 是 Run 的 变换 公式 . 


其 次 ,由 于 
I OQ) = Q RDS 
有 
R = a (gg) 
其 中 (9) EQO ERER j 列 向 量 , 即 Q 矩阵 的 第 j 行 向 量 ,(g")' E Q ' 
矩阵 的 第 i 行 向 量 . 所 以 


—(2. 4. 3. 38) 


且 由 于 (2.4.3.23) 式 ,可 知 


g 
所 以 
= x = 
Ri = D (D grga e > R.mnq.qaquqa) 
£! 区 了 
= Ši 
=  R.sqaqaqa ' gq" + Dana" 
KA. y. r. es hel 
因 
3 x = 人 0 一 7 
Zana Ma 
故 
SA “ant 
Ri,= > ()'e7R.ua):qaqaquq" 
SE 
因为 
We 
2 z7R.uor = Rire 
= 
最 终 得 到 Ri, 的 变换 公式 


Ri = 1 Risq.qaq q" 一 (2.4.3.39) 
a 
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附带 易 知 了 (矩阵 元 素 名 有 以 下 变换 关系 


= 
Čo = 2D) gquqg 一 (2.4.3.40) 
eF 


附注 2: Gauss 曲率 绝对 值 的 几何 意义 
设 reER"” xueE DCR ' 是 正则 参数 曲面 片 .< 是 r(Cu) 曲 面 的 Gauss 曲 
Æ. 由 Weingarten 映射 


Ən" arT ži 
c Wa W=II 
故 
Ən" Ən ar" ər. 
De ETA uW” (3. 3. 2. 53) 
所 以 ,两 边 取 行列 式 , 有 
3n” Ən 
au Ju | WI MI 
或 写成 
an on IIT (|x |= TW = VO) 
ðu 3u) 一 x E 


而 由 Gauss 映射 的 几何 意义 ,是 将 曲面 r(w) 对 应 到 单位 超 球面 ( 记 作 RCu)). 则 
在 单位 超 球面 上 ,有 法 向 量 


ng = R(u) 


故 在 & 决定 的 曲面 r(u) 上 的 一 点 和 其 Gauss 映射 的 像 ( 单 位 超 球面 ) 上 的 对 应 
点 处 , 取 微 元 超 立 方 体积 ,并 由 (3. 2. 6.7) 式 给 出 的 关系 ,得 


dV, = |I |? du dus du 


aRT IR |? ank am | š 
dVę = [aRt -£ | dur duzdun-: == == du, duz + dum- 
但 显然 又 成 立 
n =n 
故 
+ 
dv = |Z a) ada sedas À 一 (2.4.3.41) 
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其 中 dV,、dV 分 别 是 曲面 rz 和 单位 超 球面 R(u) 上 对 应 点 处 的 微 元 体积 . 于 是 


2n” an|? 
-Vr | aa _ > 
lz |= W = Ta (2. 4. 3. 42) 


上 式 即 给 出 了 Gauss 曲率 绝对 值 | < | 的 几何 意义 . 
因为 第 三 基本 二 次 型 矩阵 就 是 


所 以 ,上 式 又 可 表 成 
1el= I/II Dt = SE — (2.4. 3.43) 


由 定理 2. 4. 3. 2 的 推导 即 知 ,对 于 | < | 这 一 量 值 ,该 定理 也 是 适用 的 . 


$2.4.4 多 重 矢量 积 ( 续 ) 及 R" 空间 上 nn 维 曲面 的 Gauss - Codazzi 
方程 


考虑 一 般 的 R" 空间 上 的 维 曲 面 r(u) € SCR”, ue D.C R' R1<n < 
m—1, D, 是 单 连 通 开 集 . 设 r 是 D, ->S 上 的 (拓扑 ) 同 胚 映射 , 则 r(w) 是 R” 空 
间 上 的 一 个 n 维 正则 参数 曲面 片 . n = 1, r(w) 即 为 R" 空间 上 的 曲线 , 当 
n=m-1, 则 rw) 即 为 上 一 节 分 析 过 的 m 一 1 维 正 则 参数 曲面 片 511. 以 下 考虑 
1<n < m — 2 的 情形 . 

继续 推广 R 空间 上 的 多 重 矢量 积 算法 . 一 般 地 , 设 


zt ER i=1,2,-, n l<n<m—2 


由 以 上 关于 多 重 矢量 积 的 定义 ,可 以 推广 至 这 里 的 情形 : 
定义 2.4.4.1 iz € R”, i=1, m,n, 1<n<m—2Jn 4 m 维 向 量 ， 
zi 向量 组 的 秩 是 ,规定 z, 向 量 组 的 多 重 矢量 积 是 
Ni 
N; 
N=z Xz, X--Xz, = |. 
Na 
H 


[1] 一 般 R" 空间 上 的 m 维 曲面 (1 < n< m) EREL SULED, EAR RE FRBSE, 
2000 年 ,第 226 页 ,定义 6. 1. 1. 
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Ni= Z2 i=1,2,--,m 
其 中 Z 是 矩阵 
ZP = [zz 


的 第 ; 43885 m 列 元 素 的 代数 余子 式 (行列 式 ). 

这 里 5 是 任意 的 mm 维 向 量 ,z。，z。，…, z 是 z 向 量 组 中 的 任 一 个 极 大 线 
性 无 关 向 量 组 ,ci， ehs e cl;_b 是 与 + 二 1,2,…, 上 向 量 组 线性 无 关 的 
任意 的 向 量 组 , 即 Z” 矩阵 的 前 mm 一 1 列 向 量 组 线性 无 关 . " 

任 取 j = 1， 2，…, m 一 上 组 满足 以 上 定义 条 件 的 ef， ，…, elni- KINE 
组 , 便 可 得 到 N, Nè, ee, NYO RA. N 向 量 组 就 是 z, 向 量 组 正 交 补 空间 的 
一 组 基 向 量 组 . 这 里 ,所 取 的 of， e, =o, ei。 1 向 量 组 是 线性 无 关 的 , 且 可 以 
是 任意 的 , 故 不 妨 就 可 以 取 为 单位 矩阵 1 的 m 个 列 向 量 中 的 任意 的 (mm 一 一 
D 个 .对 于 不 同 的 j, 这 样 取得 的 cf， cl，…， ei。 1-。 向 量 组 之 间 可 以 存在 若干 
相同 的 向 量 ,但 这 样 的 2 个 ci 向 量 组 应 不 全 相同 . 具体 可 由 以 下 举例 说 明 . 

例 2.4.4.1 设 m=4,n=1. 


z= (1, —1, 2, D" 


作 z, 的 多 重 矢量 积 . 
MK cel = e> c: = e, H 
1 1 0 b, 
paria 
2 0 0 b 
1 0 0 b, 
对 Zi” 取 6b, 元 素 的 代数 余子 式 ,得 
0 
0 
N' = 
1 
c2 
JK ci = e, ci = e, 可 得 
= 1 
—1 
N: = 
0 
0. 


Mei = e> à = ee 可 得 
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-no 


N = 
0 


现在 ,ci、c 向 量 与 cj”、c 向量 之 间 都 有 其 中 一 向 量 是 相同 的 , 且 都 不 是 全 部 
相同 的 . 这 样 构造 出 来 的 N',，N*, N: | z, HB N “向量 组 是 线性 无 关 的 , 故 
N"*… 就 是 z, 向 量 张 成 的 线性 子 空间 的 正 交 补 空间 的 一 组 基 向 量 组 . 

当然 ,也 需要 对 以 上 规定 的 多 重 矢量 积 给 予 手 性 的 规定 . 称 行列 式 


Fas sa Bs N's Nt, =, N”: |>0 


时 sz Nt, j = l, es ky hh 一 1，…,m 一 上 向 量 组 为 右手 性 的 (其 中 zz, 、N* 向 
量 组 为 正 交 向 量 组 ). 要 确定 右手 性 的 N° 法 向 量 组 ,只 要 取 士 N" “中 的 一 个 使 
以 上 不 等 式 成 立即 可 . 

取 定 chs h = 1，2，…, m— 1—k, 并 得 到 多 重 矢量 积 N' ,再 用 N' 取代 ci， 
FRA = N, cl =c) h = 2, +, mlk, 得 到 NN*:，…, 并 记 
t =N, h=, 2, =p p=l, 2, |, m—-1—k 

| H =e h=p+l, =, m—1—Ek 


Ch 
这 样 得 到 的 N’, h = 1, 2, s m — k, 由 多 重 矢 量 积 算法 ,一 定 是 正 交 的 向 量 
组 .并 且 ( 若 z, 向 量 组 本 身 也 是 正 交 的 )z，z:，…，zt，N'，N，…，N" “向量 
组 也 一 定 是 R”" 空间 上 的 一 个 右手 性 的 标 架 系 5 11 

由 定义 2.4.4.1 以 及 上 例 可 见 , 因 为 ci; 向量 组 可 以 是 任 取 的 ,所 以 ,在 1 < 
n< m2 的 情形 ,z， i 二 1, 2,…, n 向量 组 的 多 重 矢量 积 在 结果 上 不 是 唯一 
的 .这 是 与 = m 一 1 时 情形 不 同 的 . 但 在 将 这 样 的 多 重 矢量 积 方法 应 用 于 R” 
空间 上 的 n 维 曲面 r(u) u € D.C R", r € R" 人 时 ,将 r(w) 理 解 为 n 维 曲线 ,类 
似 于 $2.3.2 WKF R" 空间 上 1 维 曲线 的 Frenet 标 架 的 极 值 意义 的 分 析 , 可 
以 利用 极 值 方法 ,在 多 重 矢量 积 给 出 的 r(w) 的 法 空间 的 一 组 基 向 量 组 N, h = 
1, ee, m 一 上 的 基础 上 ,得 到 r(wu) 的 法 空间 上 唯一 的 一 个 极 值 基 向 量 正 交 标 架 
向 量 组 . 如 何 建立 这 样 的 正 交 标 架 向 量 组 ,就 是 本 节 要 讨论 的 主要 内 容 . 

设 r(w) € R", u € D. C R° 


—(2.4.4.1) 


r(u) = (X,(u)) Xi = Xis s u) 1<n<m—1 
给 出 了 R” 空间 上 的 一 个 维 正则 曲面 片 . 
JE € R>" JË m X n B Jacobi 矩阵 . 它 的 列 向 量 组 是 r(to) 切 空间 的 一 组 基 向 


C1) AI z, 向 量 组 不 是 正 交 的 , 则 可 称 这 样 的 (z,,N* ) 为 拟 右 手 性 的 标 架 系 . 
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量 组 . 


_ Ər' ar 


I ER 


ðu Ju ~ 
是 正定 的 nXn MERE, IB Rr 8 — 3 k EEE. 
设 经 由 并 的 列 向 量 组 的 多 重 矢量 积 ,已 得 到 了 一 组 r(w) 的 法 空间 的 基 向 量 


N', Nê, e, N” “". 这 里 的 各 个 N 具有 随意 性 . N° 向 量 组 不 一 定 是 正 交 的 ,N* 
向 量 也 不 一 定 是 归 一 的 . 


记 
H=[N', N:, =, N"-"J 一 (2.4.4.2) 
I € RO”, 则 rw) 法 空间 的 任 一 单位 向 量 n, 都 可 以 表 成 
Ht 


n= 一 工 :-- teER-- t40 (2.4.4.3) 
PD? 

显然 地 各 个 N 都 应 被 看 成 是 参 向 量 u 的 函数 ,将 + 也 看 成 是 4 的 函数 + = tu). 

t(w) 将 在 以 下 给 出 的 极 值 规划 中 决定 . 


由 
an Si ƏN dt n aG HTH D P: 1 
au (; 人 au” th au 2 ðu eri) era 


得 到 在 + 向量 决定 的 法 方向 n F 09 r Cu) h i i EA 0k 8 W: 


arT an ðu du ' 
— m L aii (2.4.4.4) 
T Mie B X tj u 参量 有 关 , 而 且 也 与 + 向 量 有 关 . 记 
T=- ani “= 一 a sm m, = N'T Iy 
一 (2.4.4.5) 
可 将 (2.4.4.4) 式 表 成 
TD = 了 =- TY Nm 一 (2.4.4.6) 
r= 
则 rcu) ih EZE m 法 方向 下 的 Gauss 曲率 就 是 
ET] 
PD 一 (2.4.4.7) 


HI Tel] 
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(2.4.4.7) 式 给 出 的 Gauss 曲率 «与 :有关 . 类 似 对 于 R” 空间 中 的 1 维 曲线 
x(s) ,现在 可 对 (2. 4. 4.7) 式 给 出 的 Gauss 曲率 < 求 其 关于 上 的 极 大 值 . 注意 到 了 M: 
阵 与 上 的 选取 是 无 关 的 , 故 这 一 极 值 也 可 表 成 以 下 形式 的 绝对 值 极 值 规划 . 


e PEESI 


— (2. 4. 4. 8) 
st. H't = 1 
这 里 | + | 是 行列 式 运算 符号 . 构造 Lagrange 函数 
L= POLEA +É — HUN) 
便 得 到 极 值 条 件 
PLEAR 2(| S87°|) = qm 一 (2.4.4.9) 


考虑 (2.4. 4. 9) 式 成 立 的 条 件 . 
(A) 车 有 + € R” * 的 一 个 取 法 ,使 


| yT, = 0 
则 就 可 以 同时 取 Lagrange RF £ = 0, (2. 4. 4. 9) 式 就 得 以 成 立 . 所 以 , 记 对 于 
6 ER” “使 
ap (一 0 i=1,2, =m —(2. 4.4.10) 


这 里 的 no 是 指使 (2. 4. AORA r, 向 量 的 个 数 . 
车 对 于 任 取 的 1€ R" 0, 均 有 


ITl=0 
那么 ,只 能 是 ZN =o hh 一 1,2，…, m— n. 这 显然 表示 (wD) 是 R” 中 的 维 


平面 ,这 时 就 可 以 任 取 r(w) 的 法 空间 中 的 一 组 单位 正 交 基 向 量 组 ( 均 为 常 向 量 ) 
作为 法 空间 的 标 架 系 . 


除 此 之 外 ,就 只 能 是 
0 < m <+ °° 
换 句 话说 ,在 R" 中 必 可 存在 上 i=l, |, no 的 向 量 , 且 有 
I 00120 or 17(o1:>0 一 (2.4.4.11) 
成 立 . 


以 下 总 假设 (2. 4. 4. 11) 式 成 立 , 即 r(ua) 是 非 平面 的 情形 . 并 只 在 
17 CO 1 天 0 的 场合 考虑 (2. 4. 4. 9) 式 成 立 的 条 件 . 所 以 有 
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(B) 设 | 下 CD | 天 0. 由 (2.4.4.9) 式 , 令 
a= pW 
便 知 应 要 求 成 立 
3 PLEAD) = AT — (2.4.4. 12) 


易 知 (2.4.4.12) 式 给 出 的 极 值 条 件 , 刚 好 就 是 以 下 极 值 规划 的 充 要 条 件 


人 son 一 (2.4.4.13) 
s.t Pit = 1 
继而 考虑 (2. 4. 4. 12) 式 给 出 的 极 值 解 4 . 


(B.1) n = 2 的 情形 . 易于 理解 ,由 行列 式 展开 规则 即 知 , 记 
Ira |= |S n| = Fani s tna) 一 (2.4.414) 
= 
MJ FEO ER h, tas ts tm-, 的 n 次 齐 次 m 一 n 元 多 项 式 .所 以 , 当 nn 二 2 


时 ,(2.4.4.12) 式 等 号 的 左边 总 可 表 成 
aF 
Mt 

HVF 是 与 + 无 关 的 矩阵 . 
故 (2. 4. 4. 12) 式 可 表 成 


_ 3 Pur s sm [ZE z 
=ĝQIOD=VF. VF= EAR (2.4.4.15) 


[V:F An" T] = 0 -(2.4.4.16) 
由 于 IT I J ESE E BE VF 是 对 称 矩 阵 , 故 特征 多 项 式 
IWF 一 MITII= 0 —(2.4.4.17) 


Ëf m — n ERORA, CHBIFRKSO ,每 个 为 又 可 按 (2. 4.4. 16) 式 决定 对 应 的 
特征 向 量 tyo EL t, 决定 的 单位 法 向 量 


n, = lt, j=1,2, =, m—n —(2. 4. 4.18) 
一 定 又 是 相互 正 交 的 . 
由 此 ,就 可 以 得 到 r( 四 法 空间 的 克 ，7 = 1, 2, …, mm 一 这样 一 组 单位 正 交 基 
JER. n, 向 量 组 经 符号 选择 和 下 标 重 排便 可 得 到 所 需 的 法 空间 标 架 系 ( 见 下 文 ). 


(2.4. 4. 16) 式 在 形式 上 类 似 于 在 m 一 1 维 曲 面 的 切 空间 中 所 构造 的 
Weingarten 映射 的 关系 式 . 并 且 ,在 (2.4.4. 13) 式 极 值 规划 的 形式 下 ,以 上 决定 


的 t, 也 已 将 前 述 的 t; 包含 在 内 . 
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这 样 所 得 到 的 r(u)? 法 空间 的 单位 正 交 基 向 量 组 n, 显然 具有 唯一 性 . 并 且 ， 
由 于 特征 向 量 t; 连续 地 依赖 于 矩阵 元 素 的 性 质 及 可 微 性 511, 即 知 ， 


t = t, (8) 
可 微 函 数 是 存在 的 . 
(B.2) in > 3. 在 这 一 情形 下 ,由 于 一 般 地 不 能 成 立 
aF 2 
we ViF et 


关系 ,所 以 ,不 能 得 到 (2.4. 4. 16 一 17) 式 的 条 件 . 也 就 是 说 ,对 于 ”之 3 的 情形 ， 
不 再 能 直接 利用 矩阵 特征 值 方法 去 求 得 r(u) 法 空间 的 一 组 单位 正 交 基 向 量 组 . 
XW S 2.3.2 节 关于 R" 空间 上 的 1 维 曲线 x(s) 的 主 法 方向 V% 的 极 值 意义 
是 x(s) 的 法 方向 n 中 ,使 曲线 x(s) 在 (Vx, n) 张 成 的 2 维 平面 上 的 投影 曲线 的 
(相对 ) 曲 率 取 极 大 值 的 那个 法 方向 ,现在 ,对 于 n > 3 时 ,R" 空间 中 的 n 维 曲面 
r( ,可 求 得 r(w) 的 法 空间 中 使 r(w) 的 Gauss 曲率 取 极 大 值 的 最 大 值 的 法 方向 
EH rD ERR É m. 
也 就 是 说 m 由 以 下 条 件 极 值 规划 给 出 
Ni: PA seo — (2.4.4. 19) 
st (TH'IR = 1 
构造 L 一 函数 如 以 下 形式 ， 
L= 0 |+$a rm) -(2.4.4.19a) 


(2.4.4. 19) 式 规划 中 的 目标 函数 | 了 (1) |= FA) 是 4 的 连续 可 微 函 数 , 且 约束 
条 件 
ftED={ 人 rr 一 1 t€ R"-") (2.4.4.21) 
决定 的 D, 是 R"" 上 的 一 个 闭 紧 集 ( 椭 球 面 ). 由 连续 函数 的 性 质 即 知 ,(2. 4. 4. 
19) 式 规划 的 极 大 值 解 一 定 可 在 + € D, 上 取 到 ( 见 下 文 分 析 ). 
先 设 (2.4.4. 19) 式 规划 的 极 大 值 解 i € int D,. int D, 表示 D, 的 内 点 
集合 . 
int D, = (t| II = 1 ER 1¥0 Vi 
一 (2.4.4.22) 
出 (2. 4. 4. 19) 式 规划 解 的 一 阶 必要 条 件 即 (2. 4. 4. 12) 式 ,将 其 重新 写 出 ,并 
表 成 以 下 形式 


Cl) 参见 (特殊 矩阵 ), 陈 景 良 、 陈 向 晖 . 见 前 注 . $3.13 Ë 89.5. 
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E arm =o 一 (2.4.4.23) 


由 (2.4.4.23) 式 给 出 的 m 一 n 个 方程 式 , 青 加 上 约束 条 件 , 即 构成 以 下 的 m 一 n 十 
1 个 方程 式 


əF 
S MUI = 0 
fa 一 (2.4.4. 24) 


1—fI'Ik = 0 


就 刚好 给 出 待定 向 量 (m 一 n 维 )t MRTA 的 值 . 
由 站 函数 定理 ,在 


EN CLAE EAV DEE EPR < 
AE arm) |= viro AIH |Z 0 (2. 4. 4. 25) 


时 ,(2.4.4.23) 式 方程 组 可 以 决定 函数 + 一 t(u, 2), 并 由 


C u, DII Cu, A) = 1 — (2.4.4. 26) 
的 条 件 B| 8 QER H = Mu) 的 事实 并 见 以 下 的 分 析 )， 
à = Co) 
从 而 存在 
f = tu, ÀG) = t(u) 一 (2.4.4.27) 


其 中 上 是 使 (2. 4. 4. 24) 式 成 立 的 向 量 . 
如 果 (2. 4.4. 25) 式 不 能 成 立 , 先 假设 对 上 = 1，2，…， m 一 nn 的 某 一 个 有 
(E-an) 


Iltis etts bacis basis “ts Emons À) | 


0 — (2. 4. 4. 28) 


Uk = j MHE (2. 4. 4. 28) 式 成 立 . 仍 由 隐 范 数 定理 , 便 可 解 出 


=G) i=1,2,-, m—n ij 


j t 
=I ) 一 (2.4.4.29) 
再 由 


m = l —(2. 4. 4. 30) 
得 到 


函数 ,从 而 总 有 
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t = iG, GD) = iG) = tQ 一 (2.4.4.31) 


形式 的 函数 存在 . 

在 以 上 的 论述 中 ,24(u) , t Geo 函数 的 存在 还 可 以 给 予 一 个 说 明 . 以 (2. 4. 4. 26) 
式 决定 的 À(u) 函数 为 例 ,其 实 , 这 只 要 (2.4. 4. 26) 式 有 解 A(w) 即 存在 . 

现在 ,由 前 面 的 假设 ,F() 极 大 值 时 的 ti € int D,, 故 (2.4.4.24) 式 给 出 的 
方程 组 必 有 人 解 . 即 是 说 (2. 4. 4. 26) 式 给 出 的 解 4(w) 一 定 存在 . L (u) 函数 的 存在 
也 类 似 . 

所 以 ,由 (2.4.4. 27) 式 或 (2.4.4. 31) 式 给 出 的 上 = 10) 函数 也 - 定 存在 . 

当 这 样 所 给 出 的 上 是 唯一 的 ,那么 全 一 人 一 ta. 当 这 样 给 出 的 人 有 个 ， 
就 取 

=h |CO) |= max] (TCD D | 
v 
BD A ff t = n (u) 形式 的 函数 存在 . 这 里 |(| 。|)| 表 示 行 列 式 绝对 值 . 这 即 
相当 于 取 极 大 值 中 的 最 大 值 ( 仍 简称 为 极 大 值 ). 

并 且 , 这 样 给 出 的 tw) 函数 在 一 定 条 件 下 必 是 关于 u 的 连续 可 微 函 数 ( 见 下 
文 分 析 ). 这 可 由 F(t) 的 构造 及 矩阵 IT' 的 构造 均 只 为 u 的 可 微 函数 的 四 则 运 
算 构 造 出 来 的 函数 (系数 .元 素 ) 所 组 成 即 知 . 

由 这 样 给 出 的 tr 便 可 决定 ru) hy Gauss 曲率 取 极 大 值 的 单位 法 方向 m. 


m = it; 一 (2.4.4.32) 
继 设 (2. 4.4.19) 式 规划 的 极 大 值 解  € 9D,. 9D, 是 D, 的 边界 点 集合 


CFB =) tER™ #0 #=0 i=],2,.%,m—n—k 


aD, = E e R 
ij j=j s je k2>21 


—(2.4.4.33) 


只 需 考虑 (2.4.4.33) 式 中 4 — 0 的 总 数 &== 1 的 情形 ,上 > 1 时 情形 完全 类 
似 . RWU tmn = 0. 显然 ,(2. 4.4. 19) 式 规划 现 可 表示 为 


Y [Br | 


st PUMmMi=1 


E= Chis ty asa)  — (2. 4. 4. 34) 


HUD, 则 是 I 矩阵 的 前 (m — n — 1) X (m — n — 1) 阶 顺序 主子 矩阵 . 对 
(2. 4. 4. 34) 式 规划 重复 以 上 的 分 析 , 且 由 于 
E = (9%, time) € int D! 
Do ki % 站 一 (2.4.4.35) 
i = {|D = 1 tE R°”! #0) 
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UTAKE = nG) 函数 存在 . 这 样 , 令 


一 B Jš my [°] 


即 可 构造 出 tt 一 Cu) 函数 . BRE € 3D, 的 情形 下 ,极端 的 情况 就 是 
(2.4.4.33) 式 中 的 = m 一 n 一 1, 从 而 tr 的 分 量 中 除 一 个 t A 0 外, 其余 的 均 


为 0. 这 时 , 易 知 只 能 有 
t =+ lN 


上 式 等 号 右边 的 符号 的 选择 见 下 文 说 明 . 这 种 情况 下 ,就 直接 规定 


一 (2.4.4.36) 


t = tb(u) = (0, +, 0, + INE, O, e, 0)T 一 (2.4.4.37) 


综合 以 上 的 分 析 ,就 可 以 说 ,利用 N, 规划 ( 即 (2. 4.4. 19) 式 ), 在 ?三 3 的 场 
合 ,总 可 以 确定 出 后 = n (u) 函数 ,并 且 , 在 以 按 (2.4.4.32) 式 给 出 的 单位 法 方 


向 m 下 ,r(w) 曲 面 的 Gauss 曲率 绝对 值 取 为 最 大 值 . 
在 已 确定 n 时 ,继续 构造 以 下 规划 ， 


BA: |7 (0) |= FW 
N | mm=1 
I P =0 
构造 工 一 函数 
L = +0 TID br 

得 到 其 一 阶 必要 条 件 是 

aF = 

r — ÀT" It = Yn, 
与 关于 (2. 4. 4. 19) 式 规划 的 分 析 相 类 似 , 可 以 推 知 存在 函数 


人 = t, (u) 
m = Ilt; 


并 且 | QZ a) |) |= max | QF G) |) | & t; Fi = 1. 


RENA t € int D, 的 情形 为 例 , 并 因此 有 
| VÍF — ÀT |+ 0 
从 而 ,在 (2.4.4. 40) 式 中 ,可 解 出 
t= Q, O 
并 且 


《2 


一 (2.4. 


一 (2.4. 


— 2. 4; 


一 (2.4. 


4. 


4. 


4. 


4. 


4 


. 38) 


39) 


40) 


41) 


25) 


. 42) 
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3 = [VF — ATI] I 


z — (2. 4. 4.43) 
3t = [VF — A M] T" n 
存在 . 
再 由 约束 条 件 
“MMA, O = fQ, O = 0 一 (2.4.4.44) 
便 决 定 了 4, 之 间 的 隐 函 数 关 系 . 并且， 


ua p = ura = n} OVF AIN] "n, — (2. 4.4.45) 


HFE, A, HIRE C. 4. 4. 38) 式 的 极 值 处 取 值 , 故 若 (2. 4. 4. 38) 式 不 为 0, 如 N, 
规划 有 极 大 值 解 , 那 么 ,在 极 大 值 解 处 矩阵 CVF — AT'IT] 必 应 是 约束 负 定 的 (可 
见 8$6 章 内 容 ) 
这 时 总 有 
afa, D 
ara D #0 


从 而 在 (2. 4. 4. 44) RP ET fg ih KR ç = tQ) 〈 详 见 以 下 分 析 ). 再 利用 
CA, ADTA, A) = 1 


的 条 件 即 可 决定 4 = Alu) 及 局 = t (u) 函数 . 
如 果 (2. 4.4. 45) 式 为 0, 那么 , 取 


SAD nn nav MA nm 一 (2.4.4.46) 


应 有 
2, r [9] +0 


否则 即 是 说 1 与 4,$ 无 关 , 但 这 显然 是 不 可 能 的 . 所 以 ,此 时 可 从 (2. 4. 4. 44) 式 
中 得 到 4 = ACO 函数 ,并 进而 再 得 到 
AW, DIT'IRQ (O. H 一 1 
B E= gu) fl t; = t, (u) 函数 . 
总 之 ,从 N 规划 中 ,总 可 以 确定 (2. 4. 4. 41) 式 是 存在 的 . 
如 此 ,继而 可 递 推 构造 Ne 规划 ， 


max: |F (t) |= FW) 
N, | eri =1 一 (2.4.4.47) 
nt =0 i=1,2,--,k—1 


$2 R" 空间 上 曲线 .曲面 的 标 架 与 基本 形式 ”119 


JËH k = 1, 2, -—-—, m—n—1 É N, 规划 , 便 可 得 到 
Bis War my Raoi 
单位 正 交 向 量 组 . 
利用 这 样 得 到 的 法 向 量 组 ,与 Z = [5 h "> A] 的 列 向 量 组 , 作 多 重 撩 
量 积 便 可 得 


— P X h Xe X F, X m X n; Xe X An-ni 
FA 


现在 ,这 样 得 到 的 m 个 向 量 ,其 中 六 ，…, F, 是 r(w) 的 切 空间 的 极 大 线性 无 关 
向 量 组 ,m ，…，mnw-" 是 法 空间 的 极 大 线性 无 关 且 正 交 的 单位 向 量 组 ,它们 就 是 
rlw) 曲 面 上 的 一 个 ( 拟 ) 右 手 性 的 局 部 标 架 系 . 

在 这 个 局 部 标 架 系 上 ,r(w) 曲面 在 四 ，…，mn-。-!' 法 方向 上 ,递减 地 取 到 
Gauss 曲率 绝对 值 的 第 1 极 大 值 2 极 大 值 …. 

这 个 情形 类 似 于 R" 空间 上 的 1 维 曲线 在 Frenet 标 架 上 取 到 的 绝对 曲率 、1 
阶 、2 阶 … m — 3 阶 挠 率 (绝对 值 ) 和 m 一 2 阶 挠 率 代数 值 . 并 且 ,由 多 重 矢 量 积 算 
法 ,这 样 构造 出 的 标 架 系 一 定 是 右手 性 的 (如 果 r, 是 正 交 向 量 组 ), 

这 里 附带 可 以 说 明 , 在 以 上 给 出 的 (2. 4. 4. 47) 式 的 N, 规划 中 ,如 构造 
Lagrange 函数 


(2.4.4.48) 


= 


LG, A = FO 十 (1 一 AD) 一 MnTIt (n, BAD 
= 
则 一 阶 条 件 


iai 
aE = I'm + YAn 
= 


中 的 乘 子 ( 函 数 )X*、X' 一 定 是 存在 的 . 这 可 由 等 式 约束 的 极 值 规划 的 以 下 定理 
44a 
定理 2.4.4.1 设 F、g，i=1,…,n 是 DC R" 上 的 实 值 函 数 , 且 在 一 邻 
域 N, (x°) CD 上 ,连续 可 微 , 则 在 以 下 极 值 规划 中 
极 值 : F(x) 
st gx)=0 i=1,--, n 


Ék x 是 xE N, (x° ) 的 局 部 极 小 (大 ) 值 点 , 当 g OD hy Jacobi $š BE fE x° 点 的 秩 为 
n( 即 行 满 秩 ) , 则 存在 实数 ,成立 


C13 《 非 线性 规划 》 上 册 ,M. Avrial, 上海 科技 出 版 社 ,1979 年 ,第 15 页 ,定理 2. 6, 更 详细 的 说 明 可 见 本 
书 $6 章 内 容 . 
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VE) = JJA; Vg: (x°) 
= 


= 
现在 N, 规划 中 ,F(t) 和 约束 条 件 函 数 关 于 + 的 连续 性 显然 . 且 约 束 条 件 函 
数组 的 Jacobi 矩阵 一 定 是 行 满 秩 的 . 这 可 以 将 工 和 矩阵 取 为 列 正 交 矩阵 即 知 . 由 
多 重 矢量 积 算法 ,将 了 和 矩 阵 取 为 列 正 交 甜 阵 一 定 可 以 作 到 . 
现在 将 极 大 值 规 划 重新 写成 以 下 形式 


max: F(t, u) 


一 (2.4.4.49) 
s.t. ft u, a)=0 
Gu a) =a 一 rm 下 a> 0 


将 (2.4.4.49) 式 中 的 w、a 看 成 是 参数 (向 量 ). 以 上 规划 仍 在 于 求解 满足 约束 条 
件 的 变量 上 则 由 以 上 分 析 , 极 值 规划 的 解 函 数 +* 存在 , 则 4" 必 可 表 成 1* (u, a). 

记 

F(u, a) = F(t' (u, a), a) 
并 称 F(w,，a) 是 极 大 值 函数 . 同时 注意 , 记 
Slu, a) = {t | f(t, u, a) = 0, t € R"™"} 

则 Scu, a) 是 一 项 约束 集合 . 

显然 ,F(u, a) 极 大 值 函 数 也 可 看 成 是 以 下 规划 的 解 


F(u, a) = max: F(t, u, a) 
s.t. t€ Su, a) 


这 只 要 取 上 = t (u, a) 的 形式 就 可 即 知 这 一 点 . 


定理 2.4.4.2 (最 优 值 的 存在 性 ) 如 果 约 束 集 S 是 非 空 且 紧 的 ,函数 下 关 
于 上 是 连续 的 ,那么 (2. 4. 4. 50) 式 的 极 大 值 规 划 存在 解 1* . 


一 (2.4.4.50) 


C 
定理 2.4.4.3 《〈 最 优 值 解 的 唯一 性 ) 如 果 下 是 关于 + 严格 目的 , 且 约 东 集 
合 S 则 是 凸 的 , 则 最 大 值 解 r 是 唯一 的 . 
C 
令 tu, a) 是 (2.4.4.50) 式 规划 的 一 个 解 . 当 参 数 a( 或 4) 变动 时 ,t(u、a) 
就 在 (u、a) 与 R"" 空 间 上 实现 了 一 个 映射. 
定理 2.4.4.4 KEEP FU, wu) 为 有 一 紧 值 域 的 函数 ,假设 约束 集 
合 S 是 (u, a) 的 一 个 非 空 、 紧 且 连 续 的 对 应 ,那么 ,(1) 极 大 值 函数 F(u, a) 是 一 
个 连续 函数 ,(2) tu, a) 是 一 个 上 半 连 续 的 映射 . 
= 
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这 几 个 定理 均 可 应 用 于 N, 规划 . 关于 tu, a) 函 数 的 可 微 性 质 , 以 下 还 有 进 
一 步 的 说 明 . 
定理 2.4.4.5 〈 包 络 定理 )“!) 设 极 大 值 函 数 F(u, a) 连 续 可 微 , 则 


9F(u, a) _ ILU, u, a, À) aF(u, a) _ 9L(t, u, a, À) 


Iu; du; Ja Ja 
HH LU, u, a, à) = F, u) + 20 u, a) = 
由 下 、f 的 构造 , 即 知 ， 
Fu, a) _ 
aa 


故 4 函数 的 连续 可 微 性 质 由 极 大 值 函数 F(u，a) 的 连续 可 微 性 质 决定 . 当 Fu, 
a) 是 三 阶 可 微 时 ,4 必定 就 可 以 是 二 阶 可 微 的 . 


由 (2.4.4. 24) 式 ,可 以 理解 ,以 上 给 出 的 ECu) 向 量 ,具有 相反 的 2 个 方向 的 
选择 即 4、 一 人 方向 的 选择 . 这 是 因为 在 (2. 4. 4. 24) 式 中 的 第 1 组 方程 组 中 , 王 
是 n 一 1 次 齐 次 多 项 式 , 当 n 一 1 是 奇数 ， 

ƏFC D __ ƏF(D 
at at 
M n 1 是 偶数 , 则 
aF t) IF 
ðt a 

MURO. A 是 满足 (2.4.4. 24) 式 的 一 组 解 . 在 n 一 1 是 奇数 时 ,选取 4 符号 不 
变 , 则 一 上 向 量 和 》 是 满足 (2. 4.4. 24) 式 的 解 . 当 -1 是 侦 数 , 则 选取 和 为 一 和 ， 
则 一 向 量 与 一 是 满足 (2.4.4. 24) 式 的 解 . 

这 即 是 说 ,tf、 一 ? 是 (2.4. 4. 24) 式 的 一 对 共 瑟 解 . 故 上 存在 符号 选择 . 这 实 
际 是 说 raD 曲面 的 法 方向 n= Ht, 存在 定向 选择 问题. 

可 以 这 样 予以 选择 n, 或 一 ma 为 主 法 方向 , 即 当 n 为 偶数 时 ,任意 选择 n, 

一 1，2，…， m=n— l 的 方向 , 当 n 为 奇数 时 , 则 选择 nm 或 一 n, 中 的 一 个 , 且 使 


MI '| 在 nm, 或 一 mn, 方向 下 为 非 负 的 .在 n; 中 的 前 m 一 n 一 1 个 方向 按 上 法 选 定 ， 
MÜ n... 的 方向 总 可 由 (2. 4.4. 48) 式 直接 确定 . 


C1) 定理 2.4.4.2 一 定理 2.4.4.5 引 自 (微观 经 济 学 ), Hel R，Varian, 周 洪 等 译 , 经 济 科学 出 版 社 ,1997 
年 ,第 540 一 541 页 及 537 页 Š 27. 7 极 大 值 的 存在 与 连续 性 只 是 将 原 书 定理 中 的 单 参 数 a 拓展 为 
(u, a) 参 数 向 量 , 且 符 号 有 所 不 同 . 
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由 标 架 系 确定 的 统一 性 ,对 前 述 的 ”= 2 时 直接 利用 和 矩阵 的 特征 值 方法 得 


到 的 r(u) 法 空间 的 单位 正 交 基 向 量 组 & ，…, n. .的 下 标 排序 给 予 上 述 方式 的 
重 排 . 


in, "=, n, ,是 = 2 时 由 (2.4.4.17 一 18) 式 决定 的 单位 正 交 法 向 量 


组 . 令 
A 
n = (Hn; 


JEP CGO RRF n, 的 方向 上 任意 的 选择 , 旦 


À 
art acad | | _ | _ art acond) 
-€ Iu )|= ma. .|(| ðu Ju )| 
递 推 地 选择 , 令 
m = (+)n, 
Ren, 使 下 式 成 立 ， 
art oR) | | _ art Ə(GtOnO) 
-€ Ju [=a max mkl au )| 


等 等 ,直到 选 定 m, ms to nm-,-1. 然 后 ,由 ( 拟 ) 右 手 性 要 求 ,以 
[P Pes Pa mo Pas =s Re CHR, |> 0 
条 件 确定 
nan =n, 

其 中 户 下 标 是 1，2，…, m- n 中 划 去 以 上 各 步 选 择 中 已 确定 的 &,，h，… 等 m — 
n 一 1 个 标 后 所 余下 的 那个 下 标 ,而 “( 士 )” 表 示 使 以 上 行列 式 为 正 数 的 一 个 选择 . 

在 这 样 的 重 排 下 , n = 2 5 n> 2 的 情形 在 n, 法 方向 给 出 r(w) 曲 面 的 Gauss 
曲率 (绝对 值 ) 极 值 意 义 上 就 完全 一 致 起 来 . 

附带 指出 ,在 以 上 关于 极 值 规划 N. 的 求解 中 得 到 的 工 一 乘 子 (在 nn 一 2 时 


即 为 (2. 4. 4. 17) 式 给 出 的 特征 值 ) 与 下 矩阵 行列 式 的 关系 . 由 (2. 4. 4. 23) 式 (或 
《2.4.4.40) 式 ) 以 及 FOEK L 的 ?次 齐 次 多 元 多 项 式 的 性 质 , 有 


+aF 
at 


=nF(O0 = n |l (| —(2.4.4.51) 
所 以 ， 


à= nE] — (2. 4.4.52) 
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当然 ,如 果 (2. 4. 4. 19a) 式 ((2. 4. 4. 39) 式 类 似 ) 的 工 一 函数 取 成 
L =| (O + 一 上 DT) 
的 形式 ,那么 ,(2. 4. 4. 52) 式 就 是 


2A= nl (t) | 一 (2.4.4.53) 


其 中 上 是 使 N; 规划 取 极 值 的 向 量 1. c 12 
BEDA, fE mi, =, mn- 是 以 上 极 值 规划 中 得 到 的 单位 正 交 法 向 量 组 时 ,在 
na v n, ,1 法 方向 下 rcu) h y Gauss 曲率 绝对 值 < 可 由 


“和 MI” i=1,%,m—n—l 一 (2.4.4.54) 
或 
k= AL ro i=l, smn] — (2.4.4. 55) 


Iepa 是 使 成 为 N, 规划 的 极 大 值 解 的 乘 子 . 

类 似 推论 2. 3. 1.1, 对 于 R" 空间 上 的 维 曲面 r(w) 有 以 下 推论 . 

推论 2.4.4.6 tru) € R" u€ D, C R" J R” 空间 上 的 n 维 正则 参数 
曲面 片 (函数 ). m,n ，…,n,-. 是 r(w) 法 空间 的 极 值 正 交 单 位 法 向 量 组 . 如 果 
对 于 六 之 1 的 某 个 下 标 , 有 


=0 


_ ar om 
ðu Ju 


则 


3r” Inj 
ðu Ju 


=0 j=1,2, =, m—n—h 


T,G) = {t | CT = 1, nt = 0, i= 1, 2, =, k—1) 
是 N, 规划 约束 条 件 决 定 的 上 变量 的 集合 . 则 由 Ta O C TO 即 可 推 知 这 一 
推论 成 立 . 
从 以 上 关于 nn 维 曲面 r(wu) 的 法 空间 上 的 极 值 意义 下 n, 单位 正 交 基 向 量 组 
的 构造 方法 可 见 , 为 不 致 于 引起 用 语 混淆 ,应 将 这 样 得 到 的 法 方向 n, 称 为 (第 D 
主 法 方向 . 所 以 ,应 将 nn 一 m 一 1 时 由 Weingarten 映射 特征 多 项 式 决定 的 切 空间 


51] (2.4.4.52 一 53) 式 在 四 (0 | 为 只 与 uw 参量 有 关 而 与 + 无 关 时 ,就 不 再 有 意义 . 
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上 取 极 值 Gauss 曲率 的 那些 切 方向 
称 为 主 切 方向 511 

在 nn 二 m 一 1 时 ,r(w) 只 有 唯一 的 法 方向 (由 多 重 矢量 积 给 出 ), 故 这 一 法 方 
向 自然 就 是 主 法 方向 .在 n 二 m 一 1 时 ,对 n= 1 决定 的 1 维 曲线 x(s), 主 法 方向 
由 Frenet 标 架 系 决定 的 方向 给 出 ,而 切 方向 只 有 唯一 的 一 个 Vx. Vx 自然 就 是 主 
切 方向 .在 1 二 n<<m 一 1 时 , 主 法 方向 由 以 上 的 N, 极 值 规 划 给 出 , 主 法 方向 
mo s Nu- MER fE n, 主 法 方向 下 的 对 应 的 主 切 方向 可 用 Weingraten 映射 
特征 值 方法 决定 . 对 此 下 文 还 有 具体 说 明 . 以 下 先 给 予 上 文 的 极 值 规划 方法 作出 
几 个 示例 ,以 便于 理解 、 

例 2.4.4.2 设 尺 空间 上 有 以 下 正则 2 维 曲面 片 


传统 上 称 其 为 主 法 方向 的 方向 


现 改 


Tı = mi (ui us) 
=+ = au, + bu 
rlu): Ne FE a, b—const 
m =u 
= = Ms 
以 下 求 出 ra) REEE m, n. 
H 
ati 9 A 
T a BSI 3 T ai 
É EEL -6 + (22 
D o b+ 3a au 1+6 + (3E) 
起 ,| 
选取 cl = e, 由 
N' = Xi: Xe =N! = (0, 1, —a, 一 7 
再 由 cf = e 
T 
N= h XhXe=N = (—1, 0, Z, SE) 
1” us 
这 里 不 取 


N: = P, X > X N' 
的 方式 ,是 为 了 简化 N 的 形式 以 方便 下 面 的 推导 . 
记 区 法 空间 的 单位 法 向 量 是 m 一 (mm ， m ma, n.) 


51] 这 一 改称 仅 局 限于 本 节 内 容 . 
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一 人 Ra 二 Na 了 =- LN,N] 
G" t) 
因为 N' 是 常数 向 量 ， N = 0. 故 由 (2.4.4.6) 式 


Tw =— r" ƏN° 


ðu Iu 
由 
o 0 
2 J  Iuðu, 
N = | 00 Vr, = i rYA 
ðu 4 Pz Pr 
L Vai Judu Ph 


PRVA (e C = 1 条件 下 ,直接 取 ， 


I = (0 =—t Vr 


于 是 
IEW |= ġ | Vz |= FO 
由 极 值 规划 
pr Å | Vs | 
st PH =l 
H [PB n = 2 
FO) = ë | Vr | 
由 (2.4.4. 17) 式 
vF = Ë s ] 
0 2|V | 
nz l+at+b (eiat a) 
(eitea) 1+ (3e) + (36) 
imanis ira te (FEY + (EY + (ota i) >° 
以 及 


| VEF — AM" H |= 0 
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直接 计算 即 得 特征 多 项 式 
OAH +E) | Vix | 一 II 202 = 0 
所 以 有 2 个 特征 值 


— 21 +a +b) | Vm | 


N=0 x rni 


Dea =0 
"H = 1 


决定 1.: 对 应 的 特征 向 量 Pa, z- 
HFA = 0, 有 


由 L, 决定 法 方向 


类 似 地 ,由 Ae 可 决定 ta. 从 (2. 4. 4. 16) 式 可 得 
Əx, CESI 
A pa na 
14a +b 
t 是 待定 参数 . 从 约束 条 件 可 得 


HPI = (+a +) I= 


故 
¿Ea 
VI 十 到 十 不 | T|: 
由 此 最 终 可 得 
Zi zi 
ñ 1 Eh 
t,=+-——— | S 
AFEFE ma | ipag 


以 及 


一 (2.4.4.16) 


一 (a) 
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— (+a +b) 
am ，，azi 
TA 


n = Ht, = an | 一 (b 


1 
hh ao na 3x 
Vita FE J| n |t A+ Fa TË Tu 
az, 
Juz 


az 


a 


十 (1 十 a2) 


DEn, |n. 


EA Ə°x, CEN EN 
' N ig Ju, duz ar _ |auau Ik 


r=- [Zin Pr a 
= [Ju,ðu  Ju,ðu :] 


的 关系 ,直接 可 验证 


I'= [0] py te t 2. 
|En |? 


由 此 可 验证 (2.4.4.52) 式 的 关系 . WM À, ERA m = 4, n= 2, 即 有 


Ak = 2e] 


Mit | Viri | 0, 则 按 以 上 关于 主 法 方向 的 规定 ,可 取 nm 主 法 方向 为 ma( 符 
号 任 取 ,如 取 (b) 式 中 等 号 右边 取 为 十 号 ) , 则 由 于 


9 3z 号 tp 

Jin Ju A+a +h) 0 
Bii 直方 

a. $ Ju, © Ë Fu L ö 

š < 

?az abl 一 

1 0 A+ a EPS a 

o 1 =b 4a o 
Iu ðu: 
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—(1+a +b) 
zi yp? 
Ju, Ju: 
mi 一 1 a a 
pm =i mnit 2) DE ba 
/T+a ir | dik a+ 3 3 
2 z) 92, 
b a TUHA a 
0 
M 一 1 = 
° /iTad+6| a 
b. 


aZ, n, m 即 为 rw) 曲面 上 的 局 部 标 架 系 . 本 例 中 的 2 维 曲 面 在 m 法 


方向 下 是 有 非 零 Gauss 曲率 的 曲面 ,而 在 n, 法 方向 下 则 相当 于 是 一 个 2 维 平 面 . 
例 2.4.4.3 R* 空间 上 的 2 维 曲面 


xX, = cosu 
Ta = sinu 

rlu); 4x, = cos v u = (u, v)" 
x, = sinu 


z =u — 


则 

— sinu 0 
cosu 0 

o| °  —sinv 

0 cos v 

2u 一 2v 

由 正则 参数 曲面 片 的 要 求 ,可 将 r(u) 的 定义 域 取 为 
0<u,u<2<x 


利用 多 重 矢量 积 , 取 cj = e, c 一 eici — e, ci — e> 可 得 
N' = h Xi X e, Xe = (0, 0, 2ucos v, 2usin v, 0)" 
N? =}, Xr Xe, Xe = (2ucos u, 2vsinu, 0, 0, 0)” 


在 以 上 规定 的 定义 域 上 ,za, v> 0, 故 可 将 N, N? 先行 归 一 化 ,以 简化 以 下 的 推 
导 . 归 一 化 后 , 仍 用 N' , N° 表示 . 
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N' = (0, 0, cos v, sin v, 0)" 
N? = (cosu, sinu, 0, 0, 0)" 
利用 N'，N? ,再 作 多 重 矢 量 积 


N? = P, X > XN X N: = (2usin u, — 2ucos u, — 2vsinv, 2vcosv, 1)™ 


作 


H =(N!, N’, N°] 


1 0 0 
WI = [ 1 0 | 
0 0 1 十 4( 吧 十 四 ) 


tacos u + ts * 2usin u 
tsin u — t, * 2ucos u 
N = Ilt = |ticosv— t *2usinu| t= (tis t, t3)" 
t sin v+ t, * 2ucos v 
P 
N 是 r(u) 法 空间 中 的 任 一 向 量 . 
在 约束 条 件 


(II = +++ +u) = 1 
成 立时 ,直接 将 N 看 成 为 归 一 的 单位 法 向 量 , 由 


To =- 哎 型 =--[ 2] 
Ju Ju 0 t 十 2t: 


故 极 值 规划 是 


极 值 : bt 十 266 一 206 — 46 = FO) 
st A+++ +u) = 1 


由 极 值 条 件 
0 1 -J fo 0 
| VF — AT" |= | 1 0 Jak 1 0 |- 
=2 2 0 0 144a? +) 
可 得 以 下 特征 多 项 式 . 


ACA HACU? +w) 8A — (8 + (1 +4G +')))) = 0 
它 的 3 个 特征 根 是 


à = 一 (1 十 8a) a= (0+4? +u) 
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À, =1 
à: 一 0 
由 此 得 到 满足 WI"I = 1 条 件 的 对 应 的 特征 向 量 是 


4A +a) 

tr | b = B21 + 4a)? +a 1(( + 8a)? — 12) 
Q +8a) 一 1 
1 2 

A A _ /lt8a)t 

t-agh t =+ (T) | | 


由 这 些 特征 向 量 即 可 决定 r(w) 法 空间 的 单位 正 交 标 架 系 . 对 于 本 例 ,可 选 
择 主 法 方向 是 全 te 等 号 右边 取 “ 十 ”号 ,并 今 n, = HD... 然后 ,由 六 ， Fo 


m,m, En 的 ( 拟 ) 右 手 性 决定 5 的 符号 , 即 可 取 到 n= Ht... 
例 2.4.4.4 Rs 空间 上 的 3 维 正则 参数 曲面 上 


r(u) = (cos u, sinu, cos v, sin v, W +v +z’, z)" 


u = (u, v, z)" 


本 例 不 能 使 用 矩阵 特征 值 方法 去 决定 rw) 法 空间 的 极 值 标 架 系 . 由 


— sinu 0 0 
cos u 0 0 
ər 0 —sinv 0 
Ju 0 cosu 0 
2u 2v 2z 
0 0 1 
易 由 多 重 矢量 积 得 
0 cos u 2usin u 
0 sinu — 2ucos u 
H=[N', N, NJ = cos v 0 2vsin v 
sin v 0 — 2ucos v 
0 0 1 
0 0 一 2z 
1 0 0 
mni=|o 1 0 | 
0 0 144a? +u +z) 
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r(u) 法 空间 的 单位 向 量 普 可 表 成 
tzcos u + t; * 2usin u 
tsin u — ts * 2ucos u 


ticos u + ts * 2vsin v 


m = 
tsin v— ts * 2ucos v 
ts 
—t, * 2z 
并 有 
ts — 2t; 0 0 
Dr ən _ 
H a) = | 0 tı — 25 ° | 
0 0 — 2t; 
|E |=— (r + 4 — 2i tats — 83) 
故 可 将 极 值 规划 表 成 以 下 形式 
N 极 值 : 4t t + An — 2t tets — 8 
Hist AHHA +e 
作 工 一 函数 


L = 4nú 46 — 2i ti — 8G +A ñ — 5 — (1 +4G + + 8) 


AFA + + 2 一 二 为 例 给 出 一 个 示例 . 
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极 值 条 件 是 
26 一 6 一 1 一 0 (1) 
24 一 At — t% = 0 (2) 
466 十 4tz — tita — 12 — 2£ = 0 (3) 
1—ñ — 6 —26 = 0 (4) 


(A) £= 0. 由 (1)~(4) 式 得 到 
6(24 — t) = 0 
tata —t)= 0 
At; (ti + — 3t) — tit: = 0 
1—ġ—ġ—2ġ=0 
故 取 = 0, tita = 0 即 可 得 极 值 解 
t=+tl t=0,t=0,¢=0 (A.D 


ti =0, t =+1 t=0,5=0 (A.2) 


132 _ 2 z*h#: 4 Ft 55 hhh Eti 2 š€ 5 Jl 


(B) £ 0. 由 以 上 (1)、(2) 式 相 减 并 化 简 可 得 
Mt)  — QO = 0 
故 (B.1): 4 = 5. 则 由 (1) 一 (4) 式 可 得 以 下 极 值 条 件 


2 一 6 一 上 一 0 6) 
fonn a -ina =0 (6) 
1—26 —26 = 0 (7) 
BJ k r Z 0, 否则 (5) 式 要 导出 es = 0 的 情形 从 而 与 (7) 式 矛盾 . 故 从 (5) 式 得 
t= 26 — hits (8) 
t 
代入 (6) 式 ,可 得 以 下 条 件 
f 一 846 +106 +4 = 0 (9) 
24 +2 =1 (7) 
再 从 (7) 式 中 得 到 
— 2 
g= = 
ay be yr. d 2. 
a =+ (5) F< ao 
将 这 两 个 关系 代 回 到 (9) 式 ,并 经 整理 ,简化 ,得 
2254 - -2104 +534 — 2 = 0 (11) 
ERR i = z, (11) 式 可 写成 为 
225zs: — 2107? + 53x — 2 = 0 a2) 


(12) 式 是 可 得 到 准确 解 的 形式 . 它 的 3 个 根 是 


从 而 (11) 式 中 的 t 有 以 下 6 个 解 ， 


n= i -+ (aan y: n= (A=): 03 


电 (13) 式 (10) 式 给 出 的 极 值 规划 的 可 能 解 , 按 * 士 "符号 的 选择 性 搭配 ,现在 共有 
12 组 解 .这 12 组 解 当 中 包含 有 在 导出 (11) 式 的 方程 形式 的 改变 而 引入 的 元 根 . 因 
为 现在 是 要 找到 极 值 规 划 中 的 目标 函数 极 大 值 的 最 大 的 解 ,所 以 ,可 在 这 些 (12 
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组 ) 解 中 比较 5 乘 子 的 绝对 值 ( 因 有 (2. 4.4. 52) 式 ) 来 确定 . 由 此 得 到 以 下 解 
一 V11 i 7 十 2V11 + 
a= = (A) n=- (42A) 


15 (B. 1.1) 
t= 7 十 2VIT 十 (6 十 VID /AZ 
V 西 。(4 一 Vi 六 
给 出 的 《 乘 子 为 最 大 值 . 
(B. 2): ts = t. 由 (3) 式 得 
4( +t) Cb— ut = 14%? (14) 
由 (1)( 或 (2)) 式 得 
26 = tn +) (15) 
将 (15) 式 代入 (14) 式 ,得 
tts =— 6%? (16) 
可 得 (因为 8 关 0=n., ts 0) 
5 = $Ë an 
将 此 结果 代 回 到 (15) 式 ,可 得 
ñ —29e -6p = 0 
由 此 可 得 解 
tù = 047D 
t = (1FVDE 
yet (B. 2.1) 


1 
; 3VZ 

现在 再 在 (A. 1) 、(A. 2) (B.1.1). (B. 2. 1) 给 出 的 解 中 选取 《的 绝对 值 最 
大 的 解 , 即 为 (B. 1.1) 给 出 的 解 . 所 以 ,以 


5 | 


r-e) n = Mti 


ay 
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作为 r(u) 的 主 法 方向 (由 于 极 值 目标 函数 实 取 为 一 | 了 (1) |, 故 实际 可 取 一 如 , 即 
一 mm 为 主 法 方向 , 见 下文 ). 


其 次 , 求 取 rCw) 的 次 主 法 方向 . 记 
+ ryt 
-v/T )! -(1+2/Ī 
a= (4 15 ) s= ( 30 ) 
构造 以 下 极 值 规划 


极 值 : 4tt3 + Atali — 2t tats — 85 
N | 的 
s.t. 


nl = 0 
将 约束 条 件 表 成 
mI = 0S "TI = 0 
即 
at, +at: — 2bt; = 0 
构造 上 一 函数 
L= nt +4 — ttti — 84 + GO — Å — G — 2R) + blati +ats — 243) 
得 到 极 值 条 件 
4 — 2tsts — 2 Ñ, + at, = 0 a) 
46 — 2hb — 2t: 6i + at, = 0 2) 
465 + Åtats — titz — 126 — 2t: %, 一 上 站: = 0 (3) 
++ = 1 (4) 
atı + ats — 2be, 一 0 (5) 


仍 由 (1)、(2) 式 相 减 可 得 条 件 
(a —t)( — t) = 0 


由 前 面 的 分 析 已 知 ,在 有 G A 0 的 解 时 ,可 以 不 用 去 考虑 G — 0 的 解 . 故 可 先 求 
AG A Ont. 
(C)r5 = t. 从 以 上 (1 一 (3) 中 可 得 
人 25 — 2t% +at, = 0 (6) 
Ant 十 4 和 — tita — 14t1— bt, = 0 (7) 


由 (6) (7) 式 又 可 得 


| 


(8)、(9) 式 本 身 有 解 ç = t, = 0, 


但 这 2 组 解 不 满足 约束 条 件 ax 十 at = 2bts. 故 略 去 . 
Jn Z 0, 从 (9) 式 中 得 到 


将 (10) 代 入 (8) ,整理 简化 可 得 (并 取 ç, Z 0)， 


由 (5) 式 


由 (11) (10)、(5) 式 可 得 


将 以 上 结果 代 回 到 (11) 式 ,经 整理 ,并 利用 (10) 式 , 便 可 得 到 极 值 解 ， 
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G +t)t, 二 2561 十 多 (8) 
tt = (2a—b)b, — 6 (9) 
t =+1l,,=0,6 = 0 
t = 0, t =l, t; = 0 
= 一时 ao 
m 
sy! a (Š aky L er t 
y: = It + $(¥)+ ((25+ s £) ACQa—b)& — 6D ) ] 
一 (11) 
altı +t) 一 2605， (12) 
4 1a 
a ap 
A 41Q 
£. (21) 
_ (b y [Ë +16)? 
n = (zt (a+) )8 
2 at 
(r(e 
(C.D 
-人 -09 
1 
rr T 
(4z + 34) 


D) 4 = b. (1) 一 (5) 式 现 可 表示 为 
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46 — 2tit — 2t t, + at, = 0 (14) 
8tits — ti — 12 — 2t: §, — bt, = 0 a5) 
| 一 1 (16) 
ati 一 ps = 0 (17) 
由 (17) 式 得 
5 =# (18) 
代入 (16) 式 ,得 
a 
4 =a =+ — u =+ —— a9 
a a: 
a+) A+) 


将 (19) 式 再 代 回 到 (14)、(15) 式 可 解 出 t. Ç. 


[° ]- b Ë p e0) tio- Diy 


gl a FOD 22, — 2 > 
b 1—45 (2 35) 
比较 (C. 1) 及 (D. 1) 给 出 的 Ç, 乘 子 的 绝对 值 ,可 知 次 主 法 方向 应 取 (C. 1) 给 出 
的 解 . 
(C.D 给 出 的 极 值 解 由 符号 的 选择 搭配 共有 4 组 解 . 其 中 实际 是 2 xd 3 96 
解 . 取 t, > 0, 则 (C.1) 给 出 的 极 值 解 是 


记 


a=- (+6) 2) (0) +t) 5 


则 决定 主 法 方向 的 ti a; 可 表 成 
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它们 之 间 有 关系 
alatc) =2b U+ =l å+å+2=¢%> 
由 此 得 (注意 A(O D = 一 (*), 故 取 以 上 给 出 的 m、n; 的 反方 向 )， 


acos u — 2busin u cacos u + 2usin u 
asin u + 2bucos u casin u — 2ucos u 
acos v — 2busin v cicos v+ 2usin v 
wm Rt T a E "e 
b 1 
2bz 一 2z 
易 验 证 n 上 m. 
再 由 


Xh X F; X n X n: 
二 


II 1? 


便 可 得 到 在 e q e + Z = + 条 件 下 的 r(w) 曲 面 法 空间 上 的 极 值 曲率 意义 上 的 


单位 法 方向 正 交 标 架 系 . 

由 以 上 示例 可 见 , 在 一 般 的 R" 空间 上 的 维 曲 面 r(u) 上 要 确定 出 法 空间 
的 极 值 正 交 标 架 系 , 当 n 稍 大 一 些 或 r(w) 的 函数 形式 稍 复杂 一 些 , 要 得 到 解析 
式 所 表示 的 主 法 方向 n, ,一 般 是 不 可 能 的 ,只 能 利用 数值 方法 予以 研究 . 

在 例 2.4.4.4 中 ,求解 各 极 值 规划 时 ,都 是 将 £ 变量 当 作 & 乘 子 的 函数 (或 
当 作 4 变量 的 函数 ) 解 出 来 的 . 此 即 表明 前 面 假设 的 (2. 4. 4. 25) 式 (或 假设 的 
(2.4. 4. 28) 式 ) 是 成 立 的 . 在 其 他 情形 下 ,当然 可 能 存在 这 样 的 假设 不 能 成 立 的 
情形 . 对 此 还 要 给 予 说 明 . 

仍 以 (2. 4. 4. 19) 式 极 值 规划 为 例 . 在 极 值 条 件 (2.4. 4. 24) 式 中 , 记 


LU D LEWD rm =o 一 (2.4.4.56) 


ViL(t, à) = FT Er: 


PLC, 2) 
a 


2 
ViL(t, À) = FT, 


= ViF(D 一 MDTI  — (2.4. 4.57) 


现在 , 当 (2.4.4. 25) 式 不 成 立 , 即 有 上， 人 ,使 


VLG, = 0 
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且 

ILC, 4) |= 0 
那么 ,对 于 ? 的 邻 域 Na CE) ,对 足够 小 的 正 数 5, 以 及 满足 

r€ ND N D. 
条 件 的 + 中 ,必定 还 有 使 

VLG, Â) = 0 
成 立 . 
换 句 话说 ,这 时 ,作为 FO) 函数 的 一 个 极 值 1 ,就 可 能 只 是 一 个 弱 的 极 值 点 ， 

而 不 能 是 一 个 严格 的 极 值 点 . FOD 函数 在 H 的 邻 域 不 能 是 严格 凸 (或 凹 ) 的 , 本 书 
$ 6 章 已 说 明了 Largrange 函数 


L(t, à) 一 Foy +3 (1—tIPIh) 


是 Monge 形式 的 函数 
z = F(t) 

在 + € D, 限制 下 ,在 Za = V (t, z) 空间 上 的 投影 两 数 在 极 值 点 处 的 0 阶 一 阶 
和 二 阶 等 价 的 函数 . 当 FO 函数 在 + 二? 极 值 点 处 不 是 严格 凸 (或 凹 ) 的 函数 ,上 
(t, 4) 的 二 阶 等 价 性 , 便 要 有 

ILC, A) |= o 
成 立 ,也 就 是 说 ,存在 D, 的 一 个 子 集 D' C D, ,使 F(D 在 1 E€ D 时 是 常数 ,从 
而 ,F(O) 在 R, 上 的 投影 曲面 将 包含 有 平面 部 分 ,所 以 ViL 的 行列 式 将 为 0512 

这 一 点 ,也 可 由 (2. 4. 4. 52~53) 式 予以 说 明 . MRZE t= 上 的 极 值 点 邻 域 , 若 

HEN Ah, t,t € ND 都 有 

F(t1) Z F(t) 


那么 ,由 于 + 是 F(D 的 极 值 , 故 上 只 能 是 所 有 + € NaC 中 的 局 部 严格 极 小 值 
(或 极 大 值 ) 点 . 从 而 FCD fE t 的 邻 域内 只 能 是 严格 凸 (或 凹 ) 的 . 由 二 阶 等 价 性 


C) (Vi 1= 0 时 ,也 可 能 -- 阶 条 件 决定 的 P 是 FOD 686 B CBD L. 但 在 FCt) 的 约束 极 大 值 存在 
时 ,这 种 情形 就 可 以 不 用 考虑 - 
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E E 
I VELE, à) | #0 (2.4.4. 25) 


一 定 成 立 . 由 此 即 知 , 由 (2.4.4.52 一 53) 式 ,(2.4.4.25) 式 不 成 立 的 充 要 条 件 就 
是 在 D, 的 一 个 子 集 D ERTA 为 常数 . 
先 设 有 D' D, t € D', 有 不 为 0 的 常数 * 乘 子 , 使 
VLt, à) = 0 
并 且 , 出 于 这 里 分 析 的 目的 ,同时 设 F(D t€ D' 时 的 取 值 是 极 大 值 G € D, 意义 
上 的 极 大 值 ). 
由 于 在 + € D 上 4 是 常数 , 故 不 用 再 考虑 如 何 解 出 4. 因此 , 设 


rank ViL(t, À) = k 1<k<m—n 一 (2.4.4.58) 


不 妨 设 VEL(t, ARINI k X k 阶 顺 序 主子 矩阵 满 秩 . 则 由 隐 函 数 定理 ,在 (2. 4. 4. 56) 
式 中 可 得 到 


和 一 和 (tl tm) 


Gan siya) = 4 (2.4. 4.59) 


ta = a Ctro o t...) 


taj = ba j=l, 29o m—n—k 
将 (2.4.4.59) 式 代入 约束 条 件 , 便 得 
tT o Sao IC T Carpio ta) =1 一 (2.4.4.60) 
显然 ,(2. 4. 4. 60) 式 就 给 出 了 上 文 所 说 的 D, 的 子 集 D' 的 构造 . 
考虑 以 下 集合 
D, = {n| n= It tE D) (2. 4.4.61) 
即 D, 是 由 4 € D' 决定 的 r(w) 曲 面 的 子 法 空间 单位 法 向 量 全 体 的 集合 . 
令 
cosZ(m,m) =nln, n,m €D, 一 (2.4.4.62) 
现在 , 当 


min cosZ (ni, n.) < 0 
ED 


那么 ,就 可 以 在 D, 中 取 到 mi, m € D. B.n, 1 n; 作为 rGa) 曲 面 的 (2 个 ) 主 法 方 
向 . 否则 , 若 


min cos (m, n.) > 0 


m.m €D, 


那么 ,就 只 能 任 取 mn, € D. 作为 r(w) 曲 面 的 (1 个 ) 主 法 方向 . 
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设 m，mE Do,m | m, 则 可 以 继续 寻找 D, 中 的 向 量 mn; ， 


min, 一 0 
far =0 
n € D, 
这 样 的 n, 可 能 存在 ,也 可 能 不 存在 . 如 此 等 等 ,可 以 在 D, 中 确定 出 一 组 单位 正 
交 的 子 标 架 系 . 
以 上 的 方法 从 代数 上 讲 , A h m — n — k = 2 为 例 , 是 要 去 解 出 
(2. 4. 4. 59 一 60) 式 决定 的 以 下 方程 的 根 ， 


Flais zA Ca, x) = 1 


[ee + aE Cy, y2) = 0 
Hy, yC, y) = 1 


如 果 有 xis zao yis y 使 以 上 方程 组 成 立 , 就 找到 了 
n = (rz, x) 
n; = Mt, y) 
作为 r(w) 的 2 个 主 法 方向 . 
RERA Em- n-k = 2 时 ,最 多 可 以 成 立 以 下 方程 组 
tz, AC yz) = 0 
tz, za) t Ce, z2) 一 0 
Es yD MC, z) = 0 
Caris za Ca, z) = 1 
EO, yF, y) = 1 
Fls zC, z) = 1 


以 及 


m = Mty > yz) 


| = (rn, z+) 
ms = It (zi, z2) 


是 D, 子 法 空间 的 一 个 极 大 线性 无 关 正 交 单位 向 量 组 . 以 上 分 析 可 以 推广 到 其 
他 场合 . 

由 以 上 的 分 析 可 见 , 这 里 的 情形 实际 上 类 似 于 在 常数 的 实 对 称 和 矩阵 特征 值 
与 特征 向 量 分 析 中 A. B € R"*", B 是 正定 矩阵 , AT = A, 


|A—4B |= 0 
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所 过 到 的 4 特征 值 为 多 重 特征 根 , 因 此 ,需要 在 2 保持 不 变 时 ,去 求 得 对 应 的 多 
个 特征 向 量 的 情形 . 只 不 过 现在 面临 的 是 非 线 性 的 变数 矩阵 的 情形 ,具有 更 为 复 
杂 的 特点 . 在 不 给 出 F(t) 的 形式 .和 瑟 矩 阵 的 构造 ,以 及 不 转换 成 数值 分 析 ,一 
般 无 法 判断 D, 子 法 空间 的 结构 更 无 法 找寻 D. 的 正 交 基 向 量 组 . 但 反 过 来 说 ， 
FO 函数 的 形式 及 区 矩阵 的 构造 一 旦 确定 ,利用 数值 分 析 的 方法 ,要 找到 D, + 
法 空间 的 一 组 正 交 基 向 量 组 就 不 会 有 什么 困难 ( 续 见 $6.6 节 附录 三 ). 

再 假设 有 D' C D,, t € D' 有 4 三 0, 使 


ViL(t, 0)=0 


的 情形 . 显然 , 若 F(D 三 0 (€ D' 自然 是 造成 以 上 情形 的 一 个 原因 . 这 时 ,r(wu) 
曲面 在 +€ D 法 方向 下 是 平面 . 这 种 情形 很 容易 处 理 . 只 需 得 到 这 一 平面 的 法 
空间 的 任 一 组 单位 正 交 基 向 量 组 便 得 到 了 所 需 的 子 标 架 系 . 

除 此 而 外 ,更 有 意义 是 以 下 情形 , 即 F(D = cu), c J E 0 的 只 与 & 有 关 的 
函数 . 这 时 也 就 有 极 值 条 件 ， 


VL, À) = [0] -AT l = 0> | VL, a) |= 0 (一 0) 


其 一 阶 条件 只 在 = 0 时 恒 成 立 . 但 在 这 种 场合 ,(2. 4. 4. 52 一 53) 式 不 再 有 意 
义 .具有 这 种 性 质 的 n 维 曲面 r(w) 具 有 一 种 法 向 迷 向 的 几何 性 质 . 相 比较 ,可 以 
称 球面 是 具有 切 向 迷 向 几何 性 质 的 曲面 .具有 法 向 迷 向 性 质 的 n 维 曲面 + Cu), 
1<n 二 m 一 1, 更 具有 曲线 的 属性 .具有 法 向 迷 向 性 质 的 n 维 曲面 r(w) 上 ,从 任 
一 法 方向 看 , 它 具 有 相同 的 Gauss 总 曲率 . 最 简单 的 法 向 迷 向 曲面 ( 线 ) 的 模型 即 
Jè n P. 

PA IB] BÉ é ii i 13 C" * ' AE Euclid 空间 上 由 解析 函数 w= f(z) z € C" 给 出 的 
复 曲 面 ,以 及 真空 Einstein 方程 的 几何 解 曲面 有 密切 的 关系 . 对 此 可 见 Š 4 章 . 
本 章节 稍 后 将 先 给 出 一 个 简单 的 法 向 迷 向 曲面 的 示例 . 对 于 法 向 迷 向 的 曲面 
r(u) ,也 可 任 选 一 组 正 交 单位 法 向 量 作为 基 法 向 量 组 . 

总 结 以 上 的 分 析 , 对 于 R” 空间 上 的 维 曲面 r(w) ,总 可 以 由 极 值 方法 去 确 
定 r(w) 法 空间 上 的 一 组 单位 正 交 的 可 微 法 向 量 n, i=l, e m—n. 4 | (t) | 
P| fE t! IT' = 1 约束 下 得 到 的 m 一 n 个 极 值 规划 N, 的 (绝对 值 ) 极 值 都 是 局 部 
严格 极 大 值 时 ,这 样 得 到 的 n: 法 向 量 组 就 是 r(wu) 曲 面 的 唯一 的 法 空间 标 架 系 ， 
否则 , 则 不 具有 唯一 性 . 

以 上 在 确定 n, 主 法 方向 时 的 N, 极 值 规划 中 ,要 求 的 是 求解 极 大 值 规划 . 这 
一 规定 等 同 于 曲线 上 的 Frenet 标 架 的 极 值 意义 (也 是 极 大 值 规划 ). 若 要 将 以 上 
的 N, 规划 全 部 改 成 极 小 值 规划 (或 极 小 极 大 值 规划 等 ) 也 是 可 以 的 . 这 不 影响 
到 诸 结 论 . 但 在 取 Ne 极 值 规划 为 极 大 值 规划 的 ,可 以 有 推论 2. 4. 4. 6 这 一 

以 下 再 转向 讨论 R” 空间 上 的 n 维 曲面 rCu) 上 的 法 截 曲 线 问 题 . 法 截 曲线 
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直接 关系 到 法 曲率 概念 进而 关系 到 Gauss 曲率 概念 的 导出 .所 以 ,在 以 上 的 讨论 
中 ,实际 已 涉及 到 半 维 曲面 上 的 法 截 曲线 如 何 确定 的 问题 下 面 对 此 给 予 具体 分 
析 ,并 说 明 (2.4.4. 5) 式 给 出 的 加 矩阵 的 意义 511 

为 说 明 在 R” 空间 上 的 n 维 曲面 了 的 任 一 点 x" 处 的 法 截 曲线 的 概念 ,将 R” 
FMEA n h So ARE R” 空间 上 的 m 一 n 个 m 一 1 维 曲 面 f, 的 交 曲 面 , 即 
将 了 用 以 下 方程 组 表 出 


fiw) = 0 
sd: x€ DCR" —(2. 4. 4. 63) 
f.-.(x) 一 0 


这 里 各 个 /; (x) 都 是 R" 空间 上 正则 的 m — 1 H# HH HI. h Fà R #COE PB, 
(2.4.4.63) 式 的 方程 组 的 Jacobi 矩阵 


G= [>] i=l, =, m—m j=l, =, m 


的 秩 对 任 一 x € D 均 应 为 m — n. 
HIBU x° € DHBRN H At x E NaC?) 的 点 作 局 部 坐标 系 的 变换 ， 
MS u, t HEEM, 
t 
x= x +Q. [ ] u€R”* 1€ER 一 (2.4.4.64) 
u 
这 里 QE Rw™""*， 是 一 个 列 满 秩 的 变换 矩阵 . 取 la | 、14| 的 值 足够 小 , 即 
知 总 可 以 使 (2. 4.4. 64) 式 决定 的 xE Na’). 
所 以 ,以 下 方程 组 


[e +Q. [= o i (下 多 下列) 


有 解 . 
将 (2.4.4.65) 式 看 成 是 变量 u、t 的 隐 范 数 方程 组 , 则 这 一 方程 组 的 Jacobi 
和 矩阵 


uen w sQ f = (fi ts fan)" 一 (2.4.4.66) 


由 乘积 矩阵 的 秩 的 公式 “22 应 有 


[51] 当 #+ 向 量 的 取 值 满足 约束 条 件 TI = 1 时 ,全 可 简 记 为 下 4 
C2) 见 本 书 的 (5. 5. 2. 1) 式 及 其 注 . 
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rank (LL) — rank(GQ) = rank(Q) — dim(R(Q) N N(G)) 
— (2.4.4. 67) 
RERO, NOSIA Q 的 列 空间 和 G 的 零度 空间 . 现在 要 是 
rank (20 2) = m—n — (2.4.4. 68) 
就 可 以 从 62. 4. 4. 65) 式 中 ,适当 构造 Q 矩阵 ( 见 下 文 ) ,就 可 以 解 得 
u = u(t) 
将 此 结果 代 回 到 (2. 4. 4. 64) 式 ,就 可 以 得 到 在 x° 的 邻 域内 ， 
0 t ca = 
x= = +Q [.,]= o (2.4.4.69) 


AA m] n 维 曲面 六 上 的 一 条 单 参数 : 决定 的 曲线 (1 维 曲线 )x(0)， 
因为 rank(Q) =m —n + 1, 所 以 ,要 在 (2.4.4. 64) 式 决定 的 变换 下 ,得 到 
维 曲面 /上 的 单 参数 曲线 x(2) ,其 充 要 条 件 是 


dim(R(Q) N N(G)) = 1 
即 Q 的 列 空间 与 G 的 零度 空间 的 交 空 间 的 维 数 为 1. 由 于 
Twi 


Nfa-n 


=L ffir r faa) 


ax 


H.Vf, 是 f,(x) 的 梯度 向 量 , 即 f;(x) = 0 决定 的 一 个 m 一 1 维 曲面 法 向 量 ,所 以 
G 的 零度 空间 N(G) 就 是 nn 维 曲 面 了 的 切 空间 . 这 个 切 空间 ,由 


Ga=0 ae R" 


的 解 向 量 组 成 . 
由 此 即 知 , 按 以 下 方式 来 构造 变换 矩阵 Q, 


Q=[a, m, n, s Rn] = La, H] H=[m, ,na-,] 
—(2. 4. 4.70) 


其 中 a 是 n 维 曲 面 f fE x° 点 处 的 切 超 平面 上 从 x° 点 出 发 的 任 一 个 向 量 , 而 n, 
JEE f fE x° 点 处 的 法 空间 的 一 组 基 向 量 . 则 rankQ = m — n + 1, 且 显 然 地 有 


dim(R(Q) N N(G)) = dim(at, t € R) =1 一 (2.4.4.71) 


成 立 . 并且, 以 (2.4.4.70) 式 给 出 的 Q 和 矩阵 ,对 (2.4.4.65) 式 求 导 ， 
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afu, D _ ar. 
ðu ax H 


很 显然 ，rank (200) mn. 所 以 ,这 样 构造 的 (2. 4. 4. 65) 式 方程 组 中 可 


解 得 wu = u(t) 函数 . 
在 (2.4. 4. 64) 式 至 上 式 的 推导 过 程 中 , MR n > 2, m > n WH 
(2.4.4. 64) 式 至 (2.4.4.70) 式 中 的 m 一 n 全 部 替换 成 &, <k <mn, 并 规定 


a=A t€R t#0 AER™™" 
人 (G 在 x = x 处 取 值 ) 


则 (2.4.4.71) 式 的 结果 恒 成 立 . 这 时 ,将 Q 分 解 成 
Q=[a, M] M = [m m, O m] (2.4.4.72) 
则 
GQ = Ga + GII, = GI, (C Ga = 0 
考虑 在 x" 点 处 ， 
rank (aL 2 ) = rankiem] 
W G. IL, 都 是 N(G) 的 正 交 补 空间 中 的 线性 无 关 向 量 组 , 故 


RL) N N(G) = Ø 


所 以 ,在 (2.4.4.69) 式 给 出 的 x(u, t) € N,Gx°) Q D 邻 域 ,能 够 成 立 以 下 条 件 ， 


rank[GI] = krank (LHD) rank (LE D), (24.4.73) 

从 而 在 方程 组 (2. 4. 4. 65) 式 中 , 便 能 解 出 w(2), 即 可 能 在 (2. 4. 4. 64) 式 的 变 
换 下 得 到 一 条 维 曲面 /上 过 x" 点 的 单 参数 曲线 ru) (13 

在 以 上 规定 的 (2. 4. 4. 65) 式 变换 下 ,这 一 组 方程 式 形式 上 就 如 同 $ 2. 2. 2 
节 的 (2. 2. 2. 19) 式 给 出 的 曲线 方程 组 . 利用 那里 的 分 析 , 可 以 得 到 Vx(4)、V%(1) 
的 表达 式 . 

将 维 法 截 超 平面 上 的 法 截 曲 线 x(7) 表 成 以 下 形式 


CIJ 但 在 <<m 一 n 时 ,对 某 些 切 方向 a 和 法 方向 n,x() 曲 线 可 能 只 是 了 上 的 1 个 点 即 x 点 .参见 以 下 
R. 
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s La -0 u€ R 1ER da=] 


fO + at + I) = 0 
一 (2.4.4.74) 


从 (2.4. 4.74) 式 的 第 2 组 函数 式 , 可 得 wu = u(t) 函数 并 要 求 u(0) = 0, 使 
x(0) =x°. 由 此 ,对 (2.4.4.74) 式 的 第 1 组 方程 式 求 关于 上 的 1、2 阶 导数 


s 
Vx = J =a+Il, d 
AA 一 (2.4.4.75) 
2 
Vx = t = m St 
从 (2.4.4.74) 式 的 第 2 组 函数 式 中 求 关 于 上 的 1.2 阶 导数 
KO, U y a = 0 — (2.4. 4.76) 
ax dt ax 
T P 
sem vy com Y a Vf com $ I 
i fwy, u 
I + i F + EPA TI, q t 
Wm vip oon e arv... oon, 8 
du Tr vi Cx)a | 
et arV Da 
十 十 =0 一 (2.4.4.77) 
r 
nr vy na)| A Va- a 
由 于 矩阵 
afGo| Lafa 
ax | 一 一 37 


是 曲面 / fE x° 点 处 的 法 空间 的 一 组 基 . 且 若 对 于 xE Na) N D. 可 成 立 ， 


rank( An, ) 一 rank( L2) rank( f2) g 


乘积 矩阵 


af) (m-at 
-a ER 


PRA kX k 阶 可逆 子 窍 阵 , 记 其 为 
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afe) 
[ 3x m], 
从 (2.4.4.76) 式 中 可 得 在 x = x° 处 
du = [m] ' If) 


d 3x əx 

且 因 为 

ari 

3 二 
故 知 

du 

ria 
因 要 求 有 /上 = 0=u(0) = 0, 即 rO WRA x° 点 , 故 上 式 可 表示 为 

du 

asi 一 (2.4.4.78) 


因此 ,从 (2.4.4.77) 式 中 即 得 在 x = x° 点 处 
` ç S a V’ fia )a 

a 

由 此 即 得 在 x = x° 点 处 (由 (2.4.4.75) 式 得 ) 


Vr=a VV=1 


: | 一 (2.4.4.79) 
Saala 


Vix =— n [Pm]: . 


əx x+ 


a" V° fi x” )a | —(2. 4. 4. 80) 


a V’ f, (x )a 
由 (2.4.4.80) 式 , 即 知 ,在 x = x° 处 ,总 有 
Vx | Vx 
故 该 法 截 曲线 xCD fE t — 0 处 的 绝对 曲率 就 是 
Kk, = || Vx 
其 中 VX 由 (2.4.4. 80) 式 给 出 . 
这 里 ,如 果 局 部 标 架 系 [a, m, m, e, nm. ](k < m — n) 给 出 的 只 能 是 与 f 


曲面 相 切 的 超 平面 ,那么 ,法 截 曲线 x(0) 就 退化 为 x** 这 一 个 点 . 此 时 ,就 不 会 
成 立 


$2 R" 空间 上 上 曲线、 曲面 的 标 架 与 基本 形式 147 


rank( E2) rank (L2) g 


的 条 件 ( 见 下 例 , D SU D 矩阵 的 秩 在 : 尖 0，| :| 充分 小 时 分 别 为 1、 


au alu, t) 
2 并 不 相同 ). 
k= m 一 n 时 ,由 于 


afu, o _ 3f D7, € Roxo 
Ju əx 


ELGE fyf e 3k l I, NE BE 09 9 3 BEALS BE: f lb tti f x° 点 处 的 法 空间 的 基 
向 量 组 , 故 易 知 在 | | 充分 小 时 ， 


rank (LUD) m > MG D pis 


EER. E k=m— nht, Ca, n, n, ets n. ,] 标 架 系 决定 的 法 截 超 平面 一 
定 能 与 /曲面 相交 并 得 到 法 截 曲线 ( 非 退 化 )x(0). 

从 这 里 还 可 以 看 到 R” 空间 上 的 n 维 曲 面 与 mr — 1 维 曲面 的 差异 .在 m 一 1 
维 曲面 上 ,只 有 唯一 的 法 方向 n, 因 此 ,在 该 曲面 任 取 的 x 点 上 ,由 切 方 向 a 与 法 
方向 n 构造 的 法 截 平面 (2 维 ) 总 能 与 曲面 交 到 法 截 曲 线 . 并 且 ,这 一 法 截 曲线 由 
于 是 2 维 平面 上 的 曲线 ,所 以 ,可 以 求 得 它 的 相对 曲率 . 这 就 是 传统 意义 上 关于 
m — 1 维 曲面 上 x° 点 处 的 法 曲率 的 概念 . 

但 在 n 维 曲面 (n 二 m 一 1) 上 ,由 上 已 见 , 不 一 定 总 能 取 到 2 维 平 面 上 的 法 
截 曲 线 . 一 般 地 ,只 能 说 可 以 取 到 m — n + 1 维 法 截 超 平面 上 的 法 截 曲线 . 由 于 这 
样 得 到 的 法 截 曲线 一 般 地 不 再 是 2 维 平 面 上 的 曲线 , 故 通 常 只 能 得 到 它 的 绝对 
曲率 x. 由 此 说 明 通过 以 上 给 出 的 极 值 规划 ,以 求 得 n 维 曲面 的 主 法 方向 nm ,在 
n> 1 的 条 件 下 , 才 可 以 在 nm 法 方向 下 ,得 到 2 维 平面 上 的 法 截面 线 ( 曲 率 线 ). 

以 上 内 容 可 见 下 例 予 以 理解 . R” 空间 的 维 曲面 上 的 一 般 曲 线 及 测 地 线 在 
$ 3. 3. 3 节 还 有 介绍 . 

将 (2.4.4.64) 式 给 出 的 变换 ,其 中 Q 由 (2. 4.4. 72) 式 决定 ,看 成 是 在 维 
曲面 f 0) x° 点 处 决定 了 一 个 上 十 1 维 法 截 超 平面 ， 


1<k<m—n n>2 m>n 


并 附带 地 在 这 个 法 截 超 平面 上 确定 了 一 个 原点 在 x° ,以 Q 的 列 向 量 组 为 方向 轴 
的 局 部 标 架 系 . 则 以 上 方法 就 是 上 文 分 析 过 的 在 R” 空间 上 的 m 一 1 维 曲 面 上 取 
2 维 法 截 平面 方法 的 一 个 推广 . 

以 上 分 析 可 归结 为 以 下 推论 . 

推论 2.4.4.7 设 了 是 R" 空间 上 的 n 维 正则 参数 曲面 片 , 2 < n< m— 1. 
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则 在 了 上 的 x" 点 处 ,可 以 构造 十 1 维 法 截 超 平面 ,并 在 这 个 法 截 超 平面 上 取 到 
了 上 的 过 x 点 (位 于 x 点 邻 域 ) 的 法 截 曲线 x(s). 其 中 


k=l, =, m—n 
而 *(s) 是 这 个 人 十 1 维 超 平面 上 的 单 参数 曲线 . 在 k 二 m 一 n 时 ,x(s) 可 能 是 退化 
的 ( 即 只 是 x° 点 ) ,但 在 = m 一 n 时 ,x(s) 一 定 是 非 退化 的 曲线 . = 


所 以 , 当 ? — m— 1, 则 只 能 取 A — 1, ATE m — 1 维 曲 面 上 只 能 取 到 2 HE 
法 截 平面 上 的 法 截 曲 线 .对 于 n= 1, ik= m—n=m-—1, 总 能 取 到 人 十 1 —= m 
维 法 截 超 平面 上 的 法 截 曲线 , 即 1 维 曲面 ( 线 )f A p; B ixi? fE 1 < k < m — 
n,n 二 1 时 ,所 取 到 的 法 截 曲线 全 部 退化 为 1 个 点 x°. 

利用 以 上 的 法 截 曲 线 的 概念 , 设 R” 空间 上 的 维 正则 参数 曲面 片 /,f 由 


rGO € R" u€ DCR 表示, 则 史 是 三 的 切 空间 基 向 量 组 ,并 设 已 由 以 上 的 极 


值 方法 得 到 了 区 的 正 交 补 空间 的 一 组 ( 极 值 意义 上 的 ) 基 法 向 量 组 m, h = 1, 


2，…， m—n, HI'3 n, 决定 的 矩阵 . 则 对 于 了 了", 又 可 构造 Weingraten 映射 
矩阵 

L T I 33 
FiA, i= 1, 2, e, n J W’ 矩阵 的 特征 值 . 

由 于 W' 矩阵 仍 具 有 Weingarten 映射 的 意义 , 故 难 J n, 法 方向 下 的 一 个 
曲率 量 .将 R" 空间 上 的 维 曲面 f 理解 为 n 维 曲线 , 则 可 以 认为 难 曲率 量 中 ， 
DARA h = 上 对 应 的 ,是 n, 法 向 量 决定 的 2 维 法 截 平面 上 的 法 截 曲线 的 曲 
率 , 且 这 一 法 截 曲 率 的 符号 由 $ 2. 1 节 的 方法 给 出 . 而 其 余 的 省 曲率 量 所 对 应 的 
则 是 nn 维 曲线 三 的 某 个 投影 意义 上 的 曲率 . 

参照 $ 2. 3. 2 节 关于 单 参数 曲线 Frenet 标 架 极 值 意义 的 分 析 , 可 以 稍 加 改 
动 应 用 到 这 里 的 n 维 曲线 / 上 来 .但 这 会 导致 很 繁琐 的 符号 及 元 长 的 说 明 , 而 其 
意义 已 包含 在 本 节 上 面 的 极 值 规划 之 中 . 所 以 ,以 下 只 利用 一 个 典型 的 示例 予以 
说 明 . 

例 2.4.4.5 W R: 空间 上 ,有 以 下 正则 参数 曲面 片 


r(u) = (cosu, sinu, cosv, sinu)! u= (u, v)" € D, C R? 


其 中 D, 是 定义 域 , 如 何 确定 可 见 下 文 . 
曲面 片 r(w) 是 R' 空间 上 的 一 个 2 维 曲面 . 它 也 可 以 表示 成 以 下 方程 组 决 
定 的 交 曲 面 


f MENER 
“LA 了 + 一 =1 
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以 上 方程 组 的 参数 形式 即 是 


pe zı» z2) = (cos u, sin u, zı» z2)" 


P (pis Pz» v) = (Pi » Pz» cos v, sinu)" 
这 里 的 六 ?分 别 是 R' 空间 上 的 3 维 曲面 ,其 几何 意义 接近 于 R 空间 上 的 贺 
柱 面 . 
r(w) 曲 面 的 正则 性 易 见 . 由 


— sinu 0 
COS u 0 
2 一 ñ = ] = du + d 
ðu 0 —sinə 
0 cos v 


即 r(w) 的 第 一 基本 微分 形式 与 2 维 平 面相 同 . 这 里 事先 指出 决 不 能 因此 推断 
ru) hy Gauss 曲率 处 处 为 0. 
由 m 维 空间 上 nn 个 线性 无 关 向 量 的 多 重 矢量 积 算法 , 取 


c = (1, 0, 0, 0)" ci = (0, 0, 0, 1)" 
可 得 中 的 正 交 补 空间 上 的 一 组 基 向 量 


N' = (0, 0, 一 cos ucos v, — cos usin v)™ 


N? = (cos usin v, sin usin u, 0, 0)! 


作 
I=[N', N] 
2 0 
ma=[ " S | LPR] cos u+ sin? v 
Sin v. 


由 N'、N? 的 线性 无 关 性 ,应 有 cosu * sin v> 0( 或 二 0), 由 此 可 得 到 w 的 定义 
域 ,如 取 


D. = 作 -= 和 至 <“< 到 oo<v<x 


由 此 得 到 极 值 规划 约束 条 件 
Mm = t * cost u + + sin? v= 1 
并 作 单 位 法 向 最 


严 一 于 一 Na 十 Ne 
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an _ ON', aN’ 


t t 
Əu T aui T au" 
0 0 1 
ƏN' 0 0 
Iu sinucosv cos usin v 
sinusinv — cos ucos v. 


— sin usinv COS ucos v 


aN? _ | cosusinv sin ucos v 
Qu 0 0 
0 0 
0 2 9 
T du ðu 一 Ë =l T- o] 
于 是 
[ tsin v 0 ] 
Ic) = 0 ticosu : 
(ticos? u + tisin’ v)? 
利用 以 下 变换 
zo oa 
' cosu Sinu 
得 
ab 
P EO ue: 
得 到 简化 的 极 值 规划 
极 值 : ab 
st ab = 1 
Hi 
L = ab + %0 — a’ — b) 
得 到 极 值 条 件 


L; “acs]= ° 


故 特征 值 5 一 士 二 


= 
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1 


HFG 一 一 去 ,可 得 a 二 一 6 a=- z“ 


-ER 
0 V2cosu ` Vasinw 


1 T 


1 
S (er ens) 


并 得 到 
cosu Cos u 
IH, 1 [sinu 1 sinu 
i PENE: 
"SRo 15 loss  ™ T yZ |— cosu 
sin v — sin v 
仍然 有 n | m. 


EA 行列 式 的 值 为 1 , 故 这 个 局 部 标 架 系 为 右手 性 . 在 这 个 
局 部 标 架 系 上 , 取 极 值 法 方向 mn 决定 下 的 这 一 曲面 r(w) 上 的 第 二 基本 二 次 


型 矩阵 分 别 是 


sm, n; 


-= 0 
p-m _ | Z 
~ ðu du 
° az 
(b) 
SR. S 
V2 
2 一 
I= t 
V2 
SE gaT AL s AE ALN 
到 e (2 Er) 为 网 
= S. 0 fi 1 
r i (l ey Ca PTEN 
ðu 2 t a 2⁄2 | 2⁄2 |- 5 


取 非 0 向 量 h€ R, MERE raD y x° 点 处 的 单位 切 向 量 a 
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a = h R'hk= 1 ara 一 1 
Ju 


并 用 a, n 向 量 作 过 x° 点 的 2 维 法 截 平 面 
x= x +a j+ ms 
于 是 


1-8 + Es 


3 cos u] 
Bhi 2° _ sinu 


O: 
T pe aya š, Ñ s| 


sin v 


1 
1+V3hst+—s 
l nE] 


这 一 个 2 维 法 截 半 面 与 r(u) 的 交 曲线 由 以 下 方程 组 决定 


了 (一 t g) + + (VB+hitt Z] ) 
H hat 3.) +(! r a+ Je) 人 
展开 并 化 简 , 有 


He+( 总 +1) =1 


+ (总 + =! 


从 这 个 关系 中 直接 可 得 只 有 忆 = h; 时 ,才能 在 这 一 法 截 平 面 上 得 到 ru) L 05 
法 截 曲线 . 也 可 以 用 (2. 4.4.73) 式 的 条 件 说 明 这 一 点 . 由 于 


f: 


3fo, D _ ia afen D A 
as Z aD |, 2t 


故 当 且 仅 当 居 = hi MEX lel FEA H t > 0 05386.3445 


rank LED - rank ED _ 
acs， 


另 由 hh = 1, BBB M = A — +- 
则 从 以 上 关系 即 有 
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s= 2[-1i20-5)) C Z< < 
要 求 1 一 0>s = 0, 即 法 截 曲 线 过 x 点 ,可 知 应 将 上 式 取 为 


由 此 知 
r 
r = jom il 
所 以 
d| a di] —— 
d:|,-, T dë |- ” V 


由 于 9 _ ,就 是 法 截 曲线 在 x° 点 处 的 ,并 是 在 m 法 方向 下 法 曲率 ( 见 §2.1 


节 ), 这 就 说 明 m 法 方向 下 的 法 截 曲线 的 曲率 等 于 W' 矩阵 的 特征 值 , 且 由 m 的 
极 值 意 义 , 即 是 m 法 方向 下 得 到 的 就 是 r(w) 曲 面 上 的 主 法 曲率 . 并 且 由 
Ss A E 
h. mE hz £ 
e 1 2 1 1 
maa (sa Ca (ispa = 
i! 1 


(Z Z) th h. :的 符号 取 法 ,可 知 刚好 有 2 条 这 样 的 法 和 曲线 存在 .它们 


的 曲率 就 是 W' EER 2 个 特征 值 一 - 语 , 旦 这 两 条 法 截 曲线 是 在 交点 处 正 交 的 . 


这 里 附带 地 可 以 看 到 , 当 取 a 一 Th fin, 这 2 个 方向 作 2 维 法 截 平面 时 ,如 


果 r(w) 是 R" 空间 上 的 m — 1 维 曲面 , 则 任 取 的 hE R" 都 可 交 到 rC) E 
截 曲 线 .但 以 上 的 分 析 说 明 , 如 本 例 , 在 这 R' 空间 的 2 维 曲面 上 ,mi 方向 的 2 维 
法 截 平面 上 能 取 到 hi = h; 条 件 决定 的 2 条 法 截 曲线 . 这 是 R” 空间 上 的 维 曲 
Ti (n < m — 1) 的 又 一 个 特殊 的 性 质 . 

作为 比较 ,可 以 再 构造 以 下 形式 的 3 维 法 截 平面 ,并 说 明 在 x° 点 处 还 存在 
有 (无 数 条 ) 符 合 推论 2.4.4.7 规定 的 法 截 曲 线 ,并 且 以 上 得 到 的 2 条 法 截 曲 线 
是 所 有 这 些 法 截 曲线 中 曲率 取 极 值 的 曲线 . 
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作 
x= x 4a ms 十 nase a= h h'h=1 一 (a) 
这 即 是 用 一 个 切 方向 a 和 2 个 法 方向 而 、n; 在 x° 点 处 构造 一 个 3 维 法 截 平面 . 


1 hu 5 t = =°“ 


ï V3 Thi +, Erp $= 
x= > = 
V3 — ht +, >" 一 $= 
1+V3ht +s — -Ls 
2 Z 
仍 由 
好 十 好 一 1 好 十 好 一 1 
可 得 到 
fa h p+ +T + Za +s+ sis = 0 
i ! 一 (b) 
fa: 性 大 十 +s Tsd+2s 一 Vs 一 ss = 0 
ah f) _ | 十 V2) + s2 (51 十 V2) +s: 
asis) [G ADs — (G +/2)— s) 
知 
pe =—2((s H/D — 58) 
alsi e s2) 


故 在 Ci AVDD? Æ $ RIEF, fi. f. = 0 KRRIT fB s, s, CBS. H 
P PR RCE Ph. 


ds afa 
dt - [6.9]. at 
ds, Alsi» s2) dfa 
dt at 


[2 4 š 1 HVD sD ai +/V2)— s) | 
se) 2 LG HID +s)" — GG HD so 
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ds] i 
十 ZE 十 mm s+ s A 
| hi h; 


Ce) 


S++ts s -+2— sl 


dij™" x” 
这 里 := 0=>s = s = 0 是 方程 式 (b) 的 特 解 之 一 , 故 可 以 取 到 . 对 (c) 式 再 求 关于 
4 的 导数 ,并 在 上 = s = s = 0 处 取 值 , 即 知 


dë | 
ds, S 2 Lh hd 
de tmo 
Aie baa 
由 (a) 式 ,在 x 点 处 
—V3h 
dx yy = dap a du = 1| h 
d o sekig aqe = a = = 
V3h 
r ht: 
dy o d, ds _ 1 shi 
da Y A= Nr qa h Bz. qa =s $ Vhs 
h: 


所 以 
Vx! Vx = 1 Vx! V’x = 0 V:xt V’x = hi +h) 


由 此 知 (a) 式 决定 的 3 维 法 截 平面 上 得 到 的 法 截 曲 线 在 x° 点 处 的 (绝对 ) 曲 
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率 是 
x = (HDI th = 1) 
显然 ,现在 hi, h, 是 可 变动 的 . 故 对 <, 求 其 极 值 , 等 价 于 以 下 条 件 极 值 规划 


极 值 由 十 外 
s.t hith = 1 


从 中 可 得 极 值 充 要 条 件 
h(i- £4)-o n(m- $)=0 一 d) 
HF his h, 不 能 同时 为 0, 故 可 以 取 
m= š = >h = h = Lr = L 


由 此 又 得 前 述 的 两 条 法 截 曲线 . ETT AN , fE Ai = h; 条 件 下 ,将 (b) 式 中 第 
一 式 减 去 第 二 式 即 得 


sa(VZ 二 5) 一 0 
因为 在 法 截 曲线 上 s, 是 变量 , 故 上 式 表示 必 有 5 = 0. 即 这 样 得 到 的 2 条 法 截 曲 


线 一 定 是 @、m 决定 的 2 维 平 面 上 的 曲线 511 再 由 这 些 曲 线 上 总 有 时 与 刚 


好 方向 相反 的 事实 ,以 及 平面 曲线 相对 曲率 的 符号 规定 , 即 知 这 两 条 平面 上 的 法 
"ts 
截 曲线 的 (相对 ) 曲 率 应 为 >. 
所 以 ,两 种 方法 得 到 的 结果 一 致 . 但 后 一 种 方法 对 让 = h; 的 条 件 给 出 了 极 
值 意义 的 说 明 
应 注意 到 (d) 式 的 极 值 条 件 中 ,还 有 以 下 2 个 解 


这 一 组 解 所 给 出 的 法 截 曲 线 , 在 意义 上 与 极 值 规划 (2. 4. 4. 19) 式 具有 一 些 差异 . 
比如 ,以 六 = 1, h; = 0 为 例 . 它 表示 的 实际 是 取 rCu) Hi Iñi F. 


Cl) 也 可 以 在 好 一 外 条 件 下 ,直接 验证 这 样 得 到 3 维 法 截 平面 上 的 法 截 曲线 的 挠 率 为 0 得 知 它 必 是 平 
面 曲线 - 


$2 R" 空间 上 曲线 曲面 的 标 架 与 基本 形式 157 


N: 


[I N T 
法 截 平面 所 截 得 的 曲线 . 即 只 是 R 空间 上 的 以 下 2 维 曲面 
fi: i +š = 1 


x= x° +E TNI 


上 ,过 x 点 处 的 法 截 曲线 、 
这 可 以 将 如 = 1, h 一 0 代入 以 上 的 (b) 式 ,由 其 第 2 式 


fz: + ++ 十 VZs —V2s — sis: = 0 


可 知 现在 s. s 中 有 一 个 不 独立 . 如 可 得 到 
s= s+/2+/2 


要 求 5 = 0=>s = 0, 故 应 有 s = s. 
从 而 ,现在 法 截 平面 实际 是 


1_v3 


Ls 


FASE 


yi] f3: 


= 


: 
onie |2 f.o. o} 再 归 一 化 ,就 是 f, 曲面 上 x 点 处 的 法 截 


平面 . 在 这 个 法 截 平面 上 ,法 截 曲 线 的 法 方向 显然 由 f, 曲面 在 x 点 处 的 法 方向 
给 出 ， 

因此 ,在 这 样 的 规定 下 ,所 得 到 的 法 截 曲线 仅 只 是 f, 曲面 上 的 法 截 曲线 . HI 
对 于 f, 的 法 方向 , 它 的 曲率 即 为 1. 更 详细 一 些 的 分 析 可 见 下 文 . 这 里 仅 指 出 ， 
由 此 即 知 ,不 应 当 将 hh — 1, h; = 0 条 件 决定 的 法 截 曲线 看 成 是 r Cu) i Bi fE: 29 2 
维 曲面 上 的 代表 性 的 极 值 曲线 . 

因此 ,由 曲面 的 Gauss 曲率 的 定义 ,应 将 n, 法 方向 视 为 r(w) 曲 面 的 主 法 方 
向 ,并 将 raD ih iñi ñ) Gauss 曲率 规定 为 


=W =| I'= + 


由 此 可 知 在 R” 空间 上 ,第 一 基本 二 次 型 矩阵 取 为 单位 阵 的 =” 维 曲面 (1 < 
n<m--1), JÉ Gauss 曲率 可 以 不 为 0. 这 里 其 实 还 涉及 到 了 所 谓 的 “内 蕴 几 何 分 
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析 ” 方 法 的 适用 性 条 件 问题 ( 详 见 下 文 ). 
以 下 ,继续 考察 矩阵 下 的 意义 . 先 对 m 法 方向 构造 以 下 2 维 法 截 平面 


= 十 gl 十 ns a= h h'h=1 —(e) 
类 似 以 上 方法 ,马上 得 到 以 下 方程 组 


z 
hir + y +vs=0 
f: ; 
he +y 2 = 0 


从 这 一 关系 中 直接 得 到 只 能 有 

P+? = 0t =s 
即 知 对 任 取 的 h'h = 1, 由 a, n: 构造 的 法 截 平 面 ( 即 (e) 式 ) 只 能 是 r(u) 决 定 的 
2 维 曲面 在 <° 点 处 的 一 个 切 平 面 . 这 类 似 于 R° 空间 中 的 曲线 在 其 上 一 点 处 的 
从 切 平面 的 情形 . 这 就 是 上 文 曾 提 及 的 ,在 推论 2.4.4.7 rh, k < m — n Bf , f 
构造 的 法 截 平面 可 以 存在 只 能 与 维 曲面 交 到 x" 这 一 个 点 的 退化 的 情形 . 从 
(2,4.4.73) 式 条 件 上 讲 , 由 于 在 (e) 式 中 


fon ee] ena F: V2 2 
Js -J ID T [ya 2hh 
现在 ,在 14| 充 分 小 , :天 0 的 时 候 , 不 论 如 何 选取 六 h. 的 值 ,因为 


= t) 


ey |- 22 + Q — hi) s) 天 0 


故 将 出 现 


rank fs D) 一 1 尖 rank f O) = 2 
Əs als, t) 


的 情形 . 从 而 以 下 线性 方程 组 


FCs, D ds _ Sls, D 
3 d 3 


EROL 
这 样 , 就 不 能 说 (e) 式 决定 的 2 维 平面 上 存在 有 一 条 r) 曲面 上 的 ( 非 退化 


O amem 呈 等 价 于 这 一 方程 组 的 系数 矩阵 ,引号 等 价 于 增 广 系数 矩阵 ,从 是 未 知 变 季 . 
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的 ?法 截 曲线 . 但 是 可 将 r(w) 曲 面 上 ,从 x? 点 出 发 的 任 一 个 切 方向 向 量 所 能 按 投 
影 关 系 对 应 的 一 条 (r(w) 曲 面 上 的 ) 曲 线 再 投影 到 (e) 式 决定 的 平面 上 去 . 


具体 作法 如 下 . 设 a = Ih h€ R h'h=l, 是 任 取 的 一 个 从 xw 点 出 发 
的 切 方向 向 量 . 作 以 下 条 件 极 值 规划 


min (x— (x° +a))'(x— (x° +a)) 


Bs: =1 
s.t. 
好 十 本 =1 
则 这 一 规划 可 决定 r(w) 上 的 一 条 曲线 x 二 x(1), 而 at 即 是 x 一 x 在 切 空间 上 的 
正 投影 向 量 . 

构造 以 上 规划 的 L 一 函数 


L=(n-}4 Lra) + (a= s = Ln) + (x — L gha) + 


(a }- Lh) 十 SG 一 二 zx) + (lx?) 


由 极 值 条 件 可 得 


zi = Bh) ea- 


z = ERETT] ea- 
z, 一 ES E E 
r= EA +h) 0b) 
利用 约束 条 件 可 得 
1—6 =+ (+h 
1—6 =+ (1 +Myt 
由 于 上 = 0 时 ,要 求 曲 线 xG) = x > 0, 故 应 取 
1 一 名 一 0HRS <o 
1—& = ARTS < 0 
即 得 x(z) 的 参数 函数 形式 ,可 表 成 
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1—V3ht 

2V1+hit 

V3+ht 

2V1+hie 
_ _V3—ht 
2V1+hie 
_ l+3ht 
2/1 +h 
注意 到 G, $ < 0, 故 以 上 得 到 的 x(z) 由 条 件 极 值 规划 的 二 阶 充 分 条 件 即 知 确 
是 上 述 规划 的 极 小 值 函数 . 

现在 再 将 x(1) — x° 向 量 投影 到 n, 方向 上 . 记 * 是 这 一 投影 的 度量 . 


== 


x = 


x(t) = x(t, h); 


s= | x(G) — x° || * cos 0 


pey Ne (x(t) —x)!n; 
lxx’ | ln 
所 以 


s= (x(t) — x° )!m, = s(t) 


显然 ,s() 就 是 x(t) 在 (a, nm,) 决 定 的 切 平面 上 的 投影 曲线 . 直接 计算 , 即 得 


1 1 1 
s= ar Ar) 
i Z AIT /l+ME 
并 可 得 
s J HAAD PRAH iy 
从 而 
ds 
C7 
" 
Fri gO HADT MO 4 Mey +o 
(。) 内 的 项 无 关 紧 要 . 
可 知 
d3 1 
a|. =— h — h 
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H Š 2.1 BD HL, (r) HRE x° 点 的 曲率 ( 记 为 < ) 即 为 


š 
|= | =i- 


a a 


再 对 «, 作 以 下 条 件 极 值 规划 
n K, 
st hihi = 1 
便 有 
h(1—D=0 ja 十 名 =0 
5 是 上 一 乘 子 .由 于 
1—t=0 1+¢=0 

不 能 同时 成 立 , 故 以 上 条 件 的 解 即 为 


5= l,h =0, h =+1 
=—1, h =0,h =+1 


由 于 hs 二 0 时 ,hi、 一 hh 决定 的 实质 上 是 同一 条 x(1) 曲 线 , 故 以 上 的 解 给 出 
了 2 条 x(?) 曲 线 . H iX 2 条 x(t) 曲 线 在 (a, n;) 切 平面 上 的 投影 曲线 的 曲率 是 所 
有 可 能 取 到 的 xC, h) 曲 线 中 具有 极 值 意义 的 曲线 . 

由 以 上 结果 ,x 的 2 个 极 值 就 是 一 方 、 Zim W: 矩阵 的 2 MRE. 
由 于 W° EERDE’ T ARA YI :矩阵 的 意义 . 

注意 ,由 以 上 条 件 给 出 的 其 在 (ae、m: ) 决 定 的 切 平面 上 的 投影 曲线 曲率 <, 取 
极 值 的 且 是 r(u) 曲 面 上 的 曲线 xC) 与 在 m 法 方向 下 决定 的 法 截 曲率 取 极 值 的 
曲线 ,并 不 是 同一 条 曲线 . 

由 此 可 见 R” 空间 上 的 维 曲面 (1 < n< m— 1) 兼 具有 1 维 曲线 和 mm 一 1 
维 曲面 的 一 些 属性 但 又 与 它们 有 所 区 别 . 以 本 例 而 言 ,R' 空间 上 的 2 维 曲面 , 具 
有 不 止 一 个 极 值 法 方向 . 这 一 点 类 似 于 1 维 曲线 不 同 于 3 维 曲 面 .但 2 维 曲面 的 
极 值 法 方向 的 极 值 意义 , 均 是 指 的 曲面 上 的 法 截 曲线 (或 投影 曲线 ) 的 曲率 取 极 
值 ,这 一 点 又 类 似 于 3 维 曲面 而 不 同 于 1 维 曲线 511 

需要 说 明 ,(2. 4. 4. 19) 式 和 (2. 4. 4. 38) 式 的 极 值 规划 ,是 将 R” 空间 上 的 
维 曲面 当 作 “曲面 "看 待 的 . 如 果 只 要 求 去 找 这 个 n 维 曲面 上 的 具有 极 值 意 义 的 


C13 见 $2.3.2 节 .由 那里 的 分 析 ,1 维 曲线 是 通过 求 取 3 维 .4 维 …… 正 交 标 架 空间 上 的 挠 率 极 值 给 出 
Frenet 标 架 的 极 值 意义 的 . 即 对 于 1 维 曲 线 , 必 须要 使 用 到 m 一 1 阶 导数 ,而 对 于 以 上 的 n 维 曲面 
只 求 曲率 极 值 , 故 只 使 用 了 2 阶 导数 . 
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一 条 曲线 ,那么 , 极 值 规划 的 形式 及 结果 都 与 以 上 有 所 不 同 . 以 下 给 出 求 取 极 值 
曲率 2 维 法 截 曲线 的 一 般 方法 . 
为 此 , 记 在 过 nn 维 曲 面 上 的 x" 点 处 的 任 一 切 方向 向 量 为 &, 并 记 由 a 和 给 
定 的 4E R" “所 决定 的 法 方向 向 量 
eE a 
GCI Ih)2 


所 得 到 的 x° 点 处 的 法 截 曲 线 的 法 曲率 为 w, (a, t) 

x.(@, t) 一 Sor —(2. 4.4. 81) 
HEPI h (2.4.4. DRAE. 要 给 出 a, 0 的 极 值 ,利用 (2. 4. 4. 6) 式 ,可 构造 
以 下 条 件 极 值 规划 


S Ta. 
极 值 : = GT 一 (2.4.4.82) 
&t dP = 
由 工 一 函数 
Saa.: 
L= i atia +A = P T t) 
得 极 值 条 件 
aL o> ( 5 T'e n- «eI )a=0 —(2. 4. 4. 83) 


Hep <, 由 (2.4.4.81) 式 决定 . 仍 记 
Te, = > Ta. 
则 (2. 4.4.83) 式 等 价 于 
ITO- I= 一 (2.4.4.84) 
故 知 极 值 x, 仍 具 有 特征 值 的 意义 . 再 记 
Bca) = (ar Y'a, ar Fra, ~, ar" "a)T 
则 由 
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3L -0> L 


= st" pA 
FT: era 2SH'IR (2.4.4.85) 
或 
t = +(rIp-'Beay/a' Ta 一 (2.4.4.86) 
由 (2.4.4.81) 式 ,现在 <, 又 可 表示 为 
_ pea) -n 
n= aTa (2.4.4. 87) 
所 以 , 即 知 
t= +“. 一 (2.4.4.88) 
注意 到 (2.4.4.87) 式 ,有 
= EDRO) _ rma 98, `. 
r,t aja 7 TD g (2.4. 4. 89) 


(2.4. 4. 89) 式 即 “ 包 络 定理 ”的 一 个 形式 . 
由 (2.4.4. 89) 式 即 知 ,n 维 曲面 上 以 x, = 0 为 极 值 的 充 要 条 件 是 在 x° 处 的 
切 方向 有 a, fi 
Ba) = 0a" T'a =0 i=1, 2, =, m—n 一 (2.4.4.90) 
用 因子 <, RO. 4.4. 84) 式 左边 的 行列 式 , 可 将 其 表 成 


EACT ER 一 (2.4.4.91) 
因为 (2. 4. 4. 89) 式 ,以 及 以 (2.4.4.85 一 87) 式 中 还 可 以 得 到 


= = Pwr MD pa) _ ea) 


Ca oy 一 (2.4.4.92) 


将 (2.4.4.89) 式 (2.4.4.92) 式 代入 (2.4.4.91) 式 ,并 将 其 表 成 (因为 ct 
因子 也 可 看 成 是 a 的 函数 ) 


ITa) — (ay. I |= 0 一 (2.4.4.93) 


(2.4.4. 93) 式 是 关于 n 维 变量 @ 的 ”次 多 元 多 项 式 ,是 可 解 的 . 由 了 O 
对 称 性 ,(2.4.4. 84) 式 ,x, 总 有 个 特征 解 , 且 均 为 实数 . 故 (2. 4. 4. 93) 式 中 的 a 
ELEDA n 个 实数 解 . 由 此 可 以 得 到 维 曲面 上 ,在 2 维 法 截 曲线 的 曲率 意义 
上 取 极 值 的 全 部 (2 维 ) 法 截 曲线 . 

与 (2.4.4.19) 式 、(2.4.4.38) 式 极 值 规 划 相 比较 ,(2. 4. 4. 82) 式 给 出 的 极 值 
规划 所 确定 的 法 截 曲率 取 极 值 的 那些 法 截 曲线 上 , | 了 (1) | 行列 式 不 一 定 是 一 
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个 极 值 . 
续 例 2. 4.4.5 利用 前 面 的 结果 , 易 得 
—tsinv ,0 
To = [ 0 tı cos " 
tH" It = Ñcos? u + sint v 
a'!]a = a +a 


(2. 4. 4. 84) 式 现在 是 


— sin u — x, 0 ò 
0 ti cos u — K, _ 
取 af 十 中 = 1. 从 (2.4.4.85) 式 中 可 得 
: 
s = 3 POIS.. i 
tapia Sn 


由 此 即 知 了 了 0. 故 可 表 成 


_ q pozi 
2Çcosu 2? 2gsinv 


利用 CI = 1 条 件 ,可 得 


hi 


=+ Cai aj) 
所 以 
ks =+ (al + al )1 
简单 地 对 以 上 的 <, 作 条 件 极 值 规划 
jsi aj + at 


s.t. m+ =l 


Hia AR hi. e 2 — R Ë 00093 zÇ Hi E 2.4.4.5 中 . 


一 (a) 


一 (b) 


KE 


以 上 即 是 求 取 n 维 曲面 上 具 极 值 曲率 意义 的 2 维 法 截 曲线 的 一 般 方法 . 
从 续 例 2. 4. 4. 5 中 可 见 ,(c) 形 式 的 规划 的 极 值 条 件 是 af = a; Fl al = 1, 


aà =0 k at = 0, aš = 1. 在 例 2.4.4.5 中 ,已 知道 = a 条件 给 出 了 


P Fe 
lf = 1 


决定 的 2 维 曲面 /上 的 具有 Gauss 曲率 极 值 意义 下 的 2 条 法 截 曲 线 . 在 那里 举 
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例 说 , af = 1, ai = 0 条 件 给 出 的 是 f, 曲面 上 ,在 Vf 法 方向 下 的 极 值 曲率 意义 
上 的 一 条 法 截 曲线 . 这 一 点 ,在 续 例 2. 4. 4. 5 中 可 以 见 到 .在 af = 1, a =0 条 件 


下 ,由 上 的 (b) 式 中 ,可 取 一 一 去 ,得 ,4 二 0,4 = sin u, 于 是 即 知 ,由 此 决定 


的 法 方向 就 是 N°. BD f, 曲面 的 法 方向 . 而 a; = 0 故 切 方 向 也 仅 由 f, 曲面 在 x° 
点 处 的 切 方向 给 出 ,所 以 ,这 一 条 件 决定 的 法 截 曲线 只 是 f, 曲面 上 的 法 截 曲线 . 

但 从 例 2.4.4.5 中 亦 知 , af = 1、@ = 0( 及 ai = 0, = 1) 条 件 给 出 曲线 
刚好 是 其 在 m 方向 1 上 的 投影 曲线 的 曲率 取 极 值 的 曲线 . 但 这 个 现象 是 否 具 
有 一 般 的 意义 尚 不 清楚 . 

由 以 上 的 分 析 , 对 R” 空间 上 的 维 曲面 的 Gauss 曲率 ,可 以 给 予以 下 形式 
的 定义 : 

定义 2.4.4.2 设 r(w) 是 R" 空间 上 的 n 维 正则 参数 曲面 片 (1 < n< m— 
1), M, Ms nn- ,是 ru) 上 任 一 点 x° 处 切 超 平面 的 正 交 补 空间 的 任 一 组 基 
单位 向 量 组 , E R" ", 称 亡 决定 的 


n' = mti +° +m. = I° = [ms m, n,.-.] 
为 r(w) 的 主 法 方向 , 若 n" 方向 下 的 r) ft 38 — 36 48 — K 598 BE: 


ar" on 


I a 


的 行列 式 | 下 | 是 一 切 T GO | E CI'Ih = 1 限制 下 的 极 大 值 (最 大 值 ) ,并 且 ， 
TE n’ 法 方向 下 ,r(w) 曲 面 上 刚好 有 n 条 相互 正 交 的 法 截 曲线 , 且 这 ”条 法 截 曲 
RHID RA H TEE 了!' 的 个 特征 值 . 则 rCw) 曲 面 的 Gauss 曲率 < 
由 下 式 决 定 


“一 |7 17171 


" 
HAEE n= m 一 1 时 ,只 有 唯一 的 法 方向 n, 从 而 ,n AE ARE m — 
1 条 正 交 的 曲率 线 , 故 它 就 是 主 法 方向 ,Gauss 曲率 就 是 这 m — 1 条 曲率 线 曲 率 
的 乘积 . 
作为 比较 可 知 ,在 例 2. 4. 4. 5 中 ,在 条 件 h = 1, h = 0, (Rhi = 0, h = 
D 下 ,所 得 到 的 法 方向 ,不 能 给 出 r(w) 曲 面 上 2 条 相互 正 交 的 曲率 线 ,而 只 能 决 
E f CR 户 ) 曲 面 上 的 3 条 正 交 的 曲率 线 , 只 有 忆 = h; RIEF , 2 REA (u) Bl 
面 上 2 条 相互 正 交 的 曲率 线 . 故 hi 一 导 条 件 决定 的 法 方向 即 为 符合 以 上 定义 的 
主 法 方向 . 


C1) 这 个 m2 单位 法 方向 由 例 2. 4. 4. 5 中 给 出 - 
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利用 以 上 得 到 的 r(u) 曲面 上 法 空间 的 单位 正 交 基 向 量 组 n, ,就 可 以 对 ru) 
曲面 建立 Gauss-Codazzi 方程 组 和 相 容 性 方程 组 . 这 就 是 法 空间 单位 正 交 基 向 量 
H n 的 一 个 重要 意义 . 

将 Gauss - Codazzi 方程 推广 到 R" 空间 上 的 nn 维 曲面 上 去 . 对 应 于 
(2.4. 3.2~3) 式 ,有 以 下 关系 、 


zr PE s 
= rnt D Om i j=l, 2,1, — (2. 4. 4. 94) 

Judu; > u, > A ý 

mo o oa aa 

Di = YIDI I+ DnT i=l, 2, =, m h= l, 2, =, m—n 

Iu £“ Er 


一 (2.4.4.95) 


这 里 n, 可 取 为 n 维 曲面 r(w) 的 m 一 nn 个 主 法 (单位 ) 向 量 . n, 是 相互 正 交 的 . 规 
定 以 下 符号 


ri Ë: ər" mjo [ ar m]= [IJ — (2. 4. 4. 96) 


ðu Iu Əu,Əu, 
即 及 是 主 法 方向 mw 决定 的 第 二 基本 二 次 型 ( 子 ) 矩 阵 . 类 似 (2. 4. 3. 4) 式 有 
C; = -(2.4.4.97) 
由 (2. 4.4.95) 式 


M- 2 
xP", = M š OE —(2. 4. 4. 98) 
规定 以 
B, = [6°] h, p=1,2, =, m—n i= 1,2, =, n —(2. 4. 4. 99) 
表示 b” 组 成 的 矩阵 . 因为 
nÍn, = 0 一 en, = 一 nb =b 一 (2.4.4.100) 


可 知 B, 矩阵 的 主 对 角 线 元 素 为 0, 上 且 是 负 对 称 和 矩阵, 其 元 素 必 ? 在 单位 正 交 基 向 
量 组 n, 是 极 大 值 规划 决定 的 主 法 方向 时 ,是 一 个 (不 恒 为 0 的 ) 几 何不 变量 ( 见 
TAN: 

再 由 (2. 4. 4.95) 式 


an? . NOREEN 
=, = DDA, 一 (2.4.4.101) 


并 记 
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D' = [D4] i,k=1,2,--, n — (2. 4. 4. 102) 
可 得 到 
D 一 一 下 人 一 h=1, 2, =, m—n —(2. 4. 4. 103) 
仍 利用 r, 、T" 符 号 ,不 过 现在 它们 均 为 n 维 向 量 ,形式 上 仍 有 
T; =I `T” 一 (2.4.3.11) 


对 (2.4.4. Mauka aa 4. 4. 94 一 95) 式 化 简 整理 得 ， 


sU `! pNP pT 
Judu £ SE SPA 十 ža Ds ja + 
> aCi Tpn = 
Slina t Ju, u Do, b? Jar (2. 4. 4. 104) 
将 上 式 中 的 下 标 i i 位置 互 换 , 得 
or; 


LNE) 下 志 ; 
z4 D (Fetra + icp J+ 


É 


(Ère £ Tia icra — (2. 4. 4. 105) 
pa 


将 (2. 4. 4. 104) 式 减 去 (2. 4. 4. 105) 式 ,由 可 积 性 条 件 及 r*、m 是 线性 无 关 向 量 
组 的 性 质 ,得 


I eS i 
+ >; PA—- DSP) + CDs 一 CDA) = 0 
t p~ 
—(2. 4. 4. 106) 
A 3C; < r 
Xiao) — tc E + — Chor = 0 
g u, 


—(2. 4. 4. 107) 


is jst, k= 1, 2, =, n; s= 1, 2, =, m—n 


(2.4. 4. 106 一 107) 式 就 是 3 函数 组 的 可 积 性 条 件 . 在 前 一 节 中 , 曾 指出 ,在 
n=m-—1Hk, fi T r(o 曲 面具 有 唯一 的 单位 法 向 量 n, B n 可 以 由 7, 函数 组 的 
多 重 矢量 积 算法 构造 . 所 以 ,只 要 六 RAW ET RERI A, RE 


也 就 满足 可 积 性 条 件 . 
但 现在 在 1 二 n 二 m 一 1 时 , 标 架 系 (71，…， Fai Mo tts An-n) PHY n 正 交 
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单位 法 向 量 可 以 是 区 正 交 补 空间 中 任 取 的 一 个 基 疝 量 组 ,所 以 ,必须 还 要 给 出 
Sm 函数 组 的 可 积 性 条 件 . 
利用 (2.4.4.95) 式 


a = D (n +D ai) +> (in, + 强 ) 


= 


将 (2.4.4.94 一 95) 式 再 代 人 上 式 并 整理 ,有 
ên, ƏDh ,< RS 
am = x + DDr, + 220 Da) + 


+I + pic a + Door Jn, 


Ə°n, A 
auau’ E? 


ðm _ m, 
Judu, Judu, 


Sp- sa + > (Di, — Dir) + 到 op — Di) Jà + 


ipao a spri 
+ [REE S DaCh — Daci + Daro — Bar) Ja, 


由 标 架 系 的 线性 无 关 性 , 即 得 以 下 关于 2 函数 的 可 积 性 条 件 


oD _ Dh 


+ D DIS — Dirt, + D Da — Dh) = 0 
= = 


Iu, Iu; 
—(2. 4. 4. 108) 
abi OL) S abn — pebr 
g ge + Doa Cha — DaCh) + D Obr — bbr) = 0 
i ʻi 
—(2. 4. 4. 109) 


其 中 可 知 (2. 4. 4. 108) 式 形式 的 可 积 性 条 件 其 实 就 是 (2. 4. 4. 107) 式 给 出 的 条 
件 . 这 只 要 利用 


== Ece" 


i 
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其 中 g* 是 1"' 和 矩阵 的 元 素 , 对 (2. 4. 4. 108) 式 作 展开 ,再 用 因子 
De 
乘 之 ,其 中 gs, 是 了 和 矩阵 的 元 素 , 再 对 下 (上 ) 标 求 和 ,可 得 


š 9C i aCi on gi 
D = Qu gg. — C Jage + Ju E Ei + Ch IE” + 


k o= 


+ Dr +O gog + DHC + een ]= 0 


= 


这 里 > oDDD FF. 


bagel Rll 


记 以 上 等 号 左边 的 求 和 式 为 M. 现 对 于 任意 给 定 的 u. 下 标 , 1 < v j 


n, X k 的 求 和 可 得 到 以 下 结果 . 
当天 时 ,上 式 可 表 成 


DaD kegn s> Begny DOOL +t Oro 
上 式 利用 了 


的 关系 、 
将 前 一 式 等 号 右边 的 上 下 (上 ) 标 改写 为 p , 即 有 


DEI- D(-6 (r, 3e)+c (rn - Ee))es 


由 
和 
Wa 
Pn — Ee —— Tr. 
于 是 得 到 


DI- 六 (Core — Che) 


izi pTi 


再 由 
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Erme’ = Tw 
= 


六 [= cr 一 cr (v 关 j 给 定 ) —(2.4.4.110) 
当 v=j 时 ， 
Ee- Ce +o X 25, # + Pt Ë + 


+c ciri, + Orage” + BSC + FC, ) 


将 上 式 右边 的 上 下 (上 ) 标 改写 为 p, 并 注意 到 j = v, 经 整理 便 有 


Pra, D(a (n, -e)a (n, -Fjer + 
+ Sici + CS) 
名 


Pra S + 9 Lin. — Ci E CCC) 0 二 =v 给 定 ) 


一 (2.4.4.111) 
对 (2.4.4.110 一 111) 式 ,固定 一 个 v, 再 对 j 求 和 ,得 
M= xC = Ta Erc, -PLC + YC eO +C) 


=0 


Hj o REGER IEA b =— b 的 负 对 称 性 , 即 得 


-M = D (È -2 Rr, -reo + Tc, 一 Go)) 
j=l u, u; val s=l 
=0 
显然 , 当 (2. 4. 4. 107) 式 成 立时 ,上 式 自然 成 立 . 故 (2. 4. 4. 108) 式 没有 给 出 


新 的 可 积 性 条 件 . 
再 考虑 (2. 4. 4. 109) 式 . 其 式 中 间 的 一 项 


PDC -pc = = D CC + Ñ Cac 


kjen 


将 上 式 右边 第 二 项 中 的 j,k 上 (下 ) 标 互 换 ,得 
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和 (DC 一 DiCi) =— BD CCg + > CaCse” 


#1 Fred 


因为 g* = g" , 所 以 上 式 恒 为 0. 这样,(2. 4. 4. 109) 式 可 简化 为 


ab PERS iyt=1,2, =, n 
Ju, -Borer ey 人 
一 (2.4.4.112? 
(2.4.4. 112) 式 就 是 在 1 <n < m— 1893 i SU 36 pO R BAO n RER 


在 n= ml 时 ,的 因子 只 能 是 6} = 0, i= 1, 0, n, 故 (2.4.4.112) 式 成 为 
0 = 0 恒等式 ,(2.4.4. 106 一 107) 式 自然 就 成 为 (2. 4.3. 14 一 15) 式 511 而 在 1 一 
n<m—1Bl,(2.4.4.112) C Eí ELH. 它 给 出 了 所 选取 的 r(uw) 曲 面 法 空间 的 
单位 正 交 基 向 量 组 的 各 个 单位 法 向 量 m n, 之 间 必 须 满足 的 相互 关系 ,从 而 保 
证 这 个 单位 正 交 的 法 空间 基 向 量 组 能 够 与 所 要 求 的 各 个 n, 法 向 量 是 二 阶 可 微 
向 量 函 数 这 一 条 件 是 相 容 的 ( 见 以 下 分 析 ). 

以 下 将 (2.4.4.106、107、112) 式 这 3 个 方程 组 并 称 为 R" 空间 上 维 曲面 
的 可 积 性 (或 相 容 性 ) 条 件 , 其 中 (2. 4. 4. 106 一 107) 方 程 组 等 价 于 Gauss-Codazzi 
方程 组 . 

利用 O” 的 构造 ( 见 (2. 4. 4.98) 式 ) ,可 以 将 (2. 4.4. 112) 式 直接 用 n, 因子 表 
示 出 来 . 即 有 


ni _ nl ani Ən, _ Ən Ən, 
(Re (a aa) 


Ən pr on nn rom) o 
+ (a M e Genn, Ge) (2. 4.4. 113) 


上 式 左边 的 第 一 项 按 要 求 为 0, 故 利用 n... n, 的 单位 正 交 性 质 ,可 以 有 


Ən Ən, _ š: anf + Ən, _ Ən! Ən, _ S Ən rt Ən, 


Du; Iu, ZA Du,” Ju, Du, 3u, LA Du,” Du, 


所 以 
Z u. -各 na) 如 ae Cn — Binn?) Z 一 (2.4.4.114) 


1 22 一 


C13 附带 指出 ,在 an = 1 时 ,可 积 性 条 件 就 不 再 是 二 阶 混合 编导 数 与 求 导 次 序 无 关 这 种 形式 ,而 是 
Frenet 标 架 系 可 微 性 及 曲率 .各 阶 抄 率 系数 的 可 微 性 条 件 . 这 一 条 件 由 曲线 参数 函数 x(s) 39 m Wr 
可 微 予以 保证 . 
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(2. 4.4. 114) 式 给 出 了 一 组 关系 式 , 这 组 关系 式 表 明 的 是 在 n, 均 为 二 阶 可 
微 时 ,单位 正 交 法 向 量 组 n. h = 1,，…，, m—n 之 间 必 然 要 满足 的 条 件 . 但 应 指 
出 ,单纯 的 (2. 4. 4. 114) 式 并 不 是 与 (2. 4. 4. 112) 式 等 价 的 . 与 (2. 4. 4. 112) 式 等 
价 的 关系 式 应 是 (2. 4. 4. 113) 式 及 (2. 4.4. 114) 式 . 

因为 车 (2.4.4. 114) 式 成 立 , 且 (2.4.4.113) 式 也 成 立 , 则 


Pnl Fn 
[aa Judu, je =o 


Bp 


Syan gn ən, Ən, 
> zs T Judu, je = 0> r " 


即 知 (2.4.4. 112) 式 必 成 立 . 
对 于 h 二 5 时 ,(2.4.4.114) 式 成 为 恒等式 ( 隐 含 了 n= m — 1 时, 恒 为 恒 等 
式 ). 在 m 一 n = 2 时 ,(2.4.4.114) 式 可 简化 成 以 下 形式 


Vhs 一 (2.4.4.115) 


由 前 面 关于 于 的 法 空间 的 极 (大 ) 值 单位 正 交 主 法 方向 
n; = I; Gr = 1 i=l, |, m—n 


WER JEP H = [m., eo nna] 是 区 的 列 向 量 组 经 多 重 矢量 积 算法 得 到 


的 任 一 组 单位 正 交 的 法 向 量 , 则 mn” 的 二 阶 可 微 性 质 , 即 等 价 于 r(w) 是 三 阶 可 微 
的 ,并 且 (wu) 函 数 是 二 阶 可 微 的 ,i 二 1，…，(m 一 n 一 1). t? (0 是 极 ( 大 ) 值 规 
划 NN， 上 二 1,，…，m 一 n 一 1 的 解 函 数 . 

以 下 对 于 (ww) 的 可 微 性 给 予 一 些 说 明 . 要 求 完 全 地 解决 t Cu) 函数 的 可 微 
性 问题 仍 具 有 一 些 困难 .但 在 简单 的 情形 下 ,可 以 确 知 t Cu) 函数 是 可 微 的 . 

以 N, 极 大 值 规 划 为 例 . 由 (2. 4. 4. 24) 式 ,一 阶 必 要 条 件 是 


aF _ = 
gr MIN = (2.4.4.24) 
现 设 (2. 4. 4. 25) 式 成 立 ， 
IVL, A) |=] VFO 一 MDTD1I 关 0 一 (2.4.4.25) 
则 由 隐 范 数 定理 ,在 (2. 4.4. 24) 式 中 可 得 到 Ia, )) 形 式 的 可 微 函 数 , 且 
2 L [VF AT T im m 一 (2.4.4.116) 


aÀ 
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将 (Cu, 4) 代 入 约束 函数 ,并 记 
feu, 2) = i u, DIT Cu, 2) — 1 = 0 (2.4. 4.117) 
于 是 (并 注意 到 (2. 4. 4. 525D RH | ICO 1 的 极 值 非 0 时 ,总 有 X 关 0), 


pa = 2t" (u, A)H'H[V FO — AI A T t Cu, À) 
—(2. 4.4. 118) 


A Bi IT EREBOR TEZ H , W) EREA 


p = 2t (u, DVF — AI mn tu, 2) — (2. 4. 4.119) 


因为 tCu, DJE N, 极 大 值 规划 的 解 , 所 以 ,由 极 大 值 解 的 二 阶 充分 条 件 知 在 上 一 
tu, À) 处 ,有 


[VFO — ÀI m-n je < 0 
—(2. 4. 4. 120) 


z€ {z| (u, AM)z 一 0 z€ R} 
由 $3 章 关 于 拟 特征 值 的 分 析 ,(2. 4. 4. 120) 式 表示 以 下 # 的 多 项 式 


AT — (VFA) — Ànn) tu, À) 
f(u, à) 0 


的 m 一 n 一 1 个 根 均 为 负 实 数 .由 此 可 知行 列 式 


t'(u, à) 0 


VFW Àl nn t(u, ?| 
#0 


或 者 说 矩阵 


kee t(u, »] 
rank =m—n+1 一 (2.4.4.121) 
tu, À) 0 
由 此 再 利用 系 3. 2. 1. 6 的 结论 及 矩阵 [V FG) 一 MT。,] 的 对 称 性 , 即 知 
tu, DOVEO) 一 ML。 ,tlu, A) 0 
所 以 ， 


əf 

ATN 

于 是 从 (2.4.4. 117) 式 中 由 降 函 数 定理 可 得 到 
À = X(u) 
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形式 的 函数 . 
现在 


əm 


3f w u, DEI +i u, A) I cy, a 


Ət(u, À) 
Ju; Iu; 
—(2. 4. 4. 122) 


其 中 由 隐 范 数 定理 ,在 (2. 4. 4. 24) 式 中 得 到 的 tu, 4) 函 数 关于 w 可 导 的 . D) 
算 阵 的 列 向 量 是 z Cu) 函数 的 多 重 矢量 积 构造 的 , 即 是 二 阶 可 微 函数 经 四 则 运算 
得 到 的 函数 ,所 以 ,矩阵 IT' GO 84 F u, 一 定 是 可 导 的 . 故 洲 存在 ,所 以 


a 
aà Pu; 
iu = F (2. 4. 4. 123) 
JÀ 
一 定 存在 . 由 此 知 A(u) 关 于 wu 是 一 阶 可 微 的 . 
记 
tu) = t(u, À(u)) 一 (2.4.4. 124) 
则 
dtu) _ atlu, À) | dlu, à) A Sds) 


Ou — Əu, IÀ Ju, 


由 上 已 知 等 号 右边 的 偏 导数 均 存 在 , 故 Ko 关于 一 阶 可 微 . 
将 (2.4.4. 24) 式 左边 的 个 别 方程 写 出 ,如 下 式 


s a arn = [x, 


对 上 式 再 求 关于 u 的 偏 导数 ,并 将 下 看 成 为 FCu, t) AR t ARH tu, à), 


oF 9 , FF s ¿ 
S + -9m 下 一 -a Yam, = 0 i= 1， m—n 


ETETA Ati ðu, Əu,Ət, — Iu’ 
—(2. 4. 4. 126) 
由 以 上 的 分 析 , 上 式 左边 的 各 导数 均 存在 . 再 对 上 式 求 关 于 u, 的 偏 导数 ， 
< BF Ə, a S PF t oF S Ca 
22 Əz,Ət/Ət, Ju, Ju, > 53595 Ju,ðu, ` JuJu, ðt, Du Ju, ðu, 
LaS Iny ao aS Dry Ai arj 9t _ P SEN z: 
12 Iu, Iua aD zu aS eto A sam 


对 i 二 l, e, m— n, 从 上 式 中 可 解 出 4 的 二 阶 混合 偏 导数 
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t 


ma, TH Ət an 2t) 
Iudu, 


Iu, Jur ðu, Ju, Jur, Ju, 


= [VF am" n] Ë .( 


3 VEF ər 
Ju, Ən Ju, 
— |ə' F+ 3 — (2. 4.4. 127) 
Ən 9 VF at 
Jus Ət,-, Iur J 


其 中 


ər _ /ou Ca popa 
Tudu, 7 (zaam U uag) 1510D FA 


arD _ [z] ən _ [zn ] 
au, 一 Lau Dudu, “LƏu,Əu 


at er I sess): 


Pusa Jua? du 


FF F y 


PEs EAT ” ”auauuatw , 


v [5] skal, =n 
由 于 (2. 4. 4. 127) 式 右边 的 各 项 偏 导 数 都 是 存在 的 , 且 

[VF — An" m] 
也 存在 ,所 以 Cu, DEF u 的 二 阶 (混合 ) 偏 导数 存在 . 类 似 地 ,再 对 (2.4. 4. 126) 式 
作 关于 A 的 偏 导数 ,可 知 2 多 D 含 导数 存在 . 因此 ,(2. 4. 4 117) 式 形式 的 


fu, 4) 函 数 关于 u 也 是 二 阶 可 导 的 . 再 由 (2.4.4.119) 式 ,得 


= = 4f" (u, [VF 一 AT。 D Lo, DIVF — Ann] ru, 2) 


可 知 这 一 二 阶 偏 导数 也 存在 . X L AJ FH Y X: T Ms E 00 R Sh LW 


再 由 (2.4.4.123) 式 ,得 
Zf 3f 9f Èf 3A 


aA __ ww IÀ au IË Juz 


Du, ðu, (y 
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MI DL EAPO 43808 — WR ESIE E AE 0, 所 以 Xu 函数 关 
于 二 阶 可 导 . 
于 是 由 (2. 4. 4. 125) 式 ,得 


tlu) _ tlu, à) , lu, À) IÀ Ftu, A) 


Ju;ðu,  Ju,ðu, ðu, Iw — Əu,ƏÀ 


p Ziu, A) 3A IA u, à) FA 
IA Ju, Ju; IA Ju,ðu, 


上 式 等 号 右边 的 各 偏 导数 中 ,只 需 注意 到 再 可 从 (2. 4.4. 116) 式 中 得 到 


tlu, À) 
ELY 

即 知 它们 均 存 在 . 所 以 ,(2. 4.4. 124) 式 给 出 的 i(wu) 函 数 关 于 uw 是 二 阶 可 导 的 . 

这 样 ,由 于 极 值 主 法 方向 m = Ik. (u) 给 出 , 故 n. X: F u — E tb Jë — B n] S 
的 .因此 ,在 N. 极 值 规划 的 Lagrange 函数 关于 上 的 Hessian šE: nl inn. rH ix — 8 
划 决 定 的 主 法 方向 m (ww) 一 定 是 二 阶 可 微 的 . 以 上 的 分 析 容易 推广 到 N. 极 值 规划 . 

由 以 上 分 析 可 知 , 当 在 N, 规划 中 , 极 大 值 解决 定 的 :(w) 可 表 为 4 乘 子 的 函 
数 ,取决 于 Lagrange 函数 的 Hessian 矩阵 行列 式 非 0 的 条 件 . 而 这 一 条 件 等 价 
于 F(O 目 标 函 数 的 极 大 值 是 严格 局 部 极 大 值 , 即 F(t) 函数 在 极 大 值 点 邻 域 是 严 
格 凸 的 , 即 (2.4.4. 121) 式 必要 成 立 . 反 过 来 说 ,在 N, 规划 中 ,如 果 极 大 值 解决 
定 的 Ka) ,同时 (2.4.4. 121) 式 成 立 , 由 上 即 知 DKF u 二 阶 可 导 . 归纳 起 来 可 
得 以 下 推论 . 

推论 2.4.4.8 Ü r(u)u € D. C R" r€ R" E n 维 正 则 参数 曲面 片 . 
n° ii=-1,，…, 是 已 经 确定 的 r(ue) 曲 面 的 极 值 主 法 方向 . 设 n; 关于 二 阶 可 
F.H = [m ，…, mn。,] 是 r(w) 法 空间 的 任 取 的 一 个 (二 阶 可 导 ) 基 向 量 组 . 
车 对 于 以 下 极 值 规划 


| | 下 (oO |= FO 
|: I n =1 


(n TIR =0 i=1,**, k (k<m—n 
决定 的 解 tt, 是 严格 极 大 值 解 , 则 Lagrange 函数 的 多 重 加 边 Hessian 矩阵 行 
列 式 


= [VF -AT n>n" h + [VF -an n n n 3 


Niis 


VFO — MI+ Dga; D; Hh, 
armo” 


QT it i)" 
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n; =I; 
从 而 二 关于 wu 二 阶 可 导 , 并 且 mt AF u 也 是 二 阶 可 导 的 . = 
这 里 附带 说 明 , 因 为 RE nA = X(w) 的 函数 , 故 在 
ECGuy Delu, à) 一 1 
的 条 件 下 ,在 形式 上 将 u, À 人 4.4. 118) 式 决 
定 的 Lro 以 及 (2. 4.4. 122) 式 决定 的 L L 天 0 的 情形 . 而 如 利用 (2. 4. 4. 124) 
式 , 则 在 
Ftu) = 1 
条 件 下 , 才 总 有 


成 立 . 

类 似 地 ,在 (2.4.4.25) 式 不 成 立 , 但 (2. 4. 4. 28) 式 成 立时 ,也 可 以 确 知 相 
应 的 N, 规划 决定 的 主 法 方向 m 是 二 阶 可 导 的 . 这 两 种 情形 可 以 并 称 为 ,在 
N, 规划 决定 的 极 大 值 解 n 是 局 部 严格 极 大 值 点 时 ,nm 是 二 阶 可 导 的 . 这 种 情 
形 接 近 于 矩阵 的 单 根 特征 值 一 定 具有 可 微 性 . 类 似 于 矩阵 重 根 特征 值 的 情形 ， 
当 N, 极 值 规划 的 极 大 值 解 tt 是 局 部 弱 极 大 值 解 时 ,目标 函数 FO fE t = r; 
的 邻 域 不 再 是 严格 凹 的 . 这 时 , 乘 子 À, 可 以 对 应 于 不 只 一 个 极 值 解 妆 .在 这 一 
情形 下 ,由 Lagrange 函数 关于 上 的 Hessian 矩阵 的 秩 一 mm 一 2 一 1 ,就 不 能 利用 
[VF — AI mn ) 矩阵 的 可 逆 性 质 来 导出 #(CaD 函数 的 可 微 性 质 . 这 是 有 待 解决 的 
问题 . 

但 有 一 点 是 很 显然 的 ,因为 F(t) = | (D | 是 4 的 n K F K m —n 2 £ Yi 
式 ,所 以 ,在 N, 极 值 规划 的 一 阶 必 要 条 件 中 ,总 可 以 表 成 以 下 形式 的 方程 组 


[VÈ — AT IT]: = 0 
其 中 

VĚD et = VFO 
WF(D) 是 F(D) 关 于 4 的 Hessian 矩阵 . 由 此 即 可 见 , 满 足 极 大 值 条 件 的 +, 必 是 
[VG — AT] 矩阵 的 特征 向 量 . 由 于 这 一 矩阵 是 对 称 的 , 故 即便 上 是 该 矩阵 
的 多 重 特征 根 对 应 的 特征 向 量 ,: 具有 渐 近 可 微 性 质 是 确定 的 ( 见 $ 3 章 关 于 特 


征 值 ,特征 向 量 可 微 性 的 内 容 及 $6.6 节 附 录 三 ). 
由 Riemann 符号 的 构造 , 仍 规定 
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ars əmr š 
Ri = 2 过 入 一 了 


a 
i 


这 还 是 (2. 4. 3. 16) 式 . 则 (2. 4. 4. 106 一 107) 式 可 表示 成 
R 一 一 DI CDi — CDG) i,jst,k=1,2,=,n 一 (2.4.4.128) 
m 


S oat S 
Cs Cs _ ECs TSC) + SEC” 一 cb) 


Du du A 


s=1,2,*, m—n; t,i, j=l, 2,0, n —(2.4. 4.129) 


(2. 4. 4. 128~129) 3È 5 (2. 4. 3. 17 一 18) 式 有 些 区 别 . 原因 是 在 n 二 m 一 1 时,n 
维 曲面 具有 m 一 nn 个 主 法 方向 ,而 在 n = m 一 1 时 , m 一 1 维 曲 面 仅 有 一 个 ( 主 ) 
法 方向 . 当 n = m — 1 时 ,显然 ,(2.4.4.128 一 129) 式 就 转化 成 (2.4.3.17 一 
18) 式 . 

仍 使 用 R，、R 符号 ,只 是 Rj 现 在 也 是 n 维 向 量 . 类 似 (2.4.3.22 一 23) 
式 , 可 得 


DCCA — CSCA) 
Raji ge 
R CsCs — C? C*, 
IR; = | “|= pA ACR =C] (2.4.4.130) 
R, 


BD CICs — CCs) 
pe 


Ñ n= m1,(2.4.4.130) 式 就 是 (2.4.3.23) 式 . 同 理 ,有 


Raa = 2) (ChCh — CRCR) —(2. 4. 4. 131) 
mi 
并 可 知 
R < js | 
m= | 
2 
mlCs Ds 
r, = Si C, Dh 
7 Alc Ds | 


(2.4.4.132) 式 即 为 (2.4. 3. 25 一 26) 式 的 推广 . 但 在 形式 上 已 出 现 了 重要 的 差 
S. 可知 (2.4.3.27 一 31) 式 在 1 过 nm 一 1 时 仍 是 成 立 的 . 
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很 容易 理解 , 当 n 二 mm 一 1 时 ,(2. 4. 4. 94 一 95) 式 就 成 为 (2. 4. 3. 2 一 3) 式 . 当 
n= 1 时 ,(2.4.4.94) 式 是 一 了 = 1, n=l, 可 表示 成 


ar HENNA 
L SrA Cm 
Qu a 
且 
ər" &. 3 Drok y 
TW i=W W'.Vr=0 ( 设 4 是 弧 长 参数 ) 
u 
及 
Wrim = 0 h=1,2,--,m—1 
可 知 
Pi = 0 
若 令 
vr Vy. 
Ni = RE S 
Hvrl Ivy 


(将 r 理解 为 x, 而 y;、Vy,… 由 (2. 3. 1. 20) 式 及 相关 公式 决定 ), 则 
a = |Vy| =C, =e,  Ch=0 h=2,3,-, m—1 
Ju 


ks 是 曲线 的 曲率 , 故 (2. 4. 4. 94) 式 是 


Q= sm —(2.3.1.21) 
并 且 易 理解 ,对 (2. 4. 4. 95) 式 , 令 h [= 1, 则 等 价 于 (2. 3. 1. 2D, EA = 2, W| £ 
价 于 (2.3.1.22) 式 …… , 故 可 知 , 当 n = 1, (2.4.4.94 ~ 95) 式 即 成 为 


(2.3.1.21 一 24) 式 , 即 R" 空间 上 1 维 曲线 r(z) 的 自然 标 架 方程 组 . 由 此 可 知 
(2. 4. 4. 99) 式 的 矩阵 B, 的 元 素 刀 ”具有 挠 率 的 意义 . 
如 果 对 R” 空间 上 的 nn 维 曲面 的 mn，n;，…，n。, 主 法 方向 , 作 


| 
171 — (2. 4. 4.133) 
pW D 


则 心 , h' SIRER n, CR n.) ER B) BJ n HE ki 89 Gauss 总 曲率 与 平均 
曲率 . 
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XHEJR003F3948 83 O 513 ,可 规定 
e= Fe ye) 
一 (0 ht, e, h>”) 
分 别 为 n 维 曲面 的 Gauss 总 曲率 与 平均 曲率 . 
那么 ,由 (2. 4. 4. 32) 式 ,现在 利用 Ru 符号 和 曲率 的 定义 ,能 否 找到 某 个 函 
数 F(。) 及 f(，), 使 


一 (2.4.4.134) 


F(Rin) = fü) 

成 立 ? 即 对 于 R” 维 空间 中 的 n 维 曲 面 而 言 ,Gauss 关于 曲面 总 曲率 (在 一 定 条 
件 下 ) 完 全 由 第 一 基本 形式 决定 的 结论 是 否 仍 能 成 立 ? 对 此 ,需要 进一步 说 明 . 

注意 ,由 (2.4.4.7) 式 关于 Gauss 曲率 的 构造 ,以 及 (2. 4. 4. 131) 式 给 出 的 
Riemann 符号 Ru 的 意义 规定 ,相对 于 R” 空间 上 的 n 维 曲面 而 言 , 在 < 一 mm 一 1 
时 ,Ri4 与 Gauss 曲率 «之 间 , 就 不 能 有 一 般 的 相关 性 . 这 是 与 n= m 一 1 时 有 区 
别 的 重要 现象 . 

由 (2.4.4.7) 式 Gauss 曲率 < 仍 可 由 和 矩阵 


[ra] kl = D 
名 
的 二 阶 子 式 行列 式 组 成 的 伴随 矩阵 (行列 式 ) 了 予以 表 出 . AAE EEREN 
子 式 行列 式 是 
Sicya DE P. 
= |. = X (OCh — CC, 
SGi DA m 


而 由 (2.4.4.131) 式 ， 


Ran = 21 (ChCh — ChCh) 


BA R 一 般 地 不 等 同 于 | 位 外 特别 地 ,Ru 与 5 的 取 法 无 关 , 而 


51] /(。) 是 平均 值 函 数 是 指 ,对 x € R" 
(a) f(D 是 x 的 线性 齐 次 函数 . 
(b) f(z) 是 单调 的 , 即 当下 三 f(x) 这 f(x)。 


(c) min z, < f(x) < maxr;. 
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i, t i,t 
| m al R 让 
注意 ,上 文中 已 指出 R” 空间 上 的 维 正则 曲面 r(w) 中 存在 有 一 类 法 向 迷 
向 的 曲面 . 在 这 一 类 曲面 上 ,行列 式 
|J u, D |= |I (u) | CI 下 一 1) 
即 第 二 基本 二 次 型 矩阵 的 行列 式 与 如何 选 取 是 无 关 的 . 所 以 ,在 这 类 法 向 迷 向 


的 n 维 曲面 上 ,了 (矩阵 的 二 阶 子 式 人 中 也 就 与 + 的 选取 无 关 , 这 时 ， 


zy i, t 六 
p o. 例如 u= o oc _ 
ChCh 三 0 h=1,:*, m—n. 这 即 是 说 ,在 R” 空间 的 n 维 曲面 上 , 若 该 曲面 是 
法 向 迷 向 的 , 则 该 曲面 的 Gauss 曲率 (不 变量 ) 才 可 能 由 Ri 符号 以 第 二 基本 二 
次 型 矩阵 的 2 阶 伴随 矩阵 行列 式 的 形式 构造 出 来 . 除 此 而 外 ,对 于 n< m —1, n 
维 曲 面 的 Gauss 曲率 不 能 利用 Ri 符号 构造 出 来 . 


却 与 1 的 取 法 有 关 . 而 在 n= 二 m 一 1 时 ,显然 Rs 恒 等 于 


Riemann 符号 Ri 就 可 能 恒 等 于 


在 一 般 情况 下 , 当 n 二 m 一 1 时 ,由 (2.4.4.131) 式 ,Rs 与 + 的 取 法 无 关 , 所 
以 ,Ri 表示 了 一 个 只 取决 于 第 一 基本 不 变量 (及 其 偏 导数 ) 构 造 出 来 的 不 变量 . 
这 个 不 变量 的 意义 是 指 ,其 等 式 右边 的 二 阶 行列 ( 子 ) 式 之 和 与 构造 1” 
b = 1，*…，m 一 nn 矩阵 时 所 选取 的 n 维 曲面 上 的 m — n 维 法 空间 的 单位 正 交 基 
向 量 组 


ni Ros o n, -, 
的 取 法 无 关 . AAEH, n, n, 是 n 维 曲面 法 空间 的 2 组 不 同 的 单位 正 交 
基 向 量 组 . 它们 分 别 决 定 了 及、 政和 矩阵 . 那么 ， 


到 人 


j. EA 


LAHA 


| Vi,j,t,k 
—(2.4.4.134a) 


如 在 例 2. 4.4.5 中 ,由 于 了 为 单位 阵 , 故 已 知 R. = 0. 另 方面 按 (a) 式 ,在 
tI = 1 时 ， 


1 加 1 一 | 六 | 一 0 一 Ras 一 | 六 | 十 | 全 1 一 0 
而 若 按 (b) 式 , 则 又 有 


IP= l, ?1 一 一 二 一 Rus =E= 0 
2 2 


故 Rin 13182 8] 38 e Bt #H OBORE K. 
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但 正 因为 如 此 ,Rajs 符 号 也 就 不 能 表 出 定义 2. 4.4. 2 # Hi 9 n 维 曲面 的 
Gauss 曲率 . 要 利用 Ri 的 不 变性 质 来 表 出 n 维 曲面 的 Gauss 曲率 ,就 只 能 回 到 
上 文 提出 的 问题 , 即 要 求 对 (2. 4. 4. 134) 式 给 予 新 的 定义 ,并 确定 存在 平均 值 函 
AFO) it 

r= fe, è, ee, e) = FAE E …，| ”1) 
= F(R,,> Vi, jets k) 


由 以 上 的 分 析 , 即 可 理解 ,为 什么 在 例 2.4. 4. 5 中 可 以 出 现 Ro = 0, 但 这 
一 2 维 曲面 的 Gauss 曲率 却 恒 不 为 0 的 现象 . 这 个 事实 即 表 明了 (在 定义 
2.4.4. 2 条件 下 ),“ 内 萄 几何 分 析 ” 方 法 在 应 用 到 R” 空间 上 的 维 曲面 的 Gauss 
曲率 时 可 能 是 无 效 的 . 这 里 情形 就 是 上 一 节 中 一 再 强调 的 ,要 利用 Rijs 符 号 去 构 
造 出 Gauss 曲率 , 隐 含 的 条 件 就 是 (2. 4. 3. 25 一 26) 式 一 定 要 成 立 . 但 现在 在 R” 
空间 的 n 维 曲面 (n < m — 1) 上 ,(2.4.3.25 一 26) 式 在 形式 上 已 发 生 了 变化 , 变 
成 为 (2. 4. 4. 132) 式 了 . 因此 (2. 4. 3. 25 一 26) 式 不 再 成 立 . 

以 上 给 出 的 R” 空间 上 的 多 重 矢量 积 方法 ,是 对 向 量 组 z € R", i = 1, 
2，…，, nn 张 成 的 线性 子 空间 构造 出 其 正 交 补 空间 的 基 向 量 组 的 方法 . 要 构造 z 
的 正 交 补 空间 的 基 向 量 组 ,除了 多 重 矢量 积 方法 ,显然 还 可 以 利用 逆 和 矩阵 方 法 ， 
即 直 接 求 解 以 下 方程 组 

z€=0 i=1,2,--, n -(2.4.4.135) 
的 方法 . 

设 卫 为 (2.4.4. 135) 式 的 任 一 基础 解 系 矩阵 , 则 z, 正 交 补 空间 中 的 任 一 向 

量 5 ,总 可 表 成 


=t (€ R 


JEP k = rank(z,, z2, ts z,) BD z, 向 量 组 的 秩 . 所以, 卫 的 列 向 量 组 就 是 z, TE 
交 补 空间 的 一 组 基 向 量 . 

与 多 重 和 失 量 积 方法 相 比 较 , 以 n= m 一 1、 且 zz 线性 无 关 为 例 , 可 知 ,多 重 矢 
量 积 方法 中 只 利用 了 矩阵 


ZT = [tis zr s Zae DT 


的 伴随 矩阵 的 第 m 列 向 量 来 当 作 z, 的 法 向 量 ,不 涉及 行列 式 倒数 运算 ,而 道 矩 
阵 方法 则 总 要 涉及 行列 式 倒数 运算 . 这 个 区 别 导致 这 两 种 方法 在 确定 非 0 法 向 
量 (或 有 定义 的 法 向 量 ) 的 定义 域 上 ,多 重 矢量 积 的 条 件 更 为 宽松 一 些 . 

由 以 上 符号 , N= (Zins Zomo o Zun) 是 z; 的 多 重 矢量 积 决定 的 法 向 量 ， 
Zi 是 Z" 矩阵 的 伴随 矩阵 第 i 行 第 m 列 元 素 的 代数 余子 式 , 则 NN Z 0 的 条 件 
即 为 
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2 二 十 Zin >O 


或 者 说 是 矩阵 [zs z, o, z. 4] 的 全 部 m — 1 阶 子 行列 式 的 平方 和 非 0. ñ 
和 矩阵 方法 则 应 要 求法 向 量 N 的 定义 域 限制 在 某 一 个 选 定 的 Z,, > 0( 可 取 为 
Zin > 0 或 Z,, < 0) 的 区 域内 . 显然 , 逆 矩 阵 方法 得 到 的 法 向 量 N 的 定义 域 是 多 
重 矢量 积 方法 得 到 的 非 0 法 向 量 定义 域 的 ( 真 ) 子 集 5 127 

由 此 可 以 想见 ,对 于 给 定 的 一 个 正则 曲面 ,利用 多 重 矢量 积 方法 可 以 确定 最 
少数 量 的 一 组 正则 参数 曲面 片 覆盖 这 个 正则 曲面 . 在 这 一 点 上 ,多 重 矢 量 积 方法 
比 道 矩阵 方法 更 具 效率 . 但 在 一 些 数学 推导 中 , 逆 矩 阵 方法 确 有 不 可 替代 的 
优势 . 

对 于 r(u) 形 式 的 参数 曲面 函数 , 设 


Xı u) 


X: u) 
r=| | úe p.cC R” 
X,. (u) 


并 设 Jacobi 行列 式 


则 可 从 
ər" 
u? =0 
中 得 到 法 向 量 N.， 
— (G;'(u))! V.X. 9X。 ax, aX, x! 
N. = H = [ 9 ] vx = (S s mu SS ram, 
—(2. 4. 4. 136) 
卫 是 基础 解 系 矩 阵 , 同 时 即 是 法 向 量 N.. 单位 法 向 量 应 为 
n. 一 Ni (2. 4. 4. 137) 


A HVX TG, (u) (G; u)" VX ) 


以 上 利用 G. ' 逆 矩 阵 构造 单位 法 向 量 m。 的 方法 可 以 很 容易 地 扩展 到 7 (u) € 
R", u € D. C R" 的 一 般 情形 上 去 . 
例 2.4.4.6 考虑 R' 空间 上 的 2 维 曲面 


51) 在 Zi 的 平方 和 大 于 0 时 , 隐 含 了 Zo (@) 一 0 时 必 有 Z. Ca) 天 0, 故 法 向 基 N 按 各 个 Zn 隆 0 决定 的 
定义 域 集合 的 并 集 一 定 是 连通 开 集 . 
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tih +i — rí = at —b' 
mizo + Tz, = ab 。、6 为 常数 
其 中 设 a? — b, ab 不 同时 为 0. 求 这 一 曲面 的 主 法 方向 . 
现 将 以 上 方程 组 决定 的 曲面 ,形式 上 看 成 是 
X, = z (u> us) 
Ta = Tlu, s Us) 
ru) = u = (u, u)" € D, C R° 

z = u 


r = u 
并 用 逆 矩 阵 方法 给 出 其 单位 法 向 量 . 设 G 是 (a) 式 的 Jacobi 矩阵 ， 


区 e —2z, 2r, - A 


Ts => = =, 


并 记 


2r 一 2z, x 2a, 
s = S] ml ,| 
zs a + x 2x, 


则 由 隐 函 数 定理 知 ,在 局 部 ,(a) 转 换 成 (b) 式 的 条 件 是 
| Gano |= 2(z1 +z) # 02ri +i > 0 
故 
D, = (u | ri (u) +r} (u) >0 u€ R) 
Jj u € D., 由 隐 函 数 定理 ,并 记 


ax ðu, Iu, ë: l: e] 
am |ar ar| > 


>Z 1 |. sa] 


zti 十 xz Lzias — Tu, Tyu, taru, J 


所 以 ,从 (b) 式 中 可 得 


一 (a) 


{by 
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第 一 基本 二 次 型 卸 阵 为 


II |= (1+(=wi+ r) (Cru, H arru)? + nu — ru, d?) > 0 


直接 解 方程 


=0 
a 
得 到 基础 解 系 矩阵 也 及 法 向 量 N 
pi o 
jo 1 
I= N=Ih h€R hzA0 
ax" 
ðu 
axT ə. Əx 3x" arT ai 
注意 在 本 例 中 有 D2 EE a ET T. A 
ðu ðu Iu Əu Du Ju 
l [ h 
n. =|| ` +k t=1 ea 
Chh)? 
- SOS. | 
HFI OD BR O T RPR. E 
Da、 ad 
ax, zz 
1 一 一 2z: 一 十 2 = 0 
a Iu, 1 
du, ax, a. 5 
x Du, 1 了 +u, = 
ax, DEN Əx, GER 
2 一 一 = 
a (a) 十 2 e(a) i Rt 0 
ad | ax, or, a, az, 
Ep 
从 而 可 解 出 
3x, any any? 
2(1- 一 
=]. eG- 
B| n Ix, Ix, 


Iuh Bu, Iu, 
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əx Paz, Š 
AFCA M ATE ERE THE. 同 理 ,可 得 
e 1 

Pr, Ər, V: ax, \? 
q Heee) 

ax Iu, ðu, 

一 一 Gex。 

Pr, Iz, Ax: 

az Ju, Iu, 

?x (= az Ix, 25) 

dudus Gt Ju, Ju, Iu, Iu, 

2 | i 2nən am am 

Ju, Puz Ju, Ju, Iu, Iu, 

所 以 

Fr, Fz] Hx Pax 

Iu? Iudu, Ju,ðu, Əu 
Pr _ |P Pr dr Əz, Pa 
auau |I aa auau  |Iu,ðu, Duk 

0 0 0 0 
0 0 | 0 0 


最 终 得 到 第 二 基本 二 次 型 矩阵 
E =LI e (Vi 十 Ver 如) 
按照 主 法 方向 的 定义 ,应 再 解 以 下 极 值 规划 
a 1V ot +V, et | 
kWt å+ġ=1 


但 可 以 验证 ,在 本 例 中 以 上 规划 的 目标 行列 式 的 值 与 5 、4 参数 无 关 . 
即 可 以 有 


i A 
[Vn eti TV; t |= F(Z). (#+8) = F|) 
这 里 F(* KAR z... z, 关于 uy, u, 的 2 阶 偏 导数 的 四 则 运算 组 成 的 函 


数 . 对 此 不 再 作 详细 推导 , 仅 给 予以 下 数字 实例 予以 说 明 . 设 — 2, b= 1, 并 取 


Se 外 


为 本 例 曲 面 上 的 x° 点 . 由 以 上 关系 可 得 ,在 这 一 点 处 
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; —.25 一 L75] vy _[ L75 —.25 
va = [ ] w=- 
—1.75  .25 L—.25 一 1.75 


| V ° n FV e n | = ses 十 1.75t —1.75t | 
— 1. 75t, 一 .254 .2504 — 1. 75t: 
=— 3.12504 +) 
BEDE +É = 1, 故 在 这 一 点 处 
1 了 1= 一 3.125 17 |? 


5 n. h 无 关 . 
这 就 是 说 ,本 例 给 出 的 曲面 是 代表 了 R” 空间 中 的 维 曲面 


1<n<m-1 


可 以 具有 一 种 特殊 的 几何 性 状 . 即 在 这 个 n HE i i F. 0 — mt x" € R" 处 , 任 取 的 
该 曲面 的 法 方向 上 ,该 曲面 具有 相同 的 总 曲率 (和 主 法 曲率 ). 从 这 个 意义 上 讲 ， 
该 曲面 的 x° 点 具有 法 向 迷 向 性 状 . 或 者 说 ,在 x° 点 处 ,该 曲面 上 任 取 的 法 方向 
都 是 主 法 方向 . 注意 ,具有 法 向 迷 向 性 状 的 点 , 取 过 该 点 的 不 同 的 切 方向 , 仍 可 以 
具有 不 同 的 法 截 曲 率 . 如 本 例 中 ,在 以 上 所 给 的 点 处 ,W 映射 的 特征 值 是 


入 一 3.125 |] ÈG} + Ë) = 3.125 | I |“: 
Sin. b 无 关 .但 可 以 有 
à = 一 V3 125 |I |} 一 V312517 |5 


这 样 2 个 不 同 的 主 法 曲率 , 故 说 明 本 例 曲 面 上 的 这 一 点 处 ,在 任 取 的 法 方向 下 ， 
对 任 取 的 过 这 点 的 (不 同 的 ) 切 方向 ,曲面 的 法 截 曲率 不 会 相同 . 所 以 ,本 例 曲 面 
在 切 方向 上 并 不 是 迷 向 的 , 仅 在 法 方向 上 是 迷 向 的 . 还 应 说 明 , 本 例 中 曲面 任 一 
点 上 的 主 法 曲率 入 十; = 0, 故 这 一 曲面 具有 极 小 曲面 的 意义 . 其 次 , 仍 以 本 
例 曲面 为 例 , 若 有 xi. x; 是 该 曲面 上 的 2 个 不 同 的 法 向 迷 向 的 点 ,但 x. x, 点 
处 仍 可 以 具有 不 同 的 Gauss 曲率 . 

附带 指出 ,以 C" 表示 复 Euclid 空间 . z € C 是 复 变 量 , z € C” 是 复 变量 向 
量 .将 < 看 成 是 


z=x+iy i=/-1 x, y€ R" 
MJ 


fa) = g(x, y) + ih (x, y) — (2. 4. 4. 138) 
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是 一 个 解析 函数 ,其 中 g&(。)、 关 (。) 是 实 函 数 ,如 果 f(z) 满足 Cauchy - 
Riemann 条 件 51) X} z € D. C C”, D, 是 一 个 开 集成 立 


2 
ar Əy Iyı EEN 
现在 设 f(z) 是 解析 函数 ,将 
f(z) =0 —(2. 4. 4. 140) 


看 成 是 C 复 空间 上 的 一 个 复 曲面 . 则 由 (2. 4. 4. 138) 式 ,以 上 复 曲面 可 对 应 于 
以 下 R" 实 空间 上 的 一 个 曲面 , 即 

gax y) 一 0 

h(x, y) 一 0 


例如 上 例 中 的 曲面 ,就 可 以 看 成 是 以 下 C* 复 空 间 上 的 复 曲 面 (曲线 ) 的 对 应 实 
曲面 ， 


一 (2.4.4.141) 


zi + z = Or = z: 
这 里 , 取 
z =, iy, zn = zt, +iy; w =a+i 
z= (zs z)" 
g(x, y) = zl — yi +i y 
hlæ, y) = 2r y, +2z; ys 
f) = zz —=š = glx, y) + ih(x, y) —[ (a? — b) + i2ab] = 0 
可 验证 f(z) 是 解析 的 , 且 有 对 应 的 实 曲面 是 
diyite 
2x, yı + 2z=,y; = 2ab 
重新 定义 y = mm，zz = zy y: = z, 并 简化 ,就 是 上 例 中 R 空间 上 的 2 维 曲 面 . 
类 似 上 例 这 样 ,由 2 个 解析 函数 组 成 的 R” 空间 上 的 m 一 2 维 曲 面 ( 且 m 是 


偶数 ) ,都 可 以 看 成 是 C 复 空间 上 的 某 个 复 曲 面 的 对 应 曲面 . 但 它们 二 者 之 间 的 
相互 关系 仍 不 甚 清晰 . 

本 书 以 下 部 分 还 会 有 所 涉及 C” 复 空间 上 的 曲面 问题 以 及 法 向 迷 向 曲面 的 
问题 ( 见 8$ 4.4 节 ). 

上 文中 已 指出 ,在 法 向 迷 向 曲面 上 ,Gauss 曲率 可 能 由 Ru 符号 表 出 的 问 


51] 《微分 几何 讲义 第 二 版 ) ,陈省身 、 陈 维 桓 , 北 京 大 学 出 版 社 2001 年 ,第 213 页 . 
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题 . 以 下 就 此 再 予以 举例 说 明 . 
例 2.4.4.7 构造 以 下 R* 空间 上 的 2 维 曲面 


ru) = (u, u, u, ŻY u= (u, v)" 
由 
3u 0 
ər 2u 0 kus 0 ] 
m |i ô z 0 4 
0 2v 


WELRRHO < u<+ oo 一 < u <+ o 


由 多 重 矢量 积 易 得 以 下 基 法 向 量 组 
0 1 
Sa 0 
N, = N, = 
2u — 3u 
0 0 
0 1 
=i 0 1 十 4@ — 64 
H= | —w mn=[ a esa] 
0 o 


由 
0 0 0 
aN _ |° 0 ƏN -| 0 0 
ðu |2 0 ðu |—6u 0 
0 0 0 0 
在 约束 条 件 
IT 一 1 
ZF: 
Iu, 0 一 下 +I“, 
HE 


E E 
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故 


所 以 
|Z u, t) |= 0 


与 1 的 取 法 无 关 . r(w) 是 法 向 迷 向 的 , 且 其 Gauss 曲率 在 任意 给 定 的 法 方向 下 均 
为 0. 
利用 了 矩阵 , 易 知 Rin = 0. 以 下 利用 法 截 曲线 的 分 析 方 法 说 明 这 一 点 . 以 


u=1 v= + SB. 


w= (lll +) 


fE x = x 点 处 ,有 
3 0 0 1) 
Spa |2230 _ 1 0 = |: °] 
ðu |1 0 aS 2 | I=lo 1 
0 1 0 0 


将 也 矩 阵 调整 为 列 正 交 矩阵, 且 仍 记 为 下 区 仍 是 区 的 正 交 补 空间 的 基 向 量 组 . 


[ 0 


I 
1 


~ 


° olw ajo 一 


L 0 
为 简化 符号 ,不 再 作 卫 各 列 的 归 一 化 . 这 不 影响 以 下 分 析 , 仅 影响 了 非 0 极 值 法 
截 曲 线 法 曲率 的 绝对 值 . 
WEH x 上 的 3 维 法 截 平面 
x= =+ (Zh): +s s= (su s)" 


h]h=1 h=(h, h)" 
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1+3ht ks 
1 +2ht—s 一 号 = 


cay 
He 一 


T+ha 


由 r(w) 的 函数 形式 , 知 应 有 


2 
fi: (tha 2s — $s) = (1+ 2ht— sı £s)= o 
; -(b) 
EAO P 
f: (1+hit2s — S s J —C1+3ht+ s) = 0 
方程 组 成 立 . 
由 此 可 得 
3 6 3 
4 (1 十 ht 十 251 一 二 sz ) 十 1 一 声 ( (1 十 ht 二 251 — Ts ) 一 1 
OC, f) _ ( š: $ s") s (( s) ) 
Dns s) : 
ORR? 6(11+ ht2s — 3.5) 一 (号 (1+me+2n 一 全 =) +1) 
4 t = s = so = 0 BE x = x° A Ab, 
0 
af fO A ac f) |14 
Isis sa- le -4 Isis sa) ew 


所 以 ,在 x = x 的 邻 域 处 ,从 (b) 式 中 可 决定 (1)、s2(?) 形 式 的 可 微 铺 数 . 
由 于 从 (b) 式 中 可 得 


2h ( (1+ het2s — Bn)—1) 
3h ((1+htt2s — $s) —1) 
故 
af 
at 
=0 
fa 
ar |, 5 


所 以 
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ds Ei 
dt 3 [aT at 
dsa alsi» s2) afa 
dt ],- ° 3) ),- 
对 (b) 式 方程 组 , 求 关 于 上 的 二 阶 导数 ,可 得 
ds of 
de Z [e.o] 2 
d, alsi s) Pfa 
dë J,e 3 
其 中 
3? 3? 
w s 
2 T [ori (1+ mtt 2s — $s) | |E 
aë dr J, 
所 以 
d's, 2 
d _ 5 Hi 
ds, ' s i 
del, > Tea 


ds; 
3h + dt 
ds 6 ds 
w == i S di 
ds 3 ds 
hhi o d 
h: 


Vx(0) = (3hi, 2ħi s hi, hi)" 
Vx! Vx |,- o = 14h} +h = 1 


d, 
de 
dsi 6 ds: 
vI = = de Sal veod 
2 95 _ 3 d 
d? 5 d 
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因为 在 x = x° 点 Vx | V x, 故 法 截 曲 线 的 (绝对 ) 曲 率 就 是 


x = I Yo) = J - h 


因此 , 极 值 曲率 由 以 下 规划 决定 


Rf hi 
s.t. lhi +h =l 


一 阶 条 件 是 
2h, — 28h, à = 0 
| 2h eà =0 
故 极 值 法 曲率 及 法 截 曲 线 由 以 下 解 给 出 
À, =0=>h =0 h,=1 
pm LS =L. Sao 
14 VI4 


给 出 了 过 x 点 且 正 交 的 两 条 法 截 曲线 . 在 X — 0 决定 的 法 截 曲线 的 法 曲率 ( 极 
值 ) 是 0, 在 À, = 二 时 的 法 截 曲 线 的 法 曲率 ( 极 值 ) 恒 大 于 0. 故 依 Gauss 曲率 的 


定义 即 知 ,本 例 中 r(w) 曲 面 上 x° 点 处 的 Gauss 总 曲率 确 系 为 0. 

在 结束 本 节 时 ,还 可 指明 以 下 一 个 关于 综合 的 问题 . 即 由 于 以 上 已 就 R" 空 
间 上 的 n 维 曲面 建立 起 了 自然 标 架 系 方程 组 和 可 积 性 条 件 方程 组 ,所 以 ,经 典 微 
分 几何 中 的 “曲线 ”(1 维 曲 面 ) 与 “曲面 ”(m 一 1 维 曲面 ) 的 理论 ,完全 可 以 在 R” 
空间 上 的 1<n< m 一 1 维 曲面 的 分 析 方 法 上 统一 起 来 并 成 为 n= 二 1 和 n= 
m 一 1 时 的 特例 . 对 此 ,本 书 已 有 所 尝试 ,但 显然 园 于 时 间 、 篇 幅 和 精力 ,这 项 极 
有 意义 的 工作 没 能 完全 展开 . 

有 意思 的 是 ,如 大 数学 家 庞 加 莱 (H. Poincare) 所 说 : 在 高 维 空间 的 几何 学 
分 支 中 ,有 些 是 “不 太 有 兴趣 ”. 例如 那些 关于 n 维 空间 中 曲面 曲率 的 研究 ,事先 
就 能 肯定 会 得 到 同 R° 空间 上 曲面 同样 的 结果 “我 们 无 须 走 多 远 ,就 可 以 见 到 我 
们 平常 在 自己 身边 常常 遇 到 的 类 似 的 景色 ”5 11 这 个 说 法 在 许多 场合 都 是 对 的 . 
然而 ,正如 以 上 的 分 析 已 见 到 、 恰 恰 是 在 R 空间 中 且 m = 3, 没有 这 样 一 大 类 
几何 对 象 一 一 ” 维 曲面 ,这 里 的 ”是 整数 且 1 < n< m— 1. RAE m > 3 Bf) R” 
的 高 维 空间 上 , 才 可 能 存在 1 维 曲 面 (可 称 为 标准 曲线 )、m 一 1 维 曲面 (可 称 为 
标准 曲面 ) 以 及 存在 1 一 n 一 m 一 1 的 n 维 曲面 (可 称 为 n 维 曲线 面 ). 显而易见 
事实 上 就 是 这 种 n 维 曲 线 面 才 是 最 普遍 性 的 几何 对 象 . 而 标准 曲线 ,标准 曲面 完 


[1] 转 引 自 ( 数 学 珍 宗 ), 李 文 林 主 编 .第 628 K. 
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ZEHRA IRE n= 1 和 n=m 一 1 时 的 2 个 特例 . 从 这 个 意义 上 讲 ,任何 局 限 
于 R° 空间 上 的 思维 或 简单 地 外 推 R° 空间 上 的 一 切 成 果 的 思维 方式 ,只 会 对 于 
更 深入 和 全 面 地 研究 高 维 空 间 的 几何 学 带 来 事先 预 设 的 限制 和 造成 诸多 的 
误解 . 

这 里 可 举 一 例 . 3 85 (G. F. B. Riemann) 在 1854 年 的 演讲 (关于 几何 基础 中 的 


假设 ) 一 文中 ,指出 了 “ 像 平 面 和 空间 那样 的 流 形 , 其 中 ds 可 以 表 成 V >) Cda)? 

的 形式 "是 一 个 特例 “我 称 ds 的 平方 可 以 表 成 整体 一 次 微分 式 的 平方 和 的 流 形 

为 平坦 流 形 ”. 以 现行 的 符号 表示 ,这 即 是 说 曲面 (或 空间 ) 的 第 一 基本 形式 是 
dz = Jd 


即 为 平坦 流 形 . 在 现行 的 许多 文献 中 ,人 们 不 加 分 析 地 将 Riemann 的 这 个 判断 推 
广 到 R" 空间 上 的 n 维 曲线 面 (1 < n < m — 1) 的 情形 中 . 如 , 称 以 上 例 2. 4. 4.5 
中 的 R' 空间 上 的 2 维 曲面 


r(u) = (cos u, sin u, cos u, sin u)! 
为 "平坦 环 面 "这 无 非 是 因为 这 一 曲面 的 第 一 基本 形式 就 是 
ds = du + d 


但 从 例 2. 4. 4. 5 的 分 析 中 已 说 明了 ,将 这 一 曲面 的 Gauss 曲率 (传统 意义 上 的 ) 
不 加 分 析 就 视 为 处 处 为 0 是 错误 的 . 所 以 , 称 这 一 曲面 为 平坦 的 也 就 是 错误 的 . 
造成 这 一 错误 的 原因 , 即 在 于 不 适当 地 对 R° 空间 上 的 2 维 曲面 的 曲率 使 用 了 
“内 萄 几何 ”的 推定 . 而 前 面 已 指出 ,关于 曲率 的 “内 蕴 几 何 ” 的 分 析 仅 仅 只 适用 于 
R' 空间 上 的 3 维 (正则 ) 曲 面 ( 片 ). 

相 比 较 而 言 ,Riemann 本 人 在 他 的 1854 年 演讲 中 ,所 给 予 的 “平坦 流 形 ” 的 
推断 则 是 正确 无 误 的 . 因为 Riemann 在 他 的 演讲 的 第 2,3 节 , 分 别 说 明了 1 维 曲 
线 的 移动 可 织 成 一 个 2 维 曲面 片 ,2 维 曲面 片 的 移动 可 “ 织 成 ”一 个 3 维 曲面 片 ， 
“ 则 上 述 的 构造 过 程 可 以 刻 划 为 从 具有 nn 个 自由 度 的 变量 和 具有 1 个 自由 度 的 
变量 合成 一 个 具有 nn 十 1 个 自由 度 的 变量 的 过 程 . "反之 ,“ 如 此 确定 给 定 流 形 中 
点 的 位 置 就 简化 成 确定 一 个 数量 和 具有 较 低 维 数 的 流 形 中 点 的 位 置 . 现在 容易 
看 出 ,如 果 给 定 的 流 形 是 n 维 的 , 则 那个 有 较 低 维 数 的 流 形 是 "一 1 E.” C 1 NB 
清楚 ,Riemann 在 这 里 仅仅 只 考虑 了 nn 维 (或 n 十 1 维 ) 空 间 ( 或 流 形 ) 上 的 n 一 1 
维 ( 或 n 维 ) 曲 面 (或 流 形 ) 的 度量 问题 . 在 这 样 的 标准 曲面 上 ,Riemann 的 推断 就 
是 正确 的 . 以 上 所 分 析 的 R” 空间 上 的 维 曲 线 面 (1 < n < m — 1) 的 情形 ,在 
Riemann 的 演讲 中 并 没有 涉及 . 


C1) 转 引 自 (数学 珍宝 ), 李 文 林 主编 ,第 603 一 604 页 . 
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总 起 来 说 ,在 Euclid 空间 上 关于 (Gauss) 曲 率 的 内 萄 几何 分 析 方法 ,只 能 限 
制 在 标准 曲面 这 一 几何 对 象 上 . 在 Euclid 空间 上 对 于 任意 给 定 的 一 个 实 对 称 的 
微分 二 次 型 线 素 的 度量 


ds = J} gydu:d u; i j=1, n 


如 果 不 假定 它 是 一 个 n 十 1 维 R" 空间 上 的 曲面 上 的 度量 ,就 不 能 利用 内 区 几 
何方 法 去 推断 这 一 流 形 的 Gauss 曲率 . 

这 一 限制 条 件 也 可 以 简洁 地 表 成 不 可 能 单纯 利用 (2.4.3. 16) 式 、(2. 4.3.23) 
式 构造 出 R, 、R 符 号 并 使 其 (或 通过 代数 运算 ) 具 有 曲率 的 意义 . 


附注 1: 多重 矢量 积 中 的 变换 与 标 架 系 的 手 性 

在 zi ER", i=1, 1, n, An = m 一 1 的 向 量 组 的 多 重 矢量 积 中 , 若 对 z, 
向 量 组 给 予 变 换 的 一 些 关系 式 ,已 在 8 2.4.1 节 中 给 出 了 说 明 ( 见 (2. 4. 1. 6a~ 
10) 式 ). UF n < m — 1 时 的 情形 再 给 予 一 个 说 明 . 

设 


Z. = [zs s z.] Y, = [ys s ya] 
tis y, € R", Z,. Y, EJ p| 88 Pk E BEF. 
Z,. Y, 矩阵 间 有 变换 关系 
Y, = Z.Q Z, = YQ Qe R" 
Q 是 可 逆 变 换 矩 阵 , 仍 可 有 (2. 4. 1. 9) 式 构造 出 来 . 
记 
N. = [Ni, Ni, =, N;_.] 


其 中 N; 是 z; 向 量 组 的 多 重 矢量 积 给 出 的 向 量 . 类 似 地 有 N, 和 矩阵 . 
设 标 架 系 (Z,，N.) 和 (Y,，N,) 都 是 ( 拟 ) 右 手 性 的 . 行列 式 


|Z, NI>0 1Y,,N,I>0 
利用 Gram 矩阵 的 性 质 及 以 上 关系 式 ,类 似 于 (2. 4. 1. 7 一 10) 式 的 作法 ,可 得 
| Z,, N, |=] ZIZ. |? | NIN, |t 一 (2.4.4. 142) 


对 Y,、N, 有 类 似 关系 . 
由 


[we [se ww] 


[ [Q' ys] 
N:Z,Q N:N, 
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a n 


这 里 已 附带 说 明了 N. 的 列 向 量 同时 与 z y, 正 交 ,N, 的 列 向 量 类 似 . 
对 上 式 两 边 取 行列 式 ,并 利用 (2.4. 4. 142) 式 ,有 
| YTY, |? | NIN. |? | NIN, | =| ZIZ, |? | NIN, || Q | 
又 因为 
1YTY, |! = /TQT -| ZZ, |? =l (| Q |> II ZZ, It 
所 以 ,以 上 两 式 可 得 
| NEN， | _ dQ] 
IQ I 


ININ, IT | NIN, | lC 


y|  sign(| Q |) 


—(2.4.4.143) 


在 n = m— 1 时 ,(2.4.4.143) 式 就 成 为 (2. 4. 1. DR. (2.4.4. 143) 式 表示 ,在 Q 
矩阵 给 出 的 变换 下 , 标 架 系 (Z,，N.) 成 为 (Y,，N,) 又 要 保持 ( 拟 ) 右 手 性 不 变 ， 
则 应 有 d 

sign(| Q |) +| NEN, |>0 — (2. 4. 4. 144) 
的 关系 成 立 . 


由 于 在 n 二 m 一 1 时 ,多 重 矢量 积 的 结果 不 是 唯一 的 . 设 N.. N, 之 间 有 变 
换 关系 


N,=NT TER" |T|Z 0 
则 


INEN, | LTI : 
= = sign(| T |) 
INEN. EINEN, P IT se | 


故 (Y,，N,) 保 持 ( 拟 ?右手 性 的 条 件 也 可 以 表 成 
sign(| T |) = sign(| QDS | T|] Q|>0 一 (2.4.4.145) 


当 取 Q = 1,, 即 对 于 z; 向 量 组 ,在 ( 任 取 的 ) 多 重 矢 量 积 算法 下 , 标 架 系 保持 ( 拟 ) 
右手 性 不 变 的 条 件 即 


sgin(| T |) = 1@ | NIN, |> 0 一 (2.4.4.146) 


其 中 N., N, 现在 是 z, 向 量 组 张 成 子 空间 的 法 空间 中 任 取 的 两 组 基 向 量 组 
GERE). 
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附注 2: R" 空间 上 的 n 维 曲面 的 极 值 主 法 方向 在 基 变换 下 的 不 变性 
Br € R", u € D. C R° iB f R" 空间 上 的 一 个 n 维 正则 参数 曲面 片 
由 以 上 关于 ru 的 法 空间 的 极 值 ( 极 大 值 ) 主 法 方向 n” 的 确定 方式 ,可 知 n: 与 
巧 矩阵 列 向 量 组 在 多 重 矢量 积 算法 中 取得 的 法 空间 的 基 向 量 组 即 (2.4. 4. 2) 式 
的 甜 阵 卫 的 取 法 是 无 关 的 . 以 下 就 此 给 予 具体 说 明 . 
设 下 一 [LN e Nan] NER i=l 2 是 欠 的 列 向 量 组 在 多 重 
矢量 积 算法 中 取得 的 两 个 矩阵 . 不 就 是 区 的 正 交 补 空间 上 的 两 个 基 向 量 组 所 
组 成 的 矩阵 


则 有 QE Rm""-" 使 


IF = PQ IQI>0 


在 自然 标 架 系 (Z, mM) ZF WPD 一 1 成立 时， 


qa Jë Q 的 对 应 元 素 . 作 IP 决定 的 单位 法 向 量 n° 


= IPt r€ Ron-n 
EaD? 
anè _ SS /oN a 9(gat) \ lere yr yt — X ƏG(PDTIP D /Əu 
a = 22272 9 a | urami ri 
所 以 ， 
T i Rs T ƏN: 
pa = 3 = > = Wgn uraypi 
= DT Doe)/ Tm! 
f =: 
记 


> 


一 Qt 


ma + 
=J a p= | : 
= 


Pm-n 
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就 有 
CID = "QU Qt = pO T p 
SCIP = 1, 就 有 


H.G) = >) Fip = I.(p) 
= 


所 以 , 极 值 规划 
pa W | Jen IF | 
st FUDPt=1 st p'am T p= 1 


EBEL, p` y| LA F AR AEE AE R S fe i BE, ABA o EA e NE nr 是 
ni =t = PQt = IP p° 


从 而 ,ni 是 不 变 的 . 所 以 ,由 n" 决定 的 Gauss 曲率 也 不 变 . 这 一 性 质 ,可 递 推 到 


Nn i=2,% mn. 


其 次 ,考虑 对 u 作 变换 u = u0), A |a| > o. 有 
r(v) = r(u(v)) 
3r _ ar au = w 2u 
waar IO0)= S; IG 


ELO 35 8 B| 8 R i 8 £ 重 矢量 积 得 到 的 法 空间 的 基 向 量 组 矩阵 . 显然 


有 wo) 也 就 是 区 的 法 空间 的 基 疝 量 组 矩阵 . 由 以 上 的 结论 ,可 仍 取 (97, mao ) 为 


自然 标 架 系 、 
AW = LN，…，N。,], 从 而 有 


Saur ər! ƏN, Ju, Əu! ŞA Ər' ƏN,, , Əu 
Eo, p=? ou ar” _ vá ðu au’ 3v 
(PT DAU) OEE WDA)? 
即 知 有 
BE. ou 
HO, t) = ay I (u, Dw 
且 由 于 
u Ju" a 
a Frun | Iru, D | 
r: z 
st CH'GOHGOt = 1 st. IH GI)t=1 
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故 其 极 大 值 解 向 量 上 六 不 变 , 从 而 mi = II(w)t” 也 不 变 , 并 且 易 知 Gauss 曲率 


k= Gv. r) | Iut] 
OFI 17 Co | 


BERKEM. X n = 2，…，, m — n JF28 401. 
附注 3: 可 积 性 条 件 方程 组 对 于 m 维 曲面 刚体 运动 的 不 变性 
R” 空间 上 的 =” 维 曲面 的 可 积 性 条 件 方程 组 即 (2. 4. 4. 106、107、112) 式 方 


程 组 . 
设 x,y, a € R", A € R"*",a、A 是 数值 向 量 、 和 矩阵 . 


了 一 4 十 Ar 


给 出 了 R" 空间 的 坐标 变换 . 若 A EERE ATA = L... fk x, ?之 间 存 在 刚体 
运动 (平移 与 旋转 ) 变 换 . 
仍 设 r(w) 是 R” 上 的 n 维 正则 参数 曲面 片 . 则 称 


o; y(u) = a + Ar (u) (ATA = lI.) (2.4.4.147) 


决定 的 曲面 片 是 r(w) 经 刚体 运动 变换 o 而 来 的 曲面 片 . 
对 于 y(w) 曲 面 片 ,有 


=A% —(2. 4. 4. 148) 
所 以 


ay" r ər" 
j PEC EA AEL a Aa or — Ri DE u y. 
Ju Ju Ju Ju ðu Ju 


即 曲 面 的 第 一 基本 二 次 型 矩阵 在 刚体 运动 下 是 不 变 的 . 
设 卫 是 区 列 向 量 的 矢量 积 矩 阵 . 直接 取 
I, = All O= (N, s N.-.] (2. 4. 4. 149) 
W rt, REZA E 363F2 E AAE RERE. 于 是 在 
IH,t = HAAN = tH!IR = 1 —(2. 4. 4. 150) 
条 件 下 ,直接 取 32 的 单位 法 向 量 m, 是 


n, = It = Allt (2.4.4. 15D 
故 
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maS PN, + An 3: — (2. 4. 4.152) 
所 以 ， 


ay ən, __ T aN, L 5K aN — 
I De Waad a z x= uA 


故 曲 面 的 第 二 基本 二 次 型 矩阵 在 刚体 运动 下 是 不 变 的 . 

再 由 (2. 4. 4. 150) 式 ,决定 极 值 主 法 方向 规划 的 约束 条 件 在 刚体 运动 下 也 不 
变 , 即 知 决定 曲面 极 值 主 法 方向 n; 的 +” 也 是 不 变 的. 所 以 ,在 y(u) 曲 面 上 的 法 
空间 的 极 值 主 法 方向 是 


n = Alt? = An, i=1,,m—n (2.4.4.153) 


由 (2.4.4.94 一 95) 式 给 出 的 标 架 方程 组 的 系数 与 了 .了 矩阵 元 素 的 关系 , 即 
知 ,在 ?Co 曲面 上 , 玉 、C5 、D% 系数 ,由 于 第 一 、 二 基本 二 次 型 矩阵 的 不 变性 是 
不 变 的 ,而 对 于 On RE H C2. 4. 4.98) 式 给 出 的 关系 ,由 (2.4.4. 153) 式 即 知 也 
是 不 变 的 . 

由 此 即 可 知 可 积 性 条 件 方程 组 的 系数 也 是 在 曲面 刚体 运动 变换 下 的 不 
变量 . 


附注 4: R" 空间 的 n 维 曲 面 的 基本 定理 
与 R° 空间 上 的 2 维 曲面 相 类 似 ,R" 空间 上 的 ” 维 曲面 也 有 以 下 两 个 基本 
的 定理 . 这 两 个 定理 的 证 明 可 以 参照 R' 空间 的 情形 给 出 512, 仅 只 是 有 关 方程 式 
的 形式 略 有 些 差异 . 以 下 先 给 出 曲面 唯一 性 定理 的 证 明 . 
定理 2.4.4.9 (曲面 的 叭 一 性 ) 设 mo ro xceDCR nre 
R” 是 两 个 维 正则 参数 曲面 片 . 车 在 uw € DD 的 每 一 点 上 ,r'、r* 都 有 相同 的 第 
一 ,二 基本 二 次 型 矩阵 


= [g0] 3 n P=] 


a, b=1l, =, n; h= 1, |, m—n 


uha € R, Y1d 一 1, 并 且 ,n、r 曲面 的 自然 标 架 系 方程 组 的 各 因子 在 wE 
DD 的 每 一 点 上 也 都 相同 , 则 曲面 ft r° 在 R 空间 的 一 个 刚体 运动 下 是 彼此 重 
合 的 . 

a 


51] 如 (微分 几何 ), 陈 维 概 , 见 前 注 ,§ 5.2 节 , 定 理 2. 1, 8$ 5.4 节 , 定 理 4. 1 及 证 明 方法 . 
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证 明 : 由 于 R" 空间 的 ” 维 曲面 上 的 自然 标 架 系 方程 组 (2. 4. 4. 94 一 95) 式 
中 的 o 系数 (同时 出 现在 可 积 性 条 件 方程 组 中 ) 不 是 由 第 一 、 二 基本 二 次 型 卸 阵 
元 素 给 出 的 ,所 以 ,在 这 一 定理 的 条 件 中 ,增加 了 r'、r* 曲面 的 自然 标 架 系 方程 
组 的 系数 相同 这 一 条 件 . 


设 的 自然 标 架 系 是 Gio e Fa m. o nha) = (Es N), n 是 极 值 
主 法 方向 (单位 正 交 向 量 ),N' 是 以 为 列 向 量 的 矩阵 . 任 取 DD 中 的 一 定点 四， 
由 定理 中 的 条 件 ,在 4 一 u° 点 处 有 


1 0 Cd ara TTO n 
Ë 1 HERES wo] [2 ma] 


° Tra (u? 
= pien, Na ] pe Nee)] 一 (2.4.4.154) 


设 A 是 标 架 系 [35，N ]| .i 一 1，2 之 间 的 变换 算 阵 ， 


= 


x NG) |] A. pes, Na) ] 


则 


On 7 anga 3r'G) Nn) 
a = [P mah]. [ 3 a N: (a) | (2.4.4.155) 


- 般 地 ,A、B、C € R"*" 上 且 已 、C 均 为 可 道 矩阵 ,并 且 有 B'B = CTC, 令 
A =CB`', C = A4B, 则 CTC= BTATAB = BTB, 故 
(BT)-BTATABB- = (BT)! BTBB- = I„>A"A = I, 


由 (2.4.4.153 一 155) 式 , 即 知 (2. 4. 4. 155) 式 给 出 的 A 是 正 交 和 矩阵. 
所 以 在 u = u° 点 有 变换 = 


faran, manja apra (a = r' (w) — r’ (u )) 
IEU -agaia Tar) A ny [aP 005 awan 
o( ENa )= AP Na |= [P N' ae) ] 


au 
一 (2.4.4.156) 
将 这 一 变换 o 作 用 于 r*(u) u€ D, 有 
olr (u)) =a +Art(u) u€ D 一 (2.4.4.157) 


则 显然 o 是 刚体 运动 变换 . 故 知 (天 ) 曲 面 的 第 一 、 二 基本 二 次 型 矩阵 和 可 积 性 
条 件 方程 组 中 的 各 因子 均 不 变 . 仍 将 c( 亚 ) 记 为 亚 . 构造 以 下 函数 
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fO) = R R) 
fau) = H — R) (ni — nš) 一 (2.4.4.158) 
(Co = (nl — ni)" (n) — n4) 
搞 的 上 标 “rr" 仅 只 是 标识 ,没有 运算 意义 , 余 类 似 . 则 显然 ,在 u = u° 定点 处 ,有 
Go)=0 Ce)=0 fy(w)=0 一 (2.4.4.159) 


根据 (2. 4. 4. 94 一 95) 式 ,直接 计算 ,可 得 应、/2 、 扫 满足 以 下 一 阶 线性 齐 
次 偏 微分 方程 组 


又 = D TLSE + riya) + DC fa +C) 3) 


La = Difa + DASE + Dfa 十 如 73) T44. 160 


Li = D Dafi + DL fz) + Do I f +b ft) 


i, a, b, c=1, =, n; d, e, f=1, =, m—n 


(2. 4. 4. 160) 式 给 出 的 偏 微分 方程 组 在 (2. 4. 4. 15RA H flJ u — u° 初 值 条 
件 下 ,有 和 零 解 . 由 一 阶 偏 微分 方程 组 在 初 值 条 件 下 的 解 的 唯一 性 , 知 (2. 4. 4. 160) 
式 的 解 必 是 


fü (u) = 0 fau) = 0 fiju) =0 —(2.4.4.161) 


于 是 即 知 

应 (GD = TS) = 0 

filu) = (n) — nè)" Cn — ni) = 0 
所 以 ,有 

HOO =RU) niu) = nèu) — (2. 4.4. 162) 

再 令 
hu) = (r' G) — rè (u))1 Cr (u) — r° (u)) 
于 是 
= 2r — GC Cu) — Cu) ) = 0 

故 知 


hlu) =c c 一 常数 
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因 ol (u°) 454028 r Cu )Ëk r u) =r (u°), k 
hu?) = 0=c = 0 
即 知 ， 
r'(u) = r’ (u) u D 

成 立 . 证 毕 . 

由 以 上 的 分 析 已 可 知 当心 h = 1, …, m — n 是 极 值 主 法 方向 时 ,bf 一 
a, ER" 空间 上 n < m — 1 维 曲 面 的 一 个 几何 不 变量 . 

定理 2. 4.4. 10( 曲 面 的 存在 性 ) 设 D C R" 是 R" 中 的 一 个 超 立方 区 域 , 设 
给 出 

了 = [gau] I'=[C¿LG)] ay 8 二 1， n h=1,-*, z 


ds = durTdu @ = dur >; H'tadu u€ D 一 (2.4.4.163) 
Km 


是 D 上 的 两 个 二 次 微分 形式 ,其 中 了 是 正定 的 ,了 "是 对 称 的 ,而 满足 Di = 
1, ñ € R, 以 及 给 出 个 负 对 称 的 矩阵 K 

B, = [W] h, p=1, |=, k, i= 1, n i =0 oP =—bt 
HEP b = b” (u) Æ u 的 连续 函数 . 

用 矩阵 的 元 素 构造 出 Christoffel 符号 [并 构造 D 一 一 otaa 因子 ， 


HP g k T -矩阵 的 元 素 . 如 果蔬 . Ch, DRAID: 因子 满足 可 积 性 条 件 方程 组 
《2.4.4.106、107 .112) 式 , 则 在 任意 一 点 ww € D, 必 有 ww 的 一 个 邻 域 UC D, 以 
及 在 R" 空间 (m = n+ z) 中 定义 在 U 上 的 一 个 正则 参数 曲面 片 r(u) wu€U 
rE R" ,使 r(u) 的 第 一 ,二 基本 形式 分 别 就 是 ds 、 ,并 且 , 在 R” 中 任意 两 块 满 
足以 上 条 件 的 曲面 片 必定 能 够 在 R” 中 的 一 个 刚体 运动 下 彼此 重合 . 
C 

证 明 : 此 定理 中 的 唯一 性 结论 已 由 定理 2. 4. 4. 9 给 出 . 这 里 只 需 证 明 曲 面 
的 存在 性 . 

ATi. ChA! 因子 ,构造 以 下 一 阶 线性 齐 次 偏 微分 方程 组 


9 
Br， ` n È isj=l, sn 
= Tih + 2 Cyn —(2. 4. 4. 164) 
u; > g > !p=l, = 
了 一 È Dir, + yor’. 


t=1 
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将 (2.4.4.164) 式 中 的 r. F, fin, 都 看 成 是 m 二 n 十 z 维 向 量 形式 的 未 知 函 
数 , 则 (2. 4. 4. 164) 式 方程 组 的 可 积 性 条 件 ( 见 定理 2. 4. 4. 8) 就 是 (2. 4. 4. 106、 
107、112) 式 方程 组 . 所 以 ,在 定理 给 出 的 条 件 下 ,(2. 4. 4. 164) 式 方程 组 可 积 . 从 
而 ,对 于 任意 的 w E D, 以 及 任意 给 定 的 初始 值 


PER 
必 有 w 的 邻 域 U CD, 存在 函数 组 
r= r(u) 


方 一 方 (0 j=l, m,n p=l,=,z u€ U 


n, = n,(u) 
一 (2.4.4.165) 
Ar, +j, n, 满足 (2. 4. 4. 164) 式 ,并 且 满 足 
ru) =r HU) = nu) = n, 
取 初 值 条 件 满足 以 下 关系 
u) 0 
DH, = Ra nk, ee, JTH, =s Pa nb, =, nt] 一 [7 s L] 
0 L 
1,—= 阶 单位 矩阵 . (2.4.4.166) 
以 及 行列 式 
H, s Bint, es nl |>0 —(2. 4. 4. 167) 
再 构造 以 下 函数 组 
f; (u) = F WF, (u) — ga (u) 
JAOD = F wn, (u) a,b, c=1, =, n 
filu) = n? (u)n, Cu) 一 1 d.e, f=1, =, z 
T7 Cu) = n7 Cu)n; (u) G = f) 
一 (2.4.4.168) 


根据 (2. 4.4. 166) 式 ,有 初 值 条 件 
falu) = faw) = fjw) =0 (Ya, b,c, d,e, f) 


Ifas fam fr. PIRKT u: 的 偏 导数 ,就 又 得 到 (2. 4. 4. 160) 式 方程 组 . 所 
以 ,在 以 上 的 初 值 条 件 下 , 必 有 


WD) = fau) = fy =0 (Va,b,c,d,e, f) 
因此 成 立 
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[P Gu), ee, P.G); n (u), =, Re) TT [p G), =, Pa Cu); n Cu), =, n,(u)] 
2 p> °] 

0 I. 
H I(u) BJIE2ETE,BD I F (u). n (u), i= 1, =, nj 一 1,…，z 向 量 组 是 线性 
无 关 的 ,并 可 知 是 右手 性 的 . 所 以 ,n, (ua) 向 量 组 是 F (Cu) 向 量 组 张 成 的 子 空间 的 
法 空间 的 一 个 基 向 量 组 . 

由 于 函数 r(w) 满 足 (2.4.4.164) 式 中 的 第 一 式 , 故 把 r(w) 看 成 是 R" 空间 中 
的 一 个 n 维 曲面 片 , 则 7,(w) 就 是 r(w) 的 切 空间 基 向 量 组 . 因为 r,(wu) 是 线性 无 
关 的 , 故 r(w) 是 正则 的 曲面 片 ,而 n, (uw) 就 是 r(w) 的 法 空间 基 向 量 组 ,从 而 ds? 、 


P 分 别 是 r(w) 的 第 一 ,二 基本 微分 形式 . 
HE tE. 


由 于 在 R” 空间 上 的 EMATE r Gu) 1: s tii SE 0033 W 81 KE 00 E ñ & t BL 


的 结果 不 是 唯一 的 ,所 以 ,在 定理 2.4.4.10 P, RAHI A h = 1, e, z 5 
阵 仍 无 法 构造 出 r(wu) 函数, 还 必须 给 出 全 部 的 br* 因子 ,才能 在 nn 一 m 一 1 时 列 
出 (2. 4.4.164) 式 这 样 的 方程 组 ,并 在 各 系数 因子 满足 可 积 性 条 件 方程 组 的 条 件 
下 积 出 ru) 函数. 4 n= m 一 1 时 , z 二 1, 故 b = 0, 从 而 这 个 条 件 就 自动 消失 
了 ,定理 2. 4. 4. 10 就 成 为 关于 R” 空间 上 的 m — 1 维 曲面 的 存在 性 定理 . 

注意 ,在 R" 空间 的 n 维 曲面 r(w) 且 (n < m— 1) 上 的 法 空间 基 向 量 组 如 果 
规定 为 前 面 所 给 出 的 N. 极 值 规划 决定 的 极 值 主 法 方向 向 量 组 m ,i 一 1，…， 
z, 那么 ,m” 是 唯一 的 (如 果 各 n 是 N. 极 值 规划 的 严格 (局 部 ) 极 大 值 解 ), 而 如 
R n, 仅 是 r(u) 的 法 空间 中 任 取 的 单位 正 交 基 向 量 组 ,那么 , 设 ni. ni, i 一 
l, O, zx 是 这 样 任 取 的 两 组 单位 正 交 基 向 基 组 , 则 必 有 z x z 阶 过 渡 和 矩阵 Q = 
[qs], 使 


N? = N'Q Ni = [ni, =, ni] i=1,2 


显然 Q 是 正 交 和 矩阵,Q=[g, ]. 
i nl, n; 决定 的 可 积 性 条 件 方程 组 中 的 5”、D% 因子 是 


Be) (P)? (Ds) (Dh)? 
则 由 


n: = Jong; 一 (2.4.4.169) 
= 


Wn = > 6)? qun} 一 (2.4.4.170) 
==: 


i 


206 3 x #kt 4E Ft 65 3⁄4 #z fÉ 22 + 5 P JJ 


因此 , 标 架 方程 式 (2.4.4. 95) 式 对 于 n; 基 向 量 组 是 

天 _ Sh + DOn 一 (2.4.4.171) 
g = 

由 (2.4.4. 169) 式 


ai DE + Don 强 


由 
a 
ani _ SADE yh + 102 
au £ 
可 得 


an _ > x, n! + DaD ow M+ ee Vnt) 


Ju; 


_ $ È Doai È D'ann! 


h 
将 此 结果 代入 (2. 4.4.171) 式 ,并 将 到 用 (2.4.4.169) 式 代替 ,有 
> Dan + È D'at + D tan = Dorat D an 
用 ( 必 )7 分 别 左 乘 上 式 的 两 边 , 由 站 的 正 交 归 一 性 质 , 有 

e Dan'a = Doan 


注意 到 by = 一 好 的 负 对 称 性 ,上 式 可 表 为 


Ju, 


imi, n 
gm _ SILO gn + Oa] po- p, z — (2.4. 4.172) 


(2.4.4.172) 式 即 是 (6 )' 、(bY)* 和 变换 矩阵 Q 的 元 素 gw 必须 满足 的 关系 . 当 
(BPD k= 1，2 因子 满足 可 积 性 条 件 时 , 则 (2. 4. 4. 172) 式 给 出 的 变换 矩阵 Q 
也 就 一 定 可 以 满足 可 积 性 条 件 . 


$2.4.5 其 他 形式 的 曲面 函数 决定 的 第 一 第 二 基本 形式 


R” 空间 上 的 任 一 个 正则 曲面 ,局 部 地 都 可 以 用 三 种 形式 的 函数 给 出 ， 
一 般 形 式 : fo =0 x€ DC R" 


Monge 形 式 := = fQ) x€ D: CR”! zER 
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参数 形式 : r=ru) ue D, CR r€R 


其 中 的 D 均 为 开 集 . 参数 形式 的 曲面 函数 也 可 称 之 为 矢量 形式 的 曲面 函数 . 
由 于 曲面 是 正则 的 , 故 


1VrGr) || = o 


可 以 任 选 = = 0 的 下 标 i, 由 隐 函 数 定理 ,一 般 形 式 的 曲面 函数 总 能 局 部 地 表 


示 成 以 下 Monge 形式 的 曲面 函数 


z = f(E) Z= (zo Ts Zar o En)? € D: CR 
而 任 一 Monge 形式 的 曲面 函数 又 总 能 看 成 是 
= u, 
piu 
ru)=| : |= u € D.C R” ' 
=, s= 
z fu) 


形式 的 参数 曲面 函数 . 所 以 ,通过 Monge 形式 为 中 介 ,这 三 种 曲面 函数 在 形式 上 
可 以 互相 转换 . 

本 节 以 下 主要 分 析 一 般 形 式 和 Monge 形式 的 曲面 函数 所 对 应 的 第 一 .二 基 
本 形式 ,以 及 以 上 三 种 曲面 函数 形式 ( 按 不 同方 法 ) 所 得 到 的 曲面 定向 及 弯曲 方 
向 之 间 的 相互 关系 . 

对 于 一 般 形式 的 曲面 咀 数 来 讲 , 由 于 VA(x) 梯 度 向 量 的 几何 意义 就 是 曲面 的 
法 向 量 , 故 直接 由 (1. 2. 11) 式 

Vf 

TYAN 
就 可 以 得 到 单位 法 向 量 . 对 于 Monge 形式 的 曲面 函数 有 类 似 的 (1. 2. 12) sÇ. 这 
是 最 简便 的 方法 .但 在 许多 场合 , 仍 需 利用 将 一 般 曲 面 函 数 通 过 Monge 形式 转 
换 成 参数 函数 的 方式 ,从 而 仍 会 遇 到 如 何 确定 单位 法 向 量 的 问题 . 

为 此 ,以 下 先 说 明 一 般 形 式 的 曲面 函数 转换 成 Monge 形式 时 ,相应 的 定义 
域 的 确定 方式 . 

设 对 xE DC R" f(x) = 0 是 二 阶 以 上 可 微 的 函数 . 由 隐 范 数 定理 ,在 
IV #0 x€ D, 可 设 对 任 选 的 x € D, 


Ns 一 (1.2.11) 


° 
afa) +0 
Itn 
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WE x° 的 某 个 区 域 ( 开 集 ) Va) C D, 有 函数 
|= fee) SERT GER = VG, zo s z. iD) 


FOT, E x € VO) 区 域 上 是 唯一 的 , VO C D, 特别 地 ,xe € V (x°). 

隐 范 数 定理 特别 指明 了 ,VCxe) 只 能 是 R" 空间 上 的 单 连通 集合 , 且 V 可 以 
是 由 m 个 开 区 间 =, € (M, , M!) 的 直 积 构造 的 集合 . 由 此 即 知 以 下 两 点 : 

CD TA tx € VG) 上 是 不 为 0 M. KLEE E VOO 上 应 保持 其 符 
号 不 变 . 

(2) 对 于 xE VO ,总 有 &E 让 一 VCe) NR, JEZE D EET MRA 
f: DRM z, = feb. 


为 更 具体 地 描述 出 VCx')、 访 集合 , 先 利 用 以 上 结论 ,建立 以 下 推论 ， 
推论 2.4.5.1 设 /(x)=0 xE€EDCR" 是 二 阶 (以 上 ) 可 微 函 数 ,D J: R” 


中 的 单 连通 开 区 域 ,着 有 x* E p. 产 0， 不 妨 设 L > 0, 则 集合 
v= fx S >o ze pcr) 一 (2.4.5.1) 
一 定 是 ( 非 空 ) 开 集 Cl). I 


证 明 : 因为 x EV 8k V 非 宅 . 对 任 一 x € V, iE Nsl(x) 是 x 的 邻 域 ， 
Nx)={x | lx — xl <8 6>0 x ER” ER) 
则 对 充分 小 的 正 数 > 0, 必定 要 有 
af(x') 


ər, 


>o Vx € N(x) 


若 否 , 则 对 任意 小 的 正 数 二 ”> 0, 都 有 (至 少 一 个 ) x € N HRY 


afix”) 


<o 
dra < 


并 可 知 


CD 应 注意 ,对 于 有 具体 的 曲面 ,3 ¿o 不 一 定 意味 着 总 能 取 到 L > 0 也 总 能 取 到 L <o 的 点 , 即 


也 可 能 只 能 取 到 SE > 0 的 点 (或 相反 ). 
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limx™” — x 


由 连续 性 定义 , 必 有 


O] 
lim af(x™) EAC Ifa) <o 


=. x. rn ər, 


由 此 即 知 , 对 任 — x € V, 都 可 以 取 到 充分 小 的 $ 之 0, 使 
N (x) C V 


所 以 ,V BOTAR. 
类 似 以 上 的 证 明 ,在 推论 2. 4. 5. 1 的 条 件 下 , 若 还 成 立 以 下 条 件 , 即 有 za € 
DID _ 0, 则 容易 得 到 下 列 推论 . 


ar, 


推论 2.4.5.2 HVA HAXE pA 


= 0, WJ 


=i a. 
v= (e| L >。 z€ pcr) 一 (2.4.5.2) 


是 闭 集 , 且 
a =V-V= kas xzEeDCR 一 (2.45.3) 
IEn 


AV 是 豆 的 边界 点 集 , " 
以 上 推论 2.4. 5.2 中 的 条 件 , 即 有 xm € p. GO 


Em 


= 0 成 立 不 能 省 略 , 否 


af(x) 
Ər,, 


则 ,如 对 所 有 的 x€ D. 
EFR. 
附带 可 知 ,在 推论 2.4. 5.1~2 的 条 件 成 立时 , 若 也 < 在 D 上 可 取 到 极 大 


Əx, 


二 0, 则 易 知 DD=V = V. H D 必 是 开 集 , 故 V 必 


值 , 设 xw 是 使 好 取 严格 极 大 值 的 点 xy € D. W x 必 是 的 内 点 . 


注意 ,这 样 按 (2. 4.5. 1) 式 所 构建 起 来 的 集合 V 不 一 定 是 连通 集合 . 但 仍 由 
隐 函 数 定理 ,还 可 以 得 到 以 下 推论 . 
推论 2.4.5.3 VAD IHE EV, 总 可 以 取 到 连通 的 开 集 V(x") 忆 


V, E VG), B fE x € VO) 上 ,有 唯一 的 可 微 函 数 f(X), x € Va 站 
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R" ,使 
x=, = fe) . 
证 明 : 由 隐 函 数 定理 , 因 为 x € V, 故 一 定 存在 x° 的 一 个 邻 域 N. G°), R. 
在 Ns(x") 邻 域 上 ,有 唯一 的 函数 六 (x), 使 
zn = fA) x€ Nx) NR 


且 易 知 , 总 成 立 对 于 任 一 xE NOS CO 


> 0, 所 以 


Nax) CV 


并 且 Ns (x°) 显然 是 单 连通 开 区 域 , 取 Va) = Ns(x"), 即 知 ,连通 开 集 
V(O) CV, x° € V(x?) 总 可 以 取 到 . 
FH w € VO) C V J: V 中 的 任 一 个 连通 开 子 集 ,下 证 函数 


zm = fF) (XT, tn)" € V) 


是 唯一 的 .由 R" 空间 上 连通 集 的 性 质 “1 HERH x, a € VG), 则 一 定 可 
以 用 一 条 由 有 限 条 直线 段 连 成 的 折线 /连接 x' ,x ,有 旦 连接 让、x? 的 折线 Lx， 
eV 

由 于 x € VG), WAER x' € VG), x Ax, AR RGE H EATE x, 
x' 点 处 ,存在 对 应 的 邻 域 Na (x°). N, CG), H fE Na (x°), N, (x') 上 ,有 了 唯一 


的 /"、/' 函数 ,使 


ah = F), (CF)T, 22T E N, Ca) CV) 
z = FOD, (DT, zh)T € N, (z!) C V(x) 
以 下 证 必 有 f° = f'. 8 Ns G°) 站 N, D = Z, 否则 , 任 取 
x= € Na Cx) N Na (x!) 
JU h 858382 BE, A x 的 邻 域 Ne (xt) C N, (x°) mn N, Ga), ó, > 0 B # x € 
Na G) 上 ,有 唯一 的 函数 了 ,使 


a = fE (GOT x2)T € N, (x) 


51] 见 本 书 $6.3.2 节 . 
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成 立 , 且 由 Na O) C N, G°), Na GP) C N, (x'), 即 知 ,总 有 


25:52 
成 立 . 

而 在 Na (x°) N Ns OD = 多时 ,由 Vx?) 的 弧 连 通 性 质 ,有 连接 x*、x 的 
RRL, x) C VO) 存在 , 且 组 成 折线 的 有 限 条 直线 段 的 总 长 距离 
LLP, x) | < 十 cc. 故 可 在 4 上 取 到 以 下 的 点 ， 


x° = (ad N, (x°) N Lx, xt) € V(x°) 
这 里 “cL” 是 取 闭 包 运算 . 显然 ,有 


lx—xl=6%>0 
所 以 ,! 折线 上 的 直线 段 度量 的 距离 | i(x*, x) |> 0, 
(Aè, x) |=) (G, x) | 一 | IG, zy | 一 | IG, x ) | 


XPT x° 点 ,又 可 取 到 x° 的 开 邻 域 Na (x*) CVO), BE Na O) E, AME 
一 的 函数 /7 ,使 
zh = POD (GT, zV € Ne (x) 
但 由 于 关 的 取 法 及 N, (x°) Jë R” 空间 的 单 连通 开 区 域 , 则 
N, G) N N, (x) = Ø 
由 此 即 知 
f = f: 


设 Ne Ge) N N, GD = D, 否则 即 可 知 必 有 f = f° = f! 成 立 , 已 证 结果 ， 
但 这 样 ,又 总 能 取 到 x°, 


x = max | Kx, °) | x € (d N,, D mix x) 


H 
|x — x || = ó, >0= | IQ, xt) |> 0 
故 
LLa, x) |=l OQ, a) | 十 | 1G2, °) | 二 | Lx, x°) | 
所 以 ， 


Ll, x!) |<] Cx, x') |< 1 IG, x') | 
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而 对 x° 又 有 开 邻 域 N(x) CV), 6, > 0 
Na Ge) N Na Ge) = Ø 

并 由 隐 函 数 定理 ,在 x € N, G) 上 ,有 唯一 的 户 函数 ,并 可 知 f° — f? = f° 
成 立 . 

如 此 , 递 推 下 去 ,可 有 x ,并 可 推 知 在 N(x") CVO kH f = eR 
HAH La, x!) Ca, x!) 

| iG, ONL 1 

的 关系 ,由 区 间 套 定理 , 当 n 一 十 oo 时 ， 


|x, x') |— 0 


即 知 开 邻 域 Ns G) N Ns DAD Ò> 0, n—+ ee, 由 此 即 知 必 有 "= 
F 成 立 . 

由 于 这 里 x 是 任 选 的 VCxe) 中 的 元 素 , 故 得 证 . 

由 于 x° 实际 上 也 可 以 是 指 VCx) 中 的 任 一 个 元 素 , 故 只 要 VCxe) 是 V 中 的 
连通 开 集 , 则 在 x € V(x*) 上 ,函数 是 唯一 的 .那么 ,显然 在 V 中 的 任 一 个 最 大 
的 连通 分 支 开 集 上 ,7 也 是 唯一 的 . 但 在 V 的 不 同 的 连通 分 支 开 集 上 ,可 以 是 
不 同 的 . 

注意 以 上 所 说 的 “V 的 连通 分 支 开 集 "是 指 V 的 连通 分 支 集 是 及 " 中 的 开 
集 .具体 地 说 ,关于 (2. 4. 5. 1) 式 决定 的 集合 V 的 构造 ,可 有 以 下 推论 . 

推论 2.4.5.3a 设 V 是 (2.4.5.1) 式 决定 的 集合 , 则 

V=UV, V,nV,=@ i=j 


R. V, C R” J R” 中 连通 的 开 集 . C 

证 明 : 由 V 的 定义 , 设 V 不 是 连通 开 集 ,否则 V = V, 即 证 .在 V 中 任 取 
x, EV C R", JR A, C V 是 包含 x 的 任意 的 连通 开 集 , 记 {A。} 是 这 样 的 连通 开 
集 全 体 的 集 族 . 因为 V 是 开 集 , 故 总 有 5 二 0 决定 的 的 开 邻 域 N (x) C V, 
从 而 N. (xi) C (A.). Pr 1 (A.) # @. fE 


V, =UA. A.C(A.)) V, CV 
则 V, 6838 JEE CIS H V, 显然 是 V 中 包含 x 点 的 连通 开 集 族 中 的 极 大 的 连 


C51] 设 C CR 是 一 族 连通 集 , 旦 nc. ØA C = U C. 是 连通 集 .《 曲 线 与 曲面 的 微分 几何 ) 同 前 注 
第 342 页 命题 14. 
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通 开 集 . 
因为 已 设 V 是 不 连通 的 , 故 V 一 V, Ø. 可 证 V 一 W 是 R” 中 的 开 集 . 因为 
V 是 开 的 ,对 任 取 的 了 EY 一 Vi, 总 有 ?的 开 邻 域 


NCV 
但 可 知 , 不 能 同时 又 有 Ns(y) NV = Z. 否则 , 作 
立 = NOD)UVCYV 且 VC 


即 与 V, 的 极 大 性 矛盾 . 所 以 可 知 , N. (y) C V — V, i V — V, 是 R" 中 的 开 集 . 
对 V 一 Vi PER x: EV 一 Vi, WAU ERWI, BE Hh Va. V; 也 是 V 中 
包含 x; 的 极 大 连通 开 集 , 且 NV: = Z. 
如 此 构造 下 去 , 即 知 Y = U V, VN V, = Z, V, 都 是 V 中 的 极 大 连通 开 
JE. mie V, 是 w 的 闭 包 , 则 可 知 
VNV=V, 

#k V, 是 V 中 的 闭 集 517, 即 Vi JÈ V 的 既 开 又 闭 的 子 集 .所以 ,V, 是 V 的 连通 分 
支 集 . 这 样 的 V, 就 是 上 文 所 指 的 V 的 连通 分 支 开 集 . 

Ë VO) V 中 包含 x" 点 的 一 个 最 大 的 连通 开 集 , 令 


Da) = V(x°) N R ' -(2. 4. 5. 4) 
称 DOO 880 f COM RER. 故 函数 
r= fO TEDAR 
E DOD FA JA Are —- tE. H iF ° 是 站 (xs) 中 的 任 一 元 素 , 故 DO yur fia s 
Di. B D, S DAR. 
这 里 还 可 以 指出 ,将 推论 2. 4. 5.1 中 的 假设 3 


以 及 将 zw 的 下 标 改 成 :都 不 影响 以 上 推论 的 成 立 . 

以 下 考虑 如 何 得 到 一 般 曲 面 函数 的 第 一 、 二 基本 形式 . 先 给 出 Monge 形式 
的 曲面 函数 的 第 一 、 第 二 基本 形式 . 

设 


If) 


—< o, 
ər, E 


> 0 BR 


z=fG@) x€ D CR” z€R 
是 R” 空间 中 的 曲面 函数 . 由 上 文 指出 的 ,将 其 看 成 是 


OJ 参见 ( 实 函数 论 ), 陈 建功 ,科学 出 版 社 1957 年 ,第 83 页 . 
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=, u, 
= u, 
ru) = 3 |= i u € D, CR” r€R" 
K SEN Wr 
z fu) 
—(2. 4.5.5) 
参数 形式 的 曲面 函数 , 则 由 上 一 节 的 分 析 ,直接 可 得 第 一 基本 形式 是 
arT ar 
ds = du” a 
这 里 
| 
zoa] | 一 (2.4.5.6) 
Ju Vf!(x) 


而 Ar 就 是 (2. 2. 3. 15) 式 给 出 的 基础 解 系 矩阵 . 所 以 Monge 形式 曲面 函数 的 第 
一 基本 二 次 型 矩阵 是 
= 2)” L Afar = I. HID WA) 一 (2.457) 
ðu Ju 
为 得 到 Monge 形式 曲面 函数 的 第 二 基本 形式 , 先 要 确定 曲面 的 定向 . 以 上 
已 指出 ,利用 将 Monge 形式 的 曲面 函数 看 成 是 


fa —_=z = 0 一 (1.2.2a) 
或 
z- f) = 0 一 (1.2.2b) 
形式 的 一 般 函 数 , 再 由 (1. 2. 12) 式 ,曲面 的 单位 法 向 量 
š vf, -D 
六 PE SERA. IE Desk- AAEN 
e =E TIV -vi 


便 可 确定 . 但 N; 存在 符号 选择 问题 ,这 个 问题 即 涉及 不 同 的 曲面 函数 形式 与 不 

同 的 构造 单位 法 向 量 的 方法 之 间 , 关 于 曲面 弯曲 方向 的 表述 上 的 一 致 性 问题 . 这 

一 问题 会 在 以 下 分 析 中 逐步 给 予 说 明 ,这 里 先 指出 以 下 一 点 , 即 车 按 多 重 矢量 积 
方法 , 则 所 确定 的 Monge 形式 曲面 函数 的 单位 法 向 量 是 

六 

i+W ev li+v vl 


r= 


(2. 4. 5.8) 
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即 是 取 


z— f(x)=0 一 (1.2.2b) 


形式 的 一 般 曲 面 函 数 的 梯度 向 量 所 决定 的 曲面 定向 . 为 什么 要 这 样 做 ,理由 下 面 
予以 说 明 . 

由 多 重 矢量 积 方法 , Monge 形式 曲面 函数 的 法 向 量 是 Ar 矩阵 列 空间 的 正 
交 向 量 N,,N, 的 分 基 N, 是 


[Ar, b] 
HERR m 列 元 素 的 代数 余子 式 . 所 以 


À N 
Ə Ə 
Ni 一 (一 Do Doon J — Pm 
z; z; 
N? = CD | a l=1 
N, = C Vf), D 


从 而 得 到 (2. 4. 5. DR. 
则 由 (2. 4.5.6) 式 ,并 注意 = r, i= l, 2，…, 罗 一 1， 


On- 
dr _3Ar_ A 
ma pe |9 023 Oni jË (m — 1) X (m — 1) 阶 0 和 矩阵) 
EPA 


ara _ (zre PID PSW ) 


3u, Arm ILIE, ”artarw 1 
A 
avf) 
žr y Iu, 
auau "1+v vl 


所 以 ,Monge 形式 的 第 二 基本 二 次 型 矩阵 是 


r= L 3 u, Buni VIG) 
z M1i+v vl  Ml1+Vf'Vfll 


其 第 一 ,二 基本 形式 是 


see ID ard] 


(2. 4.5.9) 


ds? = du” AFA rdu 
dut Vif CX )du 一 (2.4.5.10) 
i+w wl 
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注意 ,(2.4. 5. 9) 式 的 定向 是 由 (2. 4. 5. 8) 式 给 出 的 . 

由 于 Ar 矩阵 的 几何 意义 在 一 般 形式 的 曲面 函数 情形 ,就 等 同 于 (2. 2. 1. 2) 
式 给 出 的 基础 解 系 矩 阵 A, 所 以 ,直接 得 到 一 般 形 式 的 曲面 函数 时 的 第 一 基本 二 
次 型 矩阵 可 表示 成 


iis ffi] ; ;= EE = 

I=2'a= 1. +[#E] i j=1, 2, =, m—1 (2.4.5. 11) 
Z= 982 

其 中 nS Ss 


由 (2.2.1.2) 式 , 据 A EREE KE TARR, z = zw, 且 


2 过 0, 从 f(x) = 0 中 可 得 到 


Itn 
z= f(r zo s ana) = fO z€ D CR — (2.4.5. 12) 
并 且 
af 
ee RIFES 2 
ASS imla ss m-l (2.4.5.13) 
zw 
则 
lni 
Ara =: J-a 
且 
mem 2] 


故 (2. 4.5. 11) 式 构造 一 般 形 式 的 曲面 函数 的 第 一 基本 二 次 型 矩阵 时 ,实际 上 隐 
含 地 将 其 转换 成 了 Monge ÉR. 


这 样 ,对 (2.4. 5. 13) 式 等 号 两 边 再 求 = i 二 1, 2, =, m 一 1 的 偏 导数 ,有 


E (z ZL Sf 3f 3f If _2f af af 
Pz xigzi ‘GTm azrogzi IL; gz  ILIEm ari Əz, IX, IX, ai 
3x ðr; ( af ) 
9zm 


一 (2.4.5. 14) 
上 式 也 可 以 写成 行列 式 形式 ， 
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af 
az; 
af 
ər, 
2 2 F 0 
人 (2.4.5.15) 
ariar Ərir, 
从 而 得 到 (2. 4. 5. 12) 式 的 三 (X) 的 Hessian 矩阵 
H; =v7® =- [24] ij = 1, 2 m—1 -(2.4.5.16) 
由 (2.4.5.9) 式 ,可 得 一 般 形 式 的 曲面 函数 的 第 二 基本 二 次 型 矩阵 
_ VI) arco 
T= L gx (2. 4.5.17) 
这 里 VA(x) 是 /(x) 的 梯度 向 量 . 
则 一 般 形 式 的 曲面 函数 的 第 一 、 二 基 形 式 可 表示 成 
je = dxTATAdx 
r JO af, (2.4.5.18) 


as [VG] ər, 

由 上 可 见 Monge 形式 的 曲面 函数 可 承担 不 同形 式 的 曲面 函数 相互 转换 的 
作用 ,并 且 , 其 第 一 、 二 基本 形式 具有 简洁 性 . 为 便于 以 下 分 析 的 需要 ,这 里 不 加 
推导 ,直接 给 出 Monge 形式 的 第 一 .二 基本 二 次 型 矩阵 及 W 映射 矩阵 的 构造 
关系 . 


对 于 形 如 
z=/f(x) z € D, CRU 
给 出 的 曲面 , 记 
af PE i 
fiz ar f = ariazi 
并 引用 符号 


D = Do fufi = DP k=1,2,--, m—1 一 (2.4.5.19) 
= f 
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上 式 最 右边 的 等 式 关系 可 见 以 下 给 出 的 (2. 4. 5. 27) 式 . 


可 有 上 512 
IESE fifa fai 
pa |h IA = Safan ge 
PE u Sua s AFI 
SESI M1+Vv Vf ll: 一 (2.4.5.21) 
If aih ¿me fi 
pa | -A IIF ff 
I| -- 本 本 本 
fai = hae e Ee T 
i Pe Í 
es .4. 5. 22) 
TI (2. 4. 5. 22 
即 了 的 伴随 矩阵 是 
I'= +I DD InI 一 (2.4.5. 23) 
W 映射 矩阵 可 表示 成 
多 = 四 .7 
fu 1 一 mA fa W- N fe» es fimo W-D Sui 


u? 


1 fa UI—T2fi, Soz Wl- I: f2» fom M|— Iy fmi 


tmi El- Tm fis femmo W Tm fas fimen MI— Tm if, 
—(2. 4. 5. 24) 
注意 (2. 4. 5. 20~24) R Rë Hj + Monge 形式 的 曲面 函数 . 

Monge 形式 的 曲面 函数 具有 以 下 特殊 性 质 , 即 若 给 出 的 曲面 第 一 基本 微分 
形式 是 Monge 形式 的 ,如 (2. 4. 5. 20) 式 , 则 可 以 (在 不 考虑 曲面 定向 时 ) 反 演出 
该 曲面 的 (Monge 形式 的 ) 参 数 函 数 的 Jacobi 矩阵 (及 参数 函数 本 身 ). 具体 地 
说 , 即 是 一 般 地 , 若 第 一 基本 二 次 型 矩阵 形式 上 有 


Fy tA A € Re xe 


C 1) 以 下 的 各 式 可 由 Sherman-Morrison 定理 导出 . 参见 (最 优化 理论 与 方法 》, 嘉 亚 湘 . 孙 文 瑜 ,科学 出 
版 社 1997 年 ,第 12 页 ,定理 1. 2. 6. 
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且 A 能 表示 成 aa 形式 的 矩阵 , a € R" 'a Z 0, 这 种 表示 是 唯一 的 . 因为 若 另 
有 bE R"', 使 A = bb', WORA b —+ a. 实际 上 ,由 


qa! = bb'>a? 一 大 一 和 一 士 a i=1,.%,m—l 
其 次 , 设 ao。 0, 
b. b. 一 an-iam 
车 取 b = an 一 bo-， = amir 若 取 b =— a,=>b,-, 二 一 am-! 由 此 递 推 , 即 知 
b =a, i=l, =, m—lorb;, =—a; i=l, |, m~l 
由 于 a 天 0, 故 若 un = 0,0 bn = 0, EH ani Z 0, 并 由 
b.-,b.-, = Co-zQm-1 


的 关系 ,可 知 上 式 依旧 成 立 . 所 以 ,由 此 总 可 以 反 演出 该 曲面 的 参数 函数 的 
Jacobi 矩阵 (最 多 定向 相反 )， 

ər _ Im- 

a[i] 


由 于 已 知 这 个 形式 的 Jacobi 矩阵 具有 可 积 性 ( 见 本 节 附 录 ), 故 r(u) KRAER 
也 是 可 以 得 到 的 . 并 且 既 然 世 矩阵 可 以 唯一 的 确定 ,那么 ,曲面 的 法 方向 和 第 二 
基本 形式 就 都 可 以 确定 . 故 在 这 个 意义 上 ,Monge 形式 的 第 -基本 微分 式 给 出 
了 曲面 ( 除 定向 外 的 ) 全 部 信息 . 
在 给 出 的 第 一 基本 形式 不 是 (2.4. 5. 20) 式 表示 的 Monge 形式 时 ,一 般 地 尚 
没有 办 法 反 演出 曲面 参数 函数 的 Jacobi HiME, 
对 于 Monge 形式 的 曲面 函数 ,习惯 上 ,常常 表示 为 以 下 形式 
z=/(x) xEDCR 一 (2.4.5.25) 
则 在 有 些 定理 的 表述 上 会 产生 一 些 差异 . 这 一 点 需要 注意 . 比如 定理 2. 4. 3. 1 
(广义 Gauss 曲率 定理 ) 的 结论 ,可 表述 为 
X n 为 偶数 时 ,利用 曲面 的 第 一 基本 形式 可 完全 决定 Gauss 曲率 x, 4 n 为 
奇数 时 , 则 只 能 决定 Gauss 曲率 的 绝对 值 | <|. 
因为 在 Monge 形式 的 曲面 函数 下 ,Gauss 总 曲率 是 
L If] i le 
17 1 (1 二 VFVAz 
因为 (2. 4. 5. 21) 式 , 故 


h | (H = Vf) 
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以 下 考虑 利用 第 一 基本 二 次 型 矩阵 的 元 素 g 来 构造 行列 式 | 万 |. 
由 (2.4. 5. 20) 式 ， 


k= 


(2. 4. 5. 26) 


prn “i=j 
ff, Biji 
则 由 (2. 4. 3. 10) 式 ,对 r. WJ yt Pr AHER LS i, je k <n 都 有 


IEn | ?gú _ 387 ) 


az az 


其 中 g, 是 第 一 基本 二 次 型 矩阵 的 元 素 . 因此 , 取 一 个 下 标 上 ,使 f, Z 0, 可 构造 
出 任意 i, j 下 标的 f, fo 再 由 行列 式 的 展开 式 ， 
IHI= D CDfi fa 0 
Girder ™ jn) 
s(，) 是 产子 列 的 逆序 指数 . 
所 以 , 当 n 是 偶数 时 ,由 (2.4.5.27) 式 ,总 可 以 选 定 一 个 这 样 的 下 标尺 ,并 构 
造 出 


Ta = f, ° fu = z( —(2. 4. 5. 27) 


EEA 


9g8y, Bn, Ei, 
全 | 


1 -2 
pC 本 


ii (azm ar), ar 


因此 ,行列 式 | 五 | 可 以 完全 由 第 一 基本 不 变量 及 其 偏 导 数 构造 出 来 . 
当 为 奇数 时 ,直接 利用 (2. 4. 5. 27) 式 决定 的 Ps 因子 的 乘积 构造 通 项 


Jy fay Site w fq; 


就 要 包含 有 奇数 个 f 因子 的 乘积 . 而 奇数 个 /, 因子 的 乘积 就 不 能 用 (gu 一 1) 
因子 的 乘积 来 构造 .所 以 ,只 能 利用 


1 下 (= 五 | 五 
关系 ,去 构造 | H° | 行列 式 的 通 项 因子 


| H |= > CD, fen ooe e fs. ° fa, fi, ° e fa, 


biye ja e dagha Age me b 


这 时 再 利用 (2. 4. 5. 27) 式 ,可 知 上 式 右 边 的 fu, > fa HC. 4.5. 2D Dy AR 
和 ,将 含有 2n 个 f, 因子 的 乘积 , 且 2n 是 偶数 , 故 可 表示 为 n 个 (gw 一 1) 因子 的 
乘积 . 所 以 , 当 n 为 奇数 时 , 仅 利用 第 一 基本 不 变量 及 其 偏 导数 ,就 只 能 构造 出 
| H |*, 从 而 ,只 能 得 到 Gauss 曲率 < 的 绝对 值 . 这 样 ,利用 Monge 形式 的 曲面 
函数 , 便 对 定理 2. 4. 3. 1 给 出 了 又 一 个 说 明 . 
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同时 利用 一 般 曲 面 函 数 的 梯度 向 量 V/(x) 、Heissan 矩阵 Vf(x) 以 及 该 曲面 
的 任 一 个 参数 形式 r(u) u € D. C R, 可 以 更 为 简洁 地 构造 出 第 二 基本 二 次 


WER. 
将 f(x) = 0 一 般 曲面 函数 ,看 成 是 


f(x)=0 x=ru) 


形式 的 函数 ,有 
To yr 
VW 
所 以 
2p Or ap Ar = atr! hea BES S. Jš 
Vf = a I u T awas Judu I Dua T = 
-(2. 4. 5. 28) 
因为 
Pr zr Pr I 
[zs "Te Jau F) w] Ivi 
arm ç em a oT ago araN _ 
= Ez FT 二 ]- 2 (2. 4. 5. 29) 
xi Ns 
N= Tv.fl 
这 里 六 是 指 由 V:f(x) 决 定 的 单位 法 向 量 . 
所 以 ,从 (2. 4. 5.28) 式 可 得 (将 V:f、Vif AVY, VD 
; A 
Ari LV fz Oe S ara N 一 (2.4.5.30) 
au ||Vf|| ðu au Əu 


现在 在 给 定 江 作为 切 方向 的 一 组 基 时 ， 由 多 重 矢量 积 决定 的 单位 法 向 量 是 n. 


并 且 , 若 将 (NT™n,) —+ 1 理解 为 常数 ,将 N 看 成 是 
2N N'n) 2n, 
ðu 


Ñ = (N'n) ° n, 
Ju 


所 以 


ər Vf Ər aa arT ðn, 


aE E ss ) 。 


au lvrlae " u ðu 


—(2. 4. 5. 31) 
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即 
re) YS ar E 
A = (N'n,) 3u [V/I 3u C2. 4. 5. 32) 
由 (2.4.5.32) 式 , 知 当 
N'n, =— 1 
则 
_ ar Vf or 
T= a TOT du 
4 N'n, = 1 
T Vf ar 
© u |Vf]| ou 
因为 在 局 部 总 可 以 取 
2 
ðu 
4 由 (2. 2.1.2) 式 给 出 512. 所 以 ,(2.4.5.32) 式 还 可 以 表示 成 
= nat -E x. ?; 
了 -一 CNnOA Toy A (2. 4. 5. 33) 
由 于 
I= AA 一 (2.4.5.11) 
所 以 ,可 得 W 映射 矩阵 
六 vf š 
W = 一 CNTmD)AT + [ATA] 一 (2. 4.5. 
(CNTm-)A To [A'A] (2.4.5.34) 


注意 AT VA 是 (m — 1) X Qm — 1) 阶 矩 阵 , 一 般 形式 的 曲面 函数 下 的 Gauss 曲 

率 « 可 表示 成 

1 LATVJA | 
Ivf” 

例 2.4.5.1 用 R 空间 上 的 单位 球面 说 明 (2. 4. 5. 32) 式 

R 空间 上 的 单位 球面 的 一 般 函 数 形式 是 


=| W |= C— Ñin)” “| ATA |T — (2. 4. 5. 35) 


[1] MARIER A 存在 有 可 积 性 条 件 问题 . 见 本 节 附录 . 
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ttit =l 
其 Monge 形式 的 曲面 函数 ,可 取 为 
z, =+tVi— (z+ z) ttil 
中 的 一 个 .有 
A=Ar = 
x ži 
Tz x; 


由 Ar 的 列 向 量 的 矢量 积 得 


L 
IN, I = NND? = (5) =| z, |” (ays 0) 
3 


x x] 
T: 

"= lal z, |= sign(zs) |z; 
Ty 

Ty Ta 


将 Monge 形式 的 曲面 函数 看 成 是 


r= =u, 


rdza = w 
z, = f Gu u) 


的 参数 函数 ,以 上 推导 表示 r(aD) 的 由 矢量 积 决定 的 单位 法 向 量 


ðn, 2 gi 
n, = sign(z,)r(u)= Z = sign(zr,) Z 
du Ju 


== = 一 一 一- =—sign(z,) I 
u 


另 一 方面 ， 
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一 (a) 
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Tı 
Vf = (z, 2z, 22)" IVf =2 Ñ= |r |= rw) 
Ts 
Vf Cup 
iw ` 
所 以 
ar” Vf ar _ ar! ər 
au |Vf| au au Ju 
且 


N'n, = sign(z;) 
故 从 (2. 4. 5. 32) 式 得 到 
=— sign(x,) I 
这 与 (a) 式 刚好 一 致 . 
以 上 给 出 了 构造 曲面 单位 法 向 量 的 3 种 方法 一 一 利用 一 般 曲面 函数 的 梯度 
向 量 , 利 用 多 重 矢量 积 以 及 利用 逆 矩 阵 方法 . 本 书 规定 ,一 般 曲 面 函数 的 梯度 向 
量 VF(x) 所 给 出 的 法 方向 是 曲面 的 自然 定向 . 
一 般 曲 面 函 数 转换 为 Monge 形式 曲面 函数 时 的 定向 问题 , 按 以 上 的 
(2. 4. 5. 12) 式 
f(x)=0 xYEDCR" 
转换 成 
z, = F (Es z s zas) =F) zx € D, CR 
并 按 (1. 2. 2) 及 (1. 2. 2b) 式 ,有 


A ZA 
F(x, z.) = z. — f (x) = 0 


则 考虑 Yy 与 FP 法 向 量 间 的 关系 ,并 注意 2 =- £ i= 1,2,—, m—1, 


人 


Bp 
VF = Vf lx) + (fa) —(2. 4. 5. 36) 
所 以 
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1 VF 5Vf 同方 向 二 
sign(f) = f VF SV 反方 向 (2. 4. 5. 37) 
这 里 sign(。) 是 取 符 号 函数 . 
据 推论 2. 4. 5. 1 可 知 ,(2. 4. 5. 37) 式 也 可 以 表示 成 以 下 形式 , 即 用 f(x) 的 
定义 域 Ds 的 构造 来 表示 VF 与 V 的 定向 关系 ， 


VF 与 /同方 向 当 Ds = fx AO >o x€ DCR) R 
VF 与 反方 向 D, = j e <o xzeDCR inR- 
—(2. 4. 5. 38) 
正则 参数 曲面 片上 由 逆 矩 阵 方法 确定 的 法 向 量 N. 与 该 曲面 转换 成 Monge 
形式 曲面 函数 时 的 定向 VF 的 关系 . 
由 (2. 4. 4. 136) 式 ,将 N. 法 向 量 写成 
[G: oO]rVX。 
一 (2.4.5.39) 


[— LG: Gn 1 V-X» 
N. = | | G; G) | 
L 1 


RE G'E G 的 伴随 矩阵 . 由 N. 可 微 性 的 要 求 ,必须 有 | G.u) | 0, u € D.. 
所 以 D, 只 能 由 


Di = (u || Gw) |>0 u€ R") 
| 一 (2.4. 5. 40) 
D; = (u || Gu) 1 一 0 weR" 


两 种 方式 决定 . 这 仍 是 推论 2. 4. 5. 1 的 另 一 种 形式 . 并 且 由 推论 2.4.5.3 知 , 在 
任 取 的 


x° = r(u°) 


的 点 处 ,总 有 Monge 形式 的 曲面 函数 
并 且 
存在 . 且 由 


VF = CVa), D 
那么 ,比较 VF 与 (2. 4.5. 39) 式 可 知 ,不 论 D. 取 (2.4.5.40) 式 中 的 D; 或 
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D ,都 应 有 
VF 与 N. 是 同方 向 的 向 量 -(2.4.5.41) 


正则 参数 曲面 片上 由 多 重 矢量 积 方式 得 到 单位 法 向 量 n, E EN 9 
到 的 单位 法 向 量 n, 的 定向 关系 . 
由 (2. 4. 5. 39) 式 ， 


[_[G; W] V.X, 


N. M 
n, = —— = sign(| G, |) 一 (2.4.5.42) 
II N. || egal IG,(u)| 
M 
其 中 M = (| G, |? +V.X1[G; [G; T! V-X n)? > 0 


另 由 (2. 4. 2. 2) 式 ,在 多 重 矢 量 积 方法 构造 的 单位 法 向 量 n, ,其 可 微 性 要 求 的 定 
义 域 D， 
en Xp to X. 上 


Ilur Uzr ts Umi) | 


elz, 


WEC, EA, D, ENR EERE U € D, 处 ,必定 有 一 个 下 标 子 列 
Jir jes s jas) € (b bo to imi} Big 


O p Pa SED. 


yJm-1 . 
-iN G: = Jai) 0 
On |G;,GQ jz» jm-1) | 天 


故 在 ww 点 上 ,可 按 逆 矩 阵 法 构造 (2. 4. 5.40) 式 的 m,, 但 形式 上 稍 有 些 区 别 . 
(2. 4. 5. 42) 式 中 的 


|G. u) | 
M 
项 , 现 应 是 
| Gj, jas s jaa) | 
M 


项 ,并 且 , 这 一 项 现在 应 在 mn。 向 量 的 第 i 分 量 位 置 上 ,其 中 的 i 是 1, 2,…,m 中 
FRF jis jz，…，j。-1 子 序列 的 数字 . 
由 多 重 矢量 积 的 算法 ,n, 向 量 的 第 i 分量, 应当 是 


(1) 在 有 些 情况 下 ,( 士 ) 表 示 的 符号 选取 不 一 定 是 可 行 的 , 即 上 式 可 能 只 能 取 十 号 (或 一 号 ) ,但 不 失 一 
般 性 ,以 下 假设 这 里 的 符号 选择 是 有 意义 的 . 
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H e C DHT G Gis jes ts jmi) 1 / |N, | 
由 于 |N, l > 0, M> 0, 故 可 知 
DS DH” e siga GO jas s Jaa) |) 220 u € D. n D, 
— (2. 4. 5. 43) 
MJ n, 5n, 同方 向 ,否则 n 3 n, 反方 向 . 这 里 符号 ( 士 ) 的 意义 同 前 , 且 D. N D, 
不 应 是 空 集 . 
例 2.4.5.2 R' 空间 的 单位 球面 上 的 法 方向 取向 . 
单位 球面 的 一 般 曲面 函数 是 
好 十 好 十 好 王 1 
对 应 的 参数 形式 , 取 为 
Sin u, COS u; 
rlu) = | sinu sinu | u € D, C R° 
| COS u, 
球面 的 自然 定向 是 
Vf = (2x, , 2z,, 2r.) 


Ë aceosi — sin usin "| 


cos Misin xz sinu,cos u, 


— sin u, 0 


xt 3 个 2 阶 Jacobi 子 式 


1G.1, 2) |= ass: EER REIN 
1G.(1, 3) 1 一 一 sin usin u, 
| G,(2, 3) |= sinzu cos u, 
DAIKE PE Jy 18 80 E A Jr Il. 以 取 
1G.(1, 2) |>0 


为 例 , 可 有 
x 
sin u, cos u, > 0>0 < u, < + 


而 对 于 u, 没有 限制 , 故 可 直接 取 0 < u, < 27, 得 
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D, = (0, 5 )x oo, 22) 


这 里 “X ”表示 直 积 .在 wE D. 上 ,对 应 的 Monge 形式 ,是 
=, = cosu, > 0 
故 是 
za 一 VI 一 (本 十 允 )》 ri+ni<l 
有 
Fir 一 VI 二 (可 十 好) = 0 
下 上 决定 的 法 方向 是 


VF = lr zr, za)" 
Ty 
因为 z, > 0, 故 VF 定向 与 W 定向 相同 ( 即 (2.4. 5. 37) 式 ). 而 在 r(w) 参 数 曲 面 
片上 


NY. f [G;'a, DEX] 
a 1 


G'a 2) = 1 [ sin u, cos u; sa 


sin ki cos u, L— cos usin u, COS u, COS u, 


V.X, = (— sin u, 0)" 


[sin u, cos u, ti 
1 : P 1 
N, = —— [sin usin u |= > |z, |= VF ue D, 
cos u, x, 
COS u, Ts 


这 即 是 (2.4. 5. 41) 式 表述 的 关系 . 
当然 ,也 可 由 | GA, 2) |< 0 来 确定 D. 定义 域 . 如 可 以 取 


D. = (z: x]x (0, 20 
此 时 


sinu, >0 cosu, < 0=z, < 0 
对 应 的 Monge 形式 曲面 函数 是 


z =/= ai FD 对 十 好 <1 
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亦 知 有 N, = VF 成 立 . 


由 矢量 积 方法 确定 法 方向 . 
1G, 2) |] fsiniu cos u, 
Ne i 16a, 3) |- sin? uy sin u 
Əu, duz 
1G:(2, 3) [sin u cos u 


IN, = [I G,G, 2) |° +| G0, 3) IH G,(2, 3) 1°J* 
= simu, =| sin u | 
因此 ,决定 D, 的 条 件 是 
sin >0 (or sinu, <0) 
当 取 sin u, > 0 可 得 
Dt = (0, x) X (0, 27) 
HR — sinu, > 0 可 得 
D; = (—x, 0) X (0, 2x) 


在 uw€ D; E, |N | = sinu ,而 在 we D; E, | N, | =— sinu. 此 即 
IN, = Ct) IA rE o wE D; 
Ju Ju 
的 意义 、 


以 取 D, = D; 为 例 . 在 &E D, 时 ,有 


fu € D, EAR | GA, 3) |> 0 为 条 件 , 用 道 矩阵 方法 构造 n. 此 时 应 有 
一 sintusin u, > 0=sin u, = 0 and sin u, < 0 
不 妨 取 
D, = (0, x) X (x, 27) 


kt D, C D,, D. N D, # Ø. 由 (2.4.5.43) 式 ,现在 i = 2, 且 因 为 D, 
Di = (+) 取 符 号 应 为 十 1, sign(| G, (1, 3) |) = 1, 得 


+1。( 一 1)2+3 。 十 1 =—1 <0 
所 以 ,可 知 n, 必 是 与 n, 相反 的 法 向 量 . 事实 上 在 u € D. N D, 时 
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0 
Gida asd [ ' ? 


sin'u,sinu,Lsinu, cos u, cos u, 


V.X; = (cos u,sin u, , sin u, cos us) 
记 NN, = (Ni, Ni, N:)", 有 

sin u, cos uz} 
“| sin ui sin u; 


—[G;'G(, T Va. 
N: =] L > 3)] we] COS uz 
Nj “ I sin usin us 
T 
所 以 
x) 
Ne= Lz; 
=a 
“l 
且 在 we D. k, z, < 0, % IN. | = 一 工 , 即 


附带 指出 ,在 确定 D. 的 | G,(1, 3) |> 0 条 件 中 ,当然 也 可 以 取 
D. = (—x, 0) X (n, 27) 
R fru € D. 上 ,xs > 0, 故 由 以 上 推导 过 程 ,形式 上 似乎 又 可 以 有 
m. = n, 


成 立 .但 这 是 不 对 的 . 因为 现在 D. N D, = Z. 故 不 能 再 利用 (2. 4. 5. 43) 式 ,也 
就 不 能 对 n u € D. 与 my， u € D, 作 比 较 . 


$2.4.6 附录 : 一 般 曲 面 函数 的 切 超 平面 方程 基础 解 系 矩 阵 的 可 积 
性 条 件 


设 /xz) = 0 xE DC R" 给 出 了 R”" 空间 上 的 一 个 正则 曲面 f. A 8 m x 
(一 1) 阶 矩 阵 , 是 曲面 了 的 切 超 平面 方程 


Vf Da = 0 


WAER H — 4 35 Ri fW RERE. A = A(x) J x 的 函数 矩阵 . (2. 2. 1. 2) 式 给 出 的 是 
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基础 解 系 矩 阵 的 常见 的 形式 . 

在 将 /(x) 一 般 曲 面 函 数 转换 成 正则 参数 曲面 函数 时 ,上 文 给 出 如 
(2.4.5.11) 式 这 样 的 关系 . 这 一 关系 的 成 立 , 即 是 表示 应 有 曲面 的 参数 函数 
x(u) = r(u) 存在 ,并 使 

əx Ar 
u T u TAO —(2. 4. 6. 1) 
成 立 . 这 即 意味 着 矩阵 A(x) 必 须 关 于 u 是 可 积 的 . 

可 积 性 条 件 由 x(w) 形 式 的 函数 关于 u 的 二 阶 混合 偏 导数 与 求 导 次 序 无 关 
的 性 质 表示 . 将 (2. 4. 6. 1) 式 看 成 是 x 关于 w 变 元 的 一 阶 偏 微分 方程 组 , 则 这 一 
方程 组 是 Kovalevskaya 型 方程 组 . 它 的 有 解 条 件 由 Cauchy - Kovalevskaya 定 
理 给 出 511. 但 这 一 定理 涉及 到 解析 函数 问题 ,不 完全 针对 (2.4, 6. 1) 式 . 因此 ， 
更 为 针对 性 的 是 以 下 定理 . 

考虑 一 阶 偏 微分 方程 组 


3y, 


AEA xE R", yE R' 1<SiS<Sm 1<;j<n 
3 


—(2.4.6.2) 
假设 x, y) 是 定义 在 D = Dx R" 上 的 连续 可 微 函 数 ,万 CR". 
定理 2.4.6.1 对 于 任意 给 定 的 初始 值 (x°, y) € D, 方程 (2. 4. 6. 2) 在 点 
x € D 0 — 4 338 U C 万 内 有 连续 可 微 解 
y = y(x) 
并 满足 初 值 条 件 
yx) = y’ 
( 即 该 方程 组 完全 可 积 ) 的 充 要 条 件 是 ,在 区 域 D 上 ,下 述 便 等 式 


zA R fiy - IL pa aT 
Wa fi Wisjsk —(2.4.6.3) 
Ti +> T > Iys TE 


成 立 . 在 此 时 ,方程 组 (2. 4. 6. 2) 式 在 x € U 内 满足 初始 条 件 的 解 是 唯一 的 . 如 果 
方 是 单 连通 的 , 则 其 解 能 够 延 拓 成 整个 区 域 万 上 的 解 523 [ 

这 一 定理 是 很 重要 的 . 易 知 (2. 4. 6. 3) 式 的 意义 即 在 于 若 解 函数 y(x) 存 在 ， 
则 由 二 阶 混合 偏 导数 的 性 质 即 知 , 必 要 有 


5 1] 《现代 应 用 数学 手册 一 一 分 析 与 方程 卷 ), 清 华 大 学 出 版 社 2006 年 ,§ 42. 3, 第 837 一 840 H. 
C2) 引 自 (微分 儿 何 》, 陈 维 框 ,北京 大 学 出 版 社 2006 年 ,第 384 一 388 页 ,附录 ,定理 1. 3 及 其 证 明 . 这 里 
的 符号 与 表述 略 有 改动 - 
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y _ y 


= Vi, j,k 
xx; Ər,Ər, 


注意 到 (2. 4. 6. 1) 式 等 号 右边 并 不 显 会 u 变 元 , 记 A(x) = [ai (x)] i= 
lees m j=l, 2, =, m— l; 则 可 积 性 条 件 是 


3° x, 3x; 


= Vi 
Əujdu, ER 
将 a (x) 看 成 为 
2. 
= = a(x) 
du; 
则 可 积 性 条 件 是 
Hy Jaj (x) Əz, 
£ ər am | 
即 
四 的 a 
D Sua. i pa Vi, j,k -(2. 4. 6. 4) 
人 om É 97, 


由 (2. 2. 1. 2) 式 给 出 的 A(x) 和 矩阵 的 构造 , 易 知 , 它 的 前 m 一 1 阶 顺序 主子 矩 
阵 是 单位 阵 , 故 对 于 1 三 i, js k< m-—1, (2.4.6.4) 式 显然 满足 ,只 需 再 考虑 
i =m 时 的 情形 . 


由 
am = 五 aant 
Su Sa 
0 hj 
ay = Ay wn En 
I k= 
易 知 (2. 4. 6.4) 式 简化 为 
Jany Japy Jan, aaw 
A TR EGS 
an dr Br (9 Ii hm £ 
由 
anj fs f, Ian; fai fi 
aa fa JEA m fa FET 
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其 中 
f = z£ 


9 
#= z  Ər,Ər, 
iH fo = 广 的 对 称 性 , 即 可 知 (2. 4. 6. 5) 式 是 成 立 的 . 
所 以 (2.2.1.2) 式 给 出 的 A(x) 和 矩阵 总 是 可 积 的 . 这 一 性 质 其 实 已 由 
(2. 4. 5. 12 一 13) 式 给 予 过 说 明 . 这 里 只 是 再 从 可 积 性 条 件 的 角度 重新 检验 ,由 此 
即 知 (2.4. 5. 11), (2. 4. 5. 33 一 34) 式 在 数值 相等 以 及 数学 意义 上 都 是 成 立 的 . 
但 是 这 当然 不 是 说 任 取 一 个 曲面 了 的 切 超 平面 方程 的 基础 解 系 和 矩阵 A 都 
必定 满足 可 积 性 条 件 , 实 际 上 任 取 的 A 矩阵 一 般 是 不 满足 可 积 性 条 件 的 . 但 由 
于 一 般 曲面 函数 /(x) = 0, 总 可 以 通过 Monge 形式 函数 的 转换 而 成 为 参数 形 
式 的 曲面 函数 ,因此 ,从 (2. 4. 6. 1) 式 的 意义 上 讲 , 其 切 超 平面 方程 的 基础 解 敌阵 
(全 体 ) 中 ,一 定 存在 可 积 的 形式 . 设 这 个 可 积 的 基础 解 系 矩 阵 是 À (r) ,那么 ,由 
于 任 取 的 基础 解 系 和 矩阵 A(x) (不 一 定 可 积 ) 给 出 了 切 超 平面 的 一 组 基 向 量 , 故 


A(x) 与 ACx) 之 间 一 定 存在 过 渡 矩 阵 T(x) ,使 


ÀO) = AWT | Tœ) |Z O 一 (2.4.6.6) 


这 即 是 说 , 任 取 的 基础 解 系 矩阵 ACx) ,或 者 是 可 积 的 ,或 者 存在 T(x) 变 换 
矩阵 ,使 A(x)T(x) 是 可 积 的 . 因此 ,在 (2.4. 6.6) 式 的 意义 上 ,本 书 以 下 会 使 用 
“ 任 取 的 基础 解 系 矩阵 A(x)”. 这 个 表述 的 意思 即 在 于 将 A(x) 理 解 为 函数 矩阵 
时 , 均 视 之 为 A( 或 AT 乘积 矩阵 ?满足 可 积 性 条 件 . 

其 次 ,还 应 说 明 , 在 以 下 (包括 以 上 ) 的 一 些 分 析 中 ,本质 上 ,关注 的 仅仅 是 曲 
面 了 的 一 些 数值 特征 ,比如 主 法 曲率 ,那么 ,在 曲面 f 的 一 给 定点 x" Rb (x° 可 以 
是 任 取 的 ), 在 分 析 中 ,就 可 将 曲面 的 第 一 、 二 基本 和 矩阵 、W 映射 矩阵 以 及 
Hessian 矩阵 , 均 理解 为 是 在 x° 点 处 取 值 的 数值 矩阵 . 在 这 个 意义 上 ,就 可 以 不 
用 考虑 曲面 切 超 平面 的 基础 解 系 矩阵 A 的 可 积 性 条 件 ,A 矩阵 允许 是 任 取 的 . 例 
如 可 将 A 取 为 是 列 正 交 且 归 一 的 (数值 ) 甜 阵 . 

本 书 以 下 的 分 析 中 ,不 再 就 上 述 内 容 一 一 予以 指出 . 由 分 析 所 指 的 情形 即 可 
理解 “ 任 取 的 A 矩阵 ”的 含义 . 
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$ 3.1 曲面 的 主 法 曲率 与 拟 特 征 值 


$3.1.1 曲面 的 主 法 曲率 与 拟 特征 值 一 一 Debreu 定理 的 证 明 
由 (2.2.1.9) 式 ,已 给 出 了 R" 空间 曲面 A 上 x° 点 处 沿 & 切 方向 的 法 曲率 
KČ), 
全 万 


— —(2.2.1.9) 
Ivf | 


K /(@) 一 一 


由 x 点 处 主 法 曲率 的 定义 , 主 法 曲率 (用 记号 cr 或 <y 表示 ) ,是 当 单位 6 切 向 量 
在 过 x" 点 处 的 曲面 了 的 切 平 面 L/ 上 连续 变动 时 ,“r(@) 取 极 值 的 8 所 决定 的 那 
个 法 曲率 , 由 (2. 2. 1. 9) 式 的 结构 ,法 曲率 x/(&) 取 极 值 等 价 于 HH& 取 极 值 512 
故 可 以 通过 研究 外 HG 二 次 型 的 极 值 来 确定 主 法 曲率 . 
一 般 地 , 设 A = [a ] € R” Jš m X m 阶 实 对 称 和 矩阵 ,考虑 
| 极 值 : aAa a € R” 
ls t ara=1 
决定 的 极 值 问题 . EEE A 的 RayLiegh 商 R(a)， 


a` Aa 
ala 


一 (3.1.1.1) 


R(a) = ER 一 (3. 1.1.2) 


从 而 (3. 1. 1. 1) 式 的 极 值 等 价 于 求 取 RCa) 的 极 值 . 
R(a) 取 极 值 的 条 件 是 


[1] 注意 ,由 (2.2.1.3) 式 ,这 蛙 的 aT@ = 1. 
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= 一 -一 0 1 一 1,2,…, 一 (3.1.1.3) 


从 (3. 1.1.3) 式 中 便 可 得 到 
Faa -ÕÕ AĞ. a =0 i=l, 2, |, m 
= 


写成 矩阵 形式 , 即 
AG = RČ) - G 一 (3.1.1.4) 
记 满足 (3. 1. 1. 4) 式 的 RC&) = R. 则 以 上 R(&) 取 极 值 的 必要 条 件 是 
(A—Ř. I) à= 0 一 (3.1.1.5) 
(3. 1.1.5) 式 表明 Ra) 的 极 值 六 必 为 实 对 称 和 矩阵 A 的 特征 值 ,等 价 地 ,使 
R(a) 取 极 值 的 向 量 a 即 为 实 对 称 和 矩阵 A 的 ( 归 一 化 的 ) 特 征 向 量 . 故 对 于 mX m 
阶 实 对 称 矩 阵 A，RayLiegh 商 的 极 值 应 有 mm 个 ,并 且 这 m MRR, ¿=1, 
2, =", m 应 均 为 实数 ,因为 实 对 称 和 矩阵 A 一 定 有 m 个 实 特征 值 (包含 重 根 
在 内 ). 
现 回 到 考虑 YTH& 极 值 的 问题 上 . 由 (2. 2. 1. 3) 式 关于 名 的 规定 ,对 于 Er H ë 
取 极 值 的 问题 ,应 可 表示 成 
极 值 : HË ) 
| 一 (3.1.1.6) 
s. t. 
KES 


即 冯 向 量 应 是 曲面 了 在 x" 点 处 切 平面 上 的 归 一 化 方向 向 量 . 由 (2. 2. 1. 3) 式 À 
表示 成 


ER t0 一 (3.1.1.7) 


且 A 是 归 一 化 的 正 交 和 矩阵 ( 即 YF a = 0 的 基础 解 系 和 矩阵 ,A J: m X (m— 1) 阶 
矩阵 )， 


XÀ = Ina 
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WG. 1. 1. 6) 式 表示 的 极 值 等 价 于 以 下 RayLiegh 商 的 极 值 ， 


m ÀH Àt 
RO) AH A —+ = — 
lel l: t't 

w 

Hz =\'HÀ 一 (3.1.1.8) 
Hi 是 (m— 1) X (m— 1) 阶 实 对 称 和 矩阵 ， 
则 

Ht 
R(D = pe 一 (3.1.1.9) 


(3.1.1.9) 式 给 出 的 RayLiegh 商 RC) 的 极 值 等 价 于 (3. 1.1.6) 式 的 极 值 . 
由 于 Hi 依旧 是 对 称 实 和 矩阵, 且 是 (m 一 1) X (m 一 1) 矩阵 , 故 马 上 可 知 ,RD 取 极 
值 的 R. 有 m 一 1 个 ,并 且 ,R; 满足 (3.1.1.5) 式 , 即 Ri; 应 是 Hx 算 阵 的 特征 值 4,. 

推论 3.1.1.1 BAER" D € R” REKEN, H 


DTrD = l, 
则 矩阵 

B= D'AD 
的 特征 值 ,特征 向 量 与 D 的 选取 无 关 . L.I 

ER: 另 取 QE R” Q!Q = I, fE 

B' = Q'AQ 
因为 Q、D 均 是 列 向 量 正 交 的 矩阵 , 故 存在 n> n Er E W: T , i 

Q= DT 
因此 

Q'Q= TODT= TfT = L, 

并 有 


B’ = T'D'ADT = T'BT 
即 知 B' ij B 是 相似 矩阵 , 故 B'. B 有 完全 相同 的 特征 值 .特征 向 量 . 
由 此 可 知 (3. 1. 1. DRRR RO MRI R. 作为 是 H a RE hy tr E A,» 


就 是 与 基础 解 系 矩 阵 人 的 选取 方式 无 关 的 . 所 以 (2. 2. 1. 9) 式 决定 的 法 截 曲率 
kr( 合 ) 的 极 值 ,完全 由 HEE m 一 1 个 特征 值 决定 . 
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极 值 cr(G) = 一 =“ i=1,2,--,m—1 一 (3.1.1.10) 


TwT 

这 m 一 1 个 特征 值 决定 的 Hi 和 矩阵 的 特征 向 量 记 为 1;, 则 通过 

a =M; i=1,2,.,m-—l1 一 (3.1.1.11) 

th f HHI f F JÁ x° 点 出 发 的 m 一 1 个 特征 方向 .并且 由 和 矩阵 特征 向 量 的 性 质 
即 知 ,车 a 是 矩阵 A 的 特征 向 量 , 则 一 a 也 一 定 也 是 A 的 特征 向 量 (对 应 于 同一 
个 特征 值 ). 所 以 ,由 一 i” 按 (3.1.1.11) 式 构造 的 一 a;” 也 是 曲面 / 的 法 截 曲 率 
的 极 值 方向 , 且 w 、 一 a 方向 上 曲面 f 的 法 截 曲 率 是 相同 的 极 值 法 截 曲率 . 故 
a; 与 一 a 是 共 思 的 方向 . 

由 (3.1.1.6) 式 给 出 的 极 值 规划 ,并 设 A 是 曲面 f (E x° 点 处 的 切 平面 方程 
Vf"a = 0 的 任 取 的 、 非 归 一 化 、 且 列 向 量 不 正 交 的 基础 解 系 矩阵 , 则 由 


a=4 tER™ &=— n 
GATAtD: 


也 可 将 这 一 极 值 规划 表示 成 广义 RayLiegh 商 的 形式 


号 T 
RO = —— =(3. 1.1. 12) 


由 于 已 知 (3. 1. 1. 12) 式 应 等 价 于 (3. 1. 1. 9) 式 . 故 ,(3.1.1.12) 式 的 极 值 也 就 是 
《3.1.1.9) 式 的 极 值 . 所 以 , (3. 1.1.12) 式 的 极 值 与 A 基础 解 系 矩 阵 的 取 法 无 
关 . 当 取 A 为 列 向 量 正 交 的 矩阵 ,(3. 1. 1. 12) 式 就 成 为 (3. 1. 1. DR. 

前 面 的 分 析 应 用 于 广义 RayLiegh RERO) ,可 得 到 以 下 定理 51)， 

定理 3.1.1.2 ÜA, BER” 是 对 称 矩 阵 , 且 忆 是 正定 的 , 则 

Q) 广义 RayLiegh i RCO Kt vti fali 


T 


= minRG() te R t#0 


min 


tB 


HRT. 
(2) t 满足 方程 


(3) 带 约束 条件 的 极 小 值 问题 


minRCD TM =0 Ii.1z0 


513 《特殊 矩阵 )》, 陈 景 良 、 陈 向 晖 ,清华 大 学 出 版 社 2001 年 ,第 205 页 ,定理 3. 9. 2 一 3. 
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ARL. 
(4) ?满足 方程 


AT,=ABI, i=1, m,n 
A 均 为 实数 ,同时 ， 
TBT; =0 当 izj 


图 
以 下 的 分 析 中 ,为 方便 起 见 , 一 般 不 使 用 广义 RayLiegh 商 的 形式 , 即 直接 取 
基础 解 系 和 矩阵 A 为 归 一 化 且 列 向 量 正 交 的 形式 . 但 利用 广义 RayLiegh 商 的 形 
式 , 可 以 清楚 地 看 到 这 里 所 使 用 的 方法 与 经 典 的 第 一 .二 基本 二 次 型 矩阵 及 W 
映射 方法 间 的 相互 关系 . 
显然 ,(3. 1. 1. 12) 式 的 广义 RayLiegh 商 形 式 就 是 利用 曲面 / 的 第 一 、 二 基 
本 二 次 型 矩阵 、 了 决定 其 法 截 曲率 的 形式 . 由 (3. 1. 1. 12) 式 的 及 () 商 的 意义 ， 


RD eat. 1 

HVfll t'A'At IVf | 
就 是 沿 (€ R"… 决 定 的 GE R” ë@' à — 1 方向 上 曲面 的 法 截 曲率 . 与 
(2. 4. 5. 33) 式 相 比较 , 可 知 


一 (3.1.1.13) 


Rao) S EEE Aa 
iyi NO 74 
因此 ,如 果 所 选取 的 基础 解 系 矩阵 A 的 列 向 量 在 多 重 矢量 积 算法 中 所 决定 的 n， 
单位 法 向 量 与 Vf 梯度 向 量 是 相同 方向 的 , Nrm = 1 就 有 


— x, (@) = 


(3.1.1.14) 


“t 


“0 = i ( 当 Nrm = D 一 (3.1.1.15) 
再 由 (2. 4. 5. 34) 式 ,并 记 
H, = A! V'fA —(8.1.1;.165 
则 
w =— Nrn,) E. aar —(3.1. 1.17) 
II V/ l 
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另 一 方面 ,对 (3. 1. 1. 12) 式 的 有 (4) 商 求 极 值 ,可 得 到 (7) 的 极 值 R, 应 使 
[RATA—AT V/AJt=0 -(3.1.1.18) 
即 必 应 有 
| RdJ- 一 Ha[A"A] |=0 一 (3.1.1.19) 
相 比 较 ,(3. 1. 1. 17) 式 表明 ,W 映射 矩阵 的 特征 值 ( 记 为 AO ,应 是 


S H, Pe 
Al. - s: .) * [ATA] '] =0 一 (3.1.1.20) 
| Í ™ Twi | 
的 根 .所 以 
j ZR: Nr A 
“= yri T (N noa, i=l, 2, =, m—1 -C3 Rhi 


以 及 由 第 一 .二 基本 形式 决定 的 高 斯 曲率 < 5 RORE, 


CR.) (=R) + == e (— Raai) 
UAA 
—(3. 1. 1, 22) 


k=|W |= 14, e e o Ana = Nn) 


再 由 (3.1.1.10) 式 ,并 注意 4, = R, HWE 


K/ 一 一 (3.1.1.23) 
K, 是 在 VA(x) 给 出 的 定向 下 ,利用 (2. 2.1.9) 式 定义 的 曲面 法 截 曲 率 的 极 值 乘 
积 , 它 也 是 一 种 Gauss 曲率 的 形式 . 
可 知 


x= (N'n "e 一 (3.1.1.24) 
所 以 ， 
(1) 当 m 是 奇数 时 <= x, (不 论 Nrm =+ 1) 
| x 当 Nrn, = 1 一 (3.1.1.25) 
=r, Ñn, = 一 1 
这 里 可 以 再 次 看 到 在 m 是 奇 ( 偶 ) 维 数 时 R” 空间 上 的 曲面 某 一 点 处 的 Gauss ph 
Pe wy 之 间 的 关系 上 是 有 差异 的 . 
利用 以 上 的 分 析 , 这 里 再 需 说 明 以 下 二 个 问题 . 
第 1 个 问题 . 虽然 <、xr 都 具有 Gauss 曲率 的 意义 ,但 x、x/ 在 属性 上 仍 有 些 


差异 . 由 (3. 1. 1. 23) 式 ,构造 kr 的 <y 即 (2.2.1.9) 式 的 xj(&)( 取 极 值 ), 因 为 就 
是 (3. 1.1. 8) 式 的 矩阵 H: 的 特征 值 除 以 梯度 向 量 V/A(x) 的 范 数 的 商 ,所 以 ,由 推 


(2) 当 m 是 偶数 时 = 
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论 3.1.1.1, 任 取 切 平面 方程 
Vf wa = 0 


的 不 同 的 基础 解 系 和 矩阵 4, Kp i= 1, 2,，…, m— 1 均 是 不 变 的 . 而 不 同 的 基础 解 
AIRE A 相当 于 在 曲面 /的 点 x 处 的 切 超 平面 中 确定 不 同 的 一 组 基 , 并 就 此 组 
基 又 总 可 对 应 地 表示 为 是 曲面 /的 某 个 正则 参数 曲面 函数 的 Jacobi 短 阵 的 意 
义 上 讲 , 这 一 性 质 表示 必 、xr 形式 表示 的 曲面 的 主 法 曲率 、Gauss 曲率 与 参 
数 曲 面 函数 的 参数 变换 无 关 . 从 几何 上 讲 , 这 是 因为 、xi 曲率 是 由 (2. 2 1. 9) 
式 中 得 到 的 ,而 (2. 2. 1.9) 式 仅仅 利用 了 曲面 /的 自然 定向 , 即 梯度 向 量 V/(x). 
显然 ,曲面 切 空间 中 不 论 取 什么 样 的 一 组 基 , 都 不 影响 V/(x) 给 出 的 定向 , 故 
必 、 ki 与 切 空间 中 基 向 量 的 取 法 无 关 . 但 由 多 重 矢量 积 的 性 质 即 知 , 由 某 个 正则 
参数 曲面 函数 决定 的 W 映射 矩阵 的 特征 值 X, 构造 的 Gauss 曲率 ,因为 参数 变 
换 可 能 改变 A, 的 符号 , 故 , 是 与 参数 变换 相关 的 量 . 

第 2 个 问题 ,是 需要 说 明 R" 空间 上 的 m 一 1 维 曲面 ,一 定 有 m 一 1 个 主 法 
曲率 、 主 法 方向 这 一 结论 在 上 面 的 分 析 中 已 多 次 提 到 ,这 里 则 给 予 说 明 , 首先 应 
注意 ,第 一 二 基本 二 次 型 算 阵 了 了 都 是 实 对 称 矩阵 ,但 由 于 W 映射 矩阵 

La 
是 2 个 实 对 称 年 阵 积 ,而 2 个 (一 般 ) 的 实 对 称 矩 阵 的 乘 却 不 -- 定 是 实 对 称 矩阵 . 
但 W 矩阵 也 一 定 可 以 取 到 实 对 称 矩 阵 的 形式 (对 角 和 矩阵 ). 利用 定理 3. 1. 1. 2 BJ 
者 ,利用 心 与 的 关系 . 这 可 由 必 由 的 特征 值 X, 决定 即 可 
知道 . 因为 , 若 记 


a 是 A 是 第 j 列 向 量 ,那么 ， 
H; = [(@')! Vea] i,j=1,2,., m—1 —(3.1.1.26) 


IHV°/ 的 对 称 性 质 即 知 Hi 必 是 对 称 和 矩阵 , 故 Hi 有 m 一 1 个 实 特征 值 ,从 而 心 的 
个 数 也 有 m 一 1 个 ( 重 根 计 重 数 ). 且 由 于 (3.1.1.12) 式 的 广义 RayLiegh 商 ;可 
以 取 A 矩阵 为 归 一 化 的 列 向 量 正 交 矩 阵 ( 并 因 这 样 的 取 法 不 影响 到 cr 的 值 的 性 
质 ) 而 仍 转 换 成 (3.1.1.9) 式 . 从 而 由 (3.1.1.19) 式 和 (3.1.1.20) 式 即 知 
《3. 1.1. 21) 式 成 立 . 故 W 映射 矩阵 W ,不 论 它 在 形式 上 是 否 是 对 称 的 ,都 一 定 有 
m 一 1 个 实 特征 值 . 

由 (3.1.1.21, 23) 式 ,以 及 R 就 是 瑟 i 和 矩阵 的 特征 值 M, ,所 以 
Imi 
tvil™™ 


PE E 


—(3. 1. 1. 27) 
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可 以 证 明 , 有 
IH. | 
Nv: 
其 中 H; 是 (1. 2. 4) 式 规定 的 加 边 Hessian HPE. 为 此 , 先 证 明 以 下 引 理 . 
引 理 3.1.1.3 BA = [a] E€ R" b€ R", ARRIER. C = 
Cep] € R” U, C 是 满足 以 下 条 件 的 任 一 个 矩阵 ， 


ly =S —(3. 1. 1. 28) 


CC = L, 
fzo —(3. 1. 1. 29) 
bb=1 
则 必 有 

A bj 
| CrAC 1= 一 一 (3.1.1.30) 

b' oj 
成 立 . = 


注意 ,(3. 1. 1. 29) 式 是 一 组 约束 条 件 . 8k b 向 量具 有 "约束 向 量 ” 的 意义 . 
这 一 引 理 的 证 明 , 以 下 将 会 给 出 .在 m = 2 时, 可 以 利用 行列 式 展开 直接 得 
到 以 上 结果 . 此 时 C 为 2 维 向 量 . 记 
C = (cis cÚ)! 


在 引 理 3. 1. 1. 3 给 出 的 条 件 下 


2 : 
C'AC| _ anci Hacc + ancii; Hanc, 


C'AC |= = 
! | CC c +G 


由 条 件 , 有 向 量 b = (b, b)", 使 


b, Ç 
bia Hbc = 022 =— J (CB b z 0TA c = 0) 
z 


代入 得 
anci 一 az dan +a +Ó 
TAC b b b 
IC'AC | = - 
apna 
a itgi 
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由 以 上 示例 可 见 , C = (cr, c)" 的 具体 取 值 对 此 结果 没有 影响 , 只 要 引 理 
3. 1.1. 3 的 条 件 得 以 满足 即 可 . 

应 说 明 , 引 理 3. 1. 1. 3 利用 行列 式 展开 去 证 明 , 对 于 高 维 空间 R” 而 言 , 仍 
是 困难 的 . 这 由 乘积 C' AC 和 矩阵 元 素 的 通 项 , 记 为 C,， 


ë, = > 


= 


$ (ca am pE = am pE + amm ee, 
的 复杂 程度 即 知 . 

注意 以 上 在 极 值 规划 (3. 1. 1. 6) 式 的 讨论 中 , 才 推 导出 CAC 形式 的 矩阵 ， 
并 指出 , CTAC 形式 的 矩阵 的 特征 值 是 (3.1.1.6) 式 给 出 的 规划 的 极 值 . 将 
(3.1.1.6) 式 中 的 H 用 A 代替 ,Vf 用 b 代替 ,并 省 上 略 站 的 顶 标号 “一 ”, 将 
(3.1.1.6) 式 写成 以 下 形式 


极 值 a" AG 
b'a = o} 一 (3.1.1.31) 
(es 一 1 
并 设 CE R"e” U Jë b'a = 0 的 任 一 个 基础 解 系 矩 阵 , 即 
e= Ct ER 
且 设 CC= Ina 
则 显然 地 知 
极 值 : aaao pti COAC _ ECAC (3.1.1.32) 


tC t't 
而 (3. 1. 1. 32) 式 等 价 号 后 右边 的 极 值 , 由 以 上 分 析 , 已 知 就 是 乘积 矩阵 C' AC 的 
m —1 个 特征 值 4., 且 这 m 一 1 个 特征 值 的 乘积 应 当 就 是 行列 式 |C"AC| 的 值 . 注 
意 ,这 里 CTAC 是 (m— 1) X (m— 1) 阶 实 对 称 矩 阵 ( 当 AT = A). 
下 面 利用 Lagrange 乘 子 方法 给 出 (3. 1. 1. 32) 式 左边 的 极 值 ( 即 (3. 1. 1. 31) 
式 的 极 值 ). 构造 Lagrange 函数 


L = aAa 十 p(1 一 ara) + y2b'a 一 (3.1.1.33) 
其 中 u, Y HRT u, YE R. 由 极 值 条 件 
SF Ss (X ara, — pa; + Yb.)= 0 ¿i= 1,2,--, m 
Ja, = - 


一 (3.1.1.34) 
将 以 上 条 件 写 成 矩阵 形式 ,有 


(A— ain) =Y + b —(3. 1. 1. 35) 
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其 中 & 是 满足 (3. 1. 1. 32) 式 的 a 向量 . 
所 以 ， 
A A n 
a'(A— pln) a =—ya!b = 0 
即 知 (3. 1. 1. 31) 式 规划 取 极 值 处 ,总 有 
aAa =u GHA a = 1) 一 (3.1.1.36) 
由 于 (3.1.1. 32) 式 表示 的 等 价 性 , 故 可 知 ,满足 (3. 1. 1. 32) 式 的 2, G W 5 
EA m — 1 个 (对 ). 由 (3.1.1.35) 式 可 知 ,，y 乘 子 可 以 是 非 0 的 , 故 满 足 


(3.1.1. 36) 式 的 p 一 般 不 是 A 的 特征 值 ,与 £ 对 应 的 & 一 般 地 也 不 是 A 的 特征 
向 量 . 
在 明确 这 一 点 后 ,将 极 值 条 件 (3. 1. 1. 35) 式 加 上 约束 条 件 b'a = 0, 一 同 写 
成 以 下 形式 
eaea 7=0 


-(G3.1.1.37) 
bat+0.7=0 
便 知 应 有 
= 
[ Ws MB — (8. 1. 1. 38) 
è olly 
所 以 ,必要 有 行列 式 
A-HpI。 b 
=o 一 (3.1.1. 
| k M (3.1.1.39) 


由 此 好 知 (3.1.1.31) 式 的 极 值 ( 即 (3.1.1.36) 式 中 的 ) 的 乘 子 y, 必 是 
(3. 1. 1. 39) 式 所 给 出 的 w 多 项 式 的 根 . 
将 (3.1.1.39) 式 具体 地 写 出 米 .首先 可 注意 到 
he s M ul. — A | es; ?| 
j = 
b =b" 0 b" 0 


ur 一 A 一 5 
记 A=| 
L b 0 


]- [A 


=0 一 (3. 1. 1. 40) 
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G. 1. 1. 40) 式 中 行列 式 展开 后 是 一 个 4 的 多 项 式 . 其 中 行列 式 主 对 角 元 素 的 乘 
积 是 


Tè = 下放 on 


故 这 个 p 的 多 项 式 中 4 的 最 高 次 宕 只 能 是 阅 一 1 次 . 可知 ,在 (3.1.1.40) 式 中 的 
行列 式 展开 式 中 ,包含 有 m 一 1 个 诸如 (一 a, ) 因 子 的 项 ,只 能 是 


(= 1)' * Gn dut Ga_pa-n * kasa * asnan" Dmm mts 


=R LA 


umin = mpa =— ba 
ë, = (Ap 一 au) i=1, 2, |, k— 1, k+ 1, =, m 
k= 1, 2, =, m 


而 s 是 行列 式 展开 式 中 (3. 1. 1. 41) 式 给 出 的 项 第 2 下 标 排列 的 逆序 指数 . 
在 (3. 1.1.41) 式 表示 的 项 中 ,的 第 2 Fin h, RA Gmt Genia E 
序 , 故 * = 1. 所 以 ,对 (3.1.1.41) 式 中 的 上 取 和 ,有 


一 >) [a)i 
` z 


由 此 知 (3. 1. 1. 40) 式 展开 后 , 按 w HIRE Sk EF Er HEA , £ M DO 
— (B+ = bb=1) 


而 (3. 1. 1. 40) 式 展开 后 的 常数 项 ,可 令 (3. 1. 1. 40) 式 行列 式 中 的 六 = 0 得 到 ,可 
知 应 为 


2 q-e A |- ov Ab 
= E b of b 0 
所 以 
A b 
IX |=— +< +C T |-。 — (8. 1.1. 42y. 
6 0 
写成 标准 形式 , 即 
十 … 十 (一 D” “|=° 一 (3.1.1. 43 
p s .1. 1.43) 


现在 再 将 (3. 1. 1. 32) 式 “人 "号 右边 二 次 型 矩阵 CAC 的 特征 值 4 多 项 式 展 
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开 , 有 
1MT。 ,一 CrAC [= 十 … 十 (一 D" E CAC |= 0 
一 (3.1.1.44) 
由 以 上 的 分 析 已 知 ,(3. 1. 1.43) 式 的 m 一 1 个 根 p ,等 同 于 (3. 1. 1. 44) 式 的 
m—1 AHA, KG. 1.1. 43) 式 与 (3.1. 1. 44) 式 两 式 等 价 . 记 (3. 1. 1. 43) 式 的 m 
一 1 个 根 是 ,其 下 标 编号 按 py < p. a 给 定 ,从 而 由 多 项 式 代数 方程 的 根 与 系数 
的 关系 得 


b Ab 
e p ° eee po = (— 1)” 。( 一 1)” 一 一 | _ 
mep Bai [4 M Ë | 
一 (3. 1.1.45) 


类 似 地 , 记 (3. 1. 1. 44) 式 的 m— 1 个 根 是 Mi， 排列 顺序 同上 ,有 

Aa e À Ü A = (= D7 + C— 1)”: | CTAC |= | C'AC | 
且 由 于 (3.1.1. 44、45) 两 式 相等 , A, 一 us i= 1, 2, e, m— 1, 所 以 
A | 


: 一 (3.1.1.30) 
b 0 


| CTAC |=— | 


这 就 是 引 理 3. 1. 1. 3 的 结论 . 
利用 引 理 3. 1. 1. 3, 并 且 由 各 符号 的 意义 知 ,(3.1. 1.28) 式 中 的 矩阵 H+ 相 


A b 
当 于 引 理 3.1 1.3 中 的 CAC EJE 可 ,等 价 于 | 全 o era 


Vf 
IVf Il 
Hipa ° e po 一 | H; |=— a j 
IVfl 
H vf 
vf 0 lH: | 
s= æ G. 1. 1. 28) 
IVAI? [ZE 
成 立 . 
将 此 结果 代入 (3. 1. 1.27) 式 ,有 
Ar 一 cnp l —(3. 1. 1. 46) 
Ivf” 
再 由 (3. 1. 1. 24) 式 ,得 到 
£= C Nra ys HL 一 (3.1.1.47) 


IEVA 
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因此 , 若 取 Ñin, = 一 1, 就 可 有 
和 (3.1.1.48) 
TVF ioii [MA 


这 就 是 Debreu 定理 的 结论 . 更 完整 地 将 (3. 1. 1. 47) 式 可 表示 成 以 下 形式 


e= Bl 当 几 是 奇数 ,不 论 Nrmw = 
IIV/ | ° 
e= LB: 4 A BW8.BN n, =—1 一 (3.1.1.49) 
MA 
|H: | ` N 
k= 当 m 是 偶数 ,HN'n, = 1 
1VF 


这 样 ,经 过 了 迁 回 ( 且 克 长) 的 论证 ,在 (3. 1. 1. 49) 式 的 意义 上 ,可 知 Debreu 
定理 是 正确 的 . 但 在 这 样 的 迁 回 论证 中 ,由 于 得 到 了 许多 中 间 结 论 , 利 用 这 些 结 
论 ,还 可 以 将 Debreu 定理 与 微分 几何 的 诸 定理 完全 协调 起 来 . 

定义 3.1.1.1 设 AER™" beR"”Hb#0, 

则 以 下 e 多 项 式 的 根 


u A bh 
> |= 


= —(3. 1. 1. 50) 
br o 
是 加 边 矩 阵 
A b) 
A= É ol 
的 拟 特征 值 ,并 称 以 上 多 项 式 是 A (或 A) 和 矩阵 的 拟 特 征 多 项 式 . = 


不 加 区 别 , 本 书 也 称 A, 的 拟 特征 值 是 A( 在 b J F 0980388448 (13. 

由 拟 特征 值 的 定义 可 知 ,加 边 向 量 5 不 能 是 0 向量, 否则 , (3.1.1.50) 式 中 
的 行列 式 对 任意 的 4 都 成 立 , 就 没有 意义 了 . 其 次 ,由 行列 式 的 性 质 即 知 ,用 一 b 
代替 (3. 1. 1. 50) 式 中 的 5b 是 不 影响 解 的. 

更 一 般 地 , 任 取 ae R. a 关 0, 用 ab 代替 (3.1.1.50) 式 中 的 b, 也 不 影响 拟 
特征 值 . 
因为 


b" 0 b: 0 
—(3. 1. 1. 51) 


In—A b In—A b 
Je |-|" |-。 


C1) ABH u Ry 表示 A 矩阵 的 拟 特征 值 ,以 区 别 于 A 的 特征 值 4( 或 4,). 
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但 应 注意 ,由 (3. 1. 1.45) 式 ,对 于 一 般 地 ,并 非 单位 向 量 的 5b, 应 当 有 


|A b 
lo o 
b'b 


Pa t s 一 一 一 (3.1.1.52) 
由 于 拟 特征 值 y; 等 价 于 乘积 (对 称 ) 矩 阵 CTAC 的 特征 值 %, ,其 中 C 矩阵 是 
b'a=0 方程 的 任 一 正 交 基础 解 系 矩阵 . 由 于 当 A JE PK A BE Bd , C" AC 也 是 对 
称 和 矩阵 且 有 m 一 1 个 实数 特征 值 ,所 以 ,有 以 下 定理 . 
定理 3.1.1.4 RAER?” beER 505 天 0 上 且 A 是 对 称 矩阵 , 则 加 边 矩 阵 
As，, 有 m 一 1 个 拟 特征 值 , 且 拟 特征 值 均 为 实数 . "= 
定理 3.1.1.4 表明 可 以 对 R" 空间 上 任 一 正则 m 一 1 维 曲面 上 的 点 ,确定 
黄 一 1 个 主 法 曲率 ， 


Led š 
K = — = 1, 2, "e, 1 (9, 1.116065 
s= TVI ` m 


因为 曲面 函数 /(x) 的 Hessian 矩阵 H ERER, H IVAI < o, 故 拟 特征 
多 项 式 


nH Vf 
v 0 


—(3. 1. 1:53) 


由 以 上 定理 ,一 定 有 m 一 1 个 实 根 ( 重 根 计 重 数 ). 

由 于 加 边 矩 阵 A, 的 拟 特 征 值 x; 总 等 同 于 C7AC 和 矩阵 的 特征 值 M, 所 以 ,对 
于 拟 特征 值 的 分 析 可 以 利用 矩阵 特征 值 理论 的 丰富 成 果 . 

对 应 于 拟 特征 值 4w，, 定 义 拟 特征 向 量 . 

定义 3.1.1.2 ËA C R” beER b#0 人 是 A 的 加 边 矩 阵 ,mw 是 
A, 的 一 个 拟 特征 值 , 称 由 方程 组 


(A—pln a+7 -b = 0 


b'a = 0 —(3. 1. 1. 54) 
ara = 1 
决定 的 向 量 ,就 是 z, 的 拟 特征 向 量 , 其 中 y 是 辅助 变量 . L 


注意 (3.1.1.54) 式 等 价 于 (3.1.1.37) 式 , 故 Y, 就 是 (3.1.1.33) 式 中 的 
工 - 乘 子 . 仍 设 C 是 bra = 0 的 任 一 列 向 量 正 交 的 基础 解 系 和 矩阵 , 则 拟 特征 向 量 
( 记 为 8,) ,总 可 表示 为 


G, = Cr, 6320 t ERT 
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并 由 pw 二 入 ,及 

(CTAC— NI r= 0 一 (3.1.1.55) 
可 得 到 与 对 应 的 CTAC 矩阵 的 特征 向 量 . 以 下 证 明 CE 就 是 px 对 应 的 A E 
阵 的 拟 特征 向 量 . 实际 上 ,因为 (3. 1. 1. 55) 式 可 写成 

CA AIDC E= 0 — 3. 1. 1. 56) 


注意 到 C 是 bra = 0 的 基础 解 系 矩阵 , 故 若 记 


应 有 一 (3.1.1.57) 


PC=0 


成 立 .但 这 即 说 明 只 有 两 种 可 能 , P= 0 a B — c+ b (c 为 某 非 0 常数). 那么 ,由 
+ Y, J L - 乘 子 , 故 可 以 令 


人 


有 = 一 
BPZ P = 0, 就 取 7 = 0, 若 有 = c+ b, R y, = 一 c. 所 以 知 , 可 成 立 
(A —AIn)C i= 7b 
令 a- ci — 63. 1. 1. 58) 


由 上 一 式 即 知 ,0, 就 是 (3. 1. 1. 54) 式 的 解 . DEDA, 51 JE 39 F CTAC 矩阵 特征 
MELA, 的 特征 向 量 时 , 则 & = C5 就 是 对 应 于 A 加 边 箱 阵 的 拟 特征 值 的 拟 特征 
向 量 .这 里 =A 4E R", € R". 由 此 可 得 以 下 定理 ， 

定理 3.1.1.5 RAER” b€R" 0 天 0 且 A 是 对 称 矩阵 , 则 加 边 和 矩阵 


A b 
Dy Ë a] 
的 加 一 1 个 拟 特 征 值 ,对 应 于 m —1 4359418 k, B ik m — 1 个 拟 特征 向 量 
是 两 两 正 交 的 . " 
这 里 只 证 明 实 对 称 矩阵 A 的 拟 特征 向 量 两 两 正 交 即 可 . ta, a, 是 A, 的 
任 两 个 拟 特征 向 量 , 则 由 以 上 分 析 , 任 取 ba — 0 的 列 向 量 正 交 基础 解 系 和 矩阵 C， 
一 定 有 CTAC( 实 对 称 ) 和 矩阵 的 特征 向 量 4、!, ,使 
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因为 实 对 称 矩阵 的 特征 向 量 均 是 正 交 的 , 故 & 、w, 也 是 正 交 的 513 
以 上 的 分 析 中 指出 了 工 - 乘 子 y 可 能 取 为 0 的 情形 ,对 此 可 以 给 出 一 个 具体 


说 明 . 设 是 A 的 特征 值 ,多 是 由 》, 决定 的 矩阵 A 的 特征 向 量 . B, 刚好 位 于 
b'a = 0 决定 的 超 平面 上 ,那么 ,对 于 用 b 作 加 边 所 得 到 的 A。 EREA, 就 是 A。 的 


拟 特征 值 , 且 色 就 是 A, 的 拟 特征 向 量 . 由 以 上 的 (3.1.1.57) 式 ,这 时 便 有 有 一 
0 一 7 = 0. 


系 3.1.1.6 A€R”” b€R" b#0 4I=A. 当 A 的 特征 值 M; 同时 


就 是 加 边 矩 阵 A, 的 拟 特 征 值 p; , 当 X; 是 单 重 特征 根 则 X; 对 应 的 A 的 特征 向 量 
一 定 是 A, 矩阵 的 特征 向 量 . 4 A, 是 p 重 特征 根 , 则 总 可 以 在 ;对 应 的 A 的 特征 


mat b.. k= 1，…， 户 中 取 到 记 ,一 后， 已， kyo pP <p, p>1, HB, E 
A, 矩阵 的 拟 特征 向 量 . 反之 亦 然 . " 
证 明 : 先 设 和 是 A 的 单 重 根 特征 值 , 且 A, 同时 又 是 A 加 边 矩 阵 的 拟 特征 


ME a. JEBE A, 对 应 的 A 的 特征 向 量 是 多,, 因 此 成 立 
AlIa — AB. = 0 


现 证 b 一 定 与 矩阵 [34,1, 一 A] 的 列 向 量 组 线性 相关 . 
反 证 法 . B b SLAI 一 Aj 的 列 向 量 组 是 线性 无 关 的 . 因为 现在 是 单 重 根 
特征 值 , 故 必 有 


rank[AiT。 — A] = m— 1 
从 而 ,由 以 上 假设 ,应 又 有 增 广 矩 阵 的 秩 


rank[AiT。 一 A: b] = m 一 (a) 
因为 [MTw 一 人 是 对 称 矩 阵 , 故 
AI. — A 
miT -tw 


[In — A] = [@ a, ,a"] = 


51] 这 里 隐 含 规定 实 对 称 矩 阵 的 多 重 特征 值 决定 的 ( 且 是 线性 无 关 的 ) 特 征 向 量 组 应 经 正 交 化 处 理 . 
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这 里 、Q 分 判 是 [ATI。 一 人 ] 的 列 、 行 向 量 .经 适当 的 下 标 顺序 排列 ,总 可 以 设 有 
一 组 不 全 为 0 的 实数 ,使 


a= Dar teb" 


即使 [2,1, 一 Aj 的 前 m — 1 列 ( 行 ) 向 量 组 是 线性 无 关 的 . 


故 在 以 下 等 式 最 左边 的 行列 式 中 ， 
A mA 0 b 
Aln —A b , 
| a |- 0 0 cl=—e 3. —A 10 一 (e) 
(b! c 0 


用 一 4 REP) 列 元 素 再 加 到 第 m 列 元 素 上 ,再 用 一 t RA m + 1 列 元 素 再 加 
到 第 mm 列 ,j = 1, 2，…,m 一 1; 对 各 行 也 作 类 似 处 理 , 即 得 到 上 式 第 1 个 “一 ” 
右边 的 行列 式 . 其 中 A Jë A 的 前 (m— 1) X (m— 1) 阶 顺 序 主子 矩阵 ,b' 是 b 的 
Mi m — 1 个 分 量 组 成 的 向 量 . 


注意 ,由 (a) 、(b) 式 ,ce 必 不 为 0, 所 以 就 有 (c) 式 成 立 . 
但 由 (c) 式 ,A; 就 不 可 能 是 A 矩阵 的 拟 特征 值 , 即 得 出 矛盾 . 所 以 ,b 一 定 是 
[AI n 一 A] 和 矩阵 的 列 向 量 组 线性 相关 的 . 从 而 有 非 0 的 m 维 向 量 5 ,使 


b = ST[A1, — A] 
所 以 
b' B. = S'AI — Alb = 0 


即 知 肥 同时 就 是 A, 矩阵 的 拟 特征 向 量 . 
THEA JE A 矩阵 的 户 重 根 特征 值 记 > 1,), (必然 ) 同 时 又 是 A, 矩阵 的 拟 特 
征 值 . 那么 


rank[A In — A] < m— 1 
所 以 


因此 ,由 (3. 1. 1. 54) 式 中 ,有 
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r jx 人- 0 PB=1 


令 7 = 0, FK Jy 


p=. 


AE o RB. 任 取 上 式 解 中 的 最 大 线性 无 关 解 系 色 ,二 1，2，…，p， REA 
矩阵 的 拟 特征 向 量 . 这 里 "在 
rank[À,I, — A : b] = rank[à,1,, — A] 
m, p' = p; 在 
rank[XT。 — A : b] > rank[à; In — AJ 
时 , p' = p—-1. 


并 且 ,不 论 p" 取 何 值 ,这 样 确定 的 记 显然 同时 就 是 A 的 特征 向 量 . 即 证 . 
KTERE A 的 特征 值 与 A。 的 拟 特 征 值 之 间 关系 的 更 多 内 容 ,在 以 下 还 会 
有 论述 . 这 里 仅 再 指出 这 样 几 点 . d 


对 于 矩阵 A 的 特征 值 ),、 特 征 向 量 记 之 间 , 有 以 下 关系 ， 
Ara 4 JA i=j a _ 
bab, =V i hb 
类 似 地 , 拟 特征 值 上 、 拟 特征 向 量 &, 之 间 亦 有 


人 
aTA ai 一 


全 Sg 一 (3.1.1.59) 
0 ij 
以 及 (3,1.1. 54) 式 中 的 y, RESE 之 间 有 关系 
bAa, =— Y, 一 (3.1.1.60) 


以 上 两 式 从 (3. 1. 1. 54) 式 中 可 直接 得 到 . 
例 3.1.1.1 R° 空间 上 的 椭 球 ,曲面 参数 函数 是 


rlui, uz) = (cos uicos uz, Cos uisin uz, 3sin u)" 


— 返 重 — O< u(Í < 2x 
2 <u< n <u < 
对 应 的 一 般 曲 面 函 数 是 


++ = 
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q 

yp 与 j. 

Z EEEE 
M: e 对 应 的 参数 Oa, u) = (0， 工 ). 先 利用 参数 方程 由 第 一 、 二 基本 二 

次 型 矩阵 求 取 主 法 曲率 与 主 法 方向 ， 


ARE > = 


1 1 r 1 
0 一 一 一 一 0 0 :a 
V2 VZ VZ 
ar azr 3r 
alo = | 
u kes u du pa aae uzgu air 
Va i z í JZ 
l3 0 0 o 0 0 
+ 
zs s saj 
Z AZ 
1 
9 0 1 0 =: o] 
r-i "l r-i; ' wr 
o 1] 
Ae, v 
9 =0 
0 asi 


由 此 得 x° EERME = 5 x = 1. 


HFa = 二 ,可 得 W 矩阵 的 特征 向 最 是 入 一 1，0)7 ,所 以 
a= Z he0, 0, DT 
Ju 


对 于 心 = 1, 可 得 已 = 0, DTA 
"ase Fiel dy J. 
° au’ Vi V2 
Rpa, ,已 作 归 一 化 处 理 . 
以 下 再 利用 拟 特征 值 方法 .在 x 点 处 ， 


0 


Y3 Ivf =2 


a 

<, 

~ 

' 
ol o o 


0 0 0 


由 V 了 矩阵 的 拟 特 征 值 多 项 式 的 规定 
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p 一 2 O 0 V2 
0 pp—2 0 JZ 
2 
o z „-Ż |= Cir a A 
Vi vi 0 0 
得 拟 特征 值 是 
x= Im = 2 
所 以 , 主 法 曲率 是 
z 
1 1 
e= =+ č =—1 


由 于 Vf 与 n, 刚好 是 方向 相反 的 ,所 以 ey? =— x... 由 上 可 见 , 拟 特征 值 方法 要 
相对 简便 一 些 . 


由 (3.1.1.54 式 , 拟 特征 向 量 ,在 如 = 也 时 ,有 


2 
(2-5)e +/2y= 0 
2 
(2-5)e +Y27=0 
ee 
(2-2), =0 
e, + 2, =0 
a'a 一 
即 知 tia = 92... 2y = 09y = >a, 一 0, a =+1 
16 8 
得 a, =+ (0, 0, DT 
同 理 , 可 得 a =- 土 | 二 ,一 全 中 
B, a 一 万 


这 里 给 出 的 拟 特征 向 量 &,, ;是 以 共 辐 对 的 形式 表示 . 可 以 选 定 符号 任 取 其 中 的 2 
个 作为 拟 特征 向 量 . 

可 以 将 以 上 的 分 析 归 结 为 推广 的 Debreu 定理 . 

定理 3.1.1.7 设 /(x)=0 x€ DC R" 决定 了 R" 空间 上 的 一 个 正则 曲 
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H f. xL x° € D, Vf) > 0. Wi f fg x° 点 处 的 切 平面 
Lj: Vf! (x° )a = 0 


上 ,有 普 一 1 个 正 交 的 主 法 方向 . 曲面 了 在 这 些 主 法 方向 上 的 法 截 曲率 cy ,由 
了 (x) 的 加 边 Hessian 矩阵 


RE eo yes] 
” ifa 0 


H m —1 个 拟 特征 值 x, 决定 ， 


i =- isl, 2，…，, m— 一 (3.1. 1. 
K, 一 Tvri 1,2 m—1 (3.1.1.10) 
而 主 法 方向 由 As 对 应 的 Ho 8 PF08048 F i ita, 给 出 . " 


定义 3.1.1.3 设 /(x)=0 x€ DC R" Jë EW iñi f, W fEV f(x) 
x° € D t fJ 2E lB) F , im f fE x° 点 处 的 Gauss 曲率 是 


让 | -(3.1.1.46) 
1VAI 


平均 曲率 是 


fa fu f. 
fa f, 
f, 0 


如 | 


l Hi tp + tusa 1 


m—1 ` Ivf l ml 


n 
LAZA S 
一 (3.1.1.61) 


这 里 求 和 号 ,之 ,是 指 对 满足 ;< 的 全 部 数 对 {i, DRM. C 


其 中 f, = . (3. 1. 1. 61) 式 的 推导 在 下 面 会 给 出 的 . 


注意 当 m 二 2 时 ,(3.1.1.46)、(3.1.1. 61) 式 给 出 的 就 是 平面 曲线 的 曲率 . 

在 以 上 的 分 析 中 ,已 经 指出 对 于 Hi( 即 CAC 类 型 的 ) 矩 阵 ,4 基础 解 系 矩 
阵 的 取 法 ,对 于 拟 特征 值 是 没有 影响 的 . 以 下 ,更 一 般 地 考虑 对 x 的 坐标 变换 
问题 . 

在 矩阵 特征 值 理论 中 ,对 于 A、QE R”””, R Q nj, WJ 


A~Q'AQ 


二 者 相似 . 相似 的 矩阵 具有 相同 的 特征 值 行列 式 值 ,具有 相同 的 特征 多 项 式 . 对 
于 拟 特 征 值 ,也 有 这 一 类 似 的 性 质 . 


9f(x’) If) 
Ç ər, 


Əz,Ər; ` 
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BQ € R” BER 决定 了 R" 空间 上 的 一 个 坐标 变换 
x=Qy+B x, y€ R” — (9. 1.1. 62) 


如 果 这 一 变换 使 Euclid 范 数 | 。 || 保持 不 变 , 即 称 为 保 范 变换 . 全 体 保 范 变换 
构成 R” 空间 上 的 运动 群 . 且 以 上 坐标 变换 成 为 保 范 变换 的 充 要 条 件 是 矩阵 Q 
是 正 交 和 矩阵 “11， 


QQ=QQ"=I.=>Q = Q' |Q|=+1 


同时 亦 可 知 , 当 (3. 1. 1. 62) 式 给 出 的 变换 是 保 范 的 , 则 它 必定 是 保 角 的 . 因为 , 若 
设 a' 一 a*、b' 一 b* 是 原 坐标 系 下 的 两 向 量 , 由 


a"? = Qy}? +B 
b? = Qy}? + B 


则 
a aT O OO DTTO — y) 
la'— a l + lb — b | LRO — y) | + | QO, — y) | 
Oy. — y) (y, — y) 


EAHA] 

所 以 , 若 (at — a’) L (b' — b°) 则 (天 一 区) L (y, — y). 

而 由 以 上 关于 法 曲率 的 分 析 可 见 , 法 曲率 定义 完全 依赖 于 曲面 f 上 x° 点 处 
的 切 平面 与 法 方向 向 量 正 交 的 前 提 , 所 以 ,只 有 当 保 持 这 一 正 交 关 系 存在 的 条 件 
下 ,对 于 f(x) = 0 的 变量 x 施 加 变换 后 , 仍 可 讨论 法 曲率 是 否 受 到 影响 的 问题 . 
否则 ,这 一 问题 是 否 具有 意义 就 会 成 为 疑问 . 反之 既 可 知道 ,如 果 对 x 变量 施加 
的 变换 是 保 角 的 ,从 而 曲面 了 在 x" 点 处 的 切 平面 与 法 方向 的 正 交 关系 不 变 , 那 
Z ,x° 处 的 法 曲率 也 一 定 不 会 变化 . 

事实 上 , 当 (3.1.1.62) 式 的 变换 是 保 范 的 , 则 记 
IE pz 2) '| 


m= = [P e 32 


Vf, = VF) = Ej . 


9y:9y; 


Vf, = Q vf 
Vf, = Q' VfQ 


C1) 《微分 几何 》, 孟 道 骇 等 著 , 同 前 第 1. 2 节 . 


256 _ 实 对 称 算 阵 的 拟 特征 值 理论 与 应 用 


且 在 坐标 下 ,ze 点 处 的 切 平面 ,是 
V/;B = o=>VFrQp = 0 
故 设 a Vf Ta = 0 切 平面 方程 的 解 向 量 ,那么 ,有 
a=Q P=Q'a 

成 立 . H iB 

I Vf, = VVP = IVf 
得 ， 
PVIB_ FQ VQ _ _ a" Ha 
[ZA] I Vf IVAI 


从 而 在 1-1 对 应 的 a、B 方 向 上 ,曲面 的 法 曲率 的 值 在 保 范 变换 下 不 变 . 
在 ?坐标 下 ,V 矩阵 的 拟 特征 多 项 式 是 


rB) 一 一 一 krCo) 


pn 一 YA Vf, 
çv; 0 


HAH» — QT VQ QT a 
VQ 0 


[z sa wl ea] 


注意 ， 
[oe se 小 二 
A m w u Ha | ?|-。 


所 以 , 拟 特征 多 项 式 在 保 范 变换 下 不 变 , 故 拟 特征 值 也 不 变 , 拟 特征 向 量 之 间 存 
在 1-1 对 应 的 变换 


处 = ac 人 i=l, 2, =, m—1 一 (3.1.1.63) 


一 般 地 ,有 以 下 定理 ， 
定理 3.1.1.8 设 AE R™” b€R" b 关 0, 设 Q 是 任 取 的 正 交 矩阵 ,QE 


Re”, JJ 
[esol os a bali esa, 


即 二 者 是 相似 的 . 相似 的 加 边 和 矩阵 具有 相同 的 特征 值 ,行列 式 值 ,特别 ,它们 具有 
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相同 的 拟 特征 值 .但 上 式 右边 的 乘积 矩阵 的 拟 特征 向 量 是 Q-'&, 其 中 & 是 上 式 


左边 的 A, 矩阵 的 拟 特征 向 量 . 
由 以 上 的 分 析 即 知 此 定理 成 立 . 
但 应 指出 ,以 下 两 加 边 矩阵 


[k + al a=: 


一 般 具 有 不 同 的 拟 特征 值 , 故 二 者 不 是 相似 矩阵 . 


设 /(x) = 0 是 曲面 了 的 函数 . 在 经 济 学 中 还 经 常 要 用 到 另 一 个 变换 , 即 对 


/(。) 作 单调 增 变换 . 
设 F; R—R 是 单调 增 变换 ,如 朵 下 二 阶 可 微 ,是 


F'>0 
则 在 下 变换 下 ,曲面 /的 函数 被 变换 成 为 
F(x) = F(f(x)) =c (c— const) 


以 下 证 明 曲面 f 在 单调 增 变换 下 的 主 法 曲率 «; 不 变 . 
由 (3.1.1.64) 式 ， 


一 (3. 1. 1. 64) 


dF 
VFC) = F' .W(x) F'=-— 
x If (x af 
VEC) — F”. Vf) eo VfR) HF’ Vf) F” = — 
yra i +] 
VFT 0 


则 F(x) 的 加 边 Hessian 矩阵 H7 的 拟 特征 值 ( 记 为 wr) 多 项 式 是 


prl — VF VF 
VF" 0 


F’ VT 


HWER F’ > 0, 故 用 因子 


F” af) 
=+ E jsl, 2, e, 
P eag - jË 


mla -FYS — F” Vf “|- 6 
0 


一 (3. 1. 1. 65) 


分 别 乘 (3. 1. 1. 65) 式 行列 式 的 第 m + 1 行 再 加 到 第 j 行 ,(3.1.1.65) 式 可 化 简 


为 下 式 
us, —F'. Vf F'v/| _ 
F’ VT oÍ 


0 
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将 pr 表示 成 kr = F'AREA RA AE RREK 


(ns. . v| =0 
即 知 ,就 是 H, = | Y 加 过 短 阵 的 所 特征 值 x 


所 以 ,m 一 1 个 拟 特征 值 之 间 有 关系 
p=F ep i=1,2,.%,m-—l 一 (3.1.1.66) 


《3. 1. 1. 66) 式 表明 拟 特征 值 在 对 /(，。 ) 作 单调 增 变 换 时 ,只 是 一 个 半 不 变量 , 即 
拟 特征 值 不 改变 符号 ,并 同时 扩大 FF" 售 . 
因此 ,对 于 曲面 了 的 主 法 曲率 <r, 有 


Z= S Pn 2 SE S. K, i=1,2,--,m—1 


TT FY 
所 以 , 主 法 曲率 w, 是 在 对 /(。) 作 单调 增 变换 下 的 不 变量 . 
可 证 曲面 /的 主 法 方向 也 是 在 (。 ) 作 单调 增 变换 下 的 不 变量 . 事实 上 , 记 
as ÈE) = 0 决定 曲面 的 拟 特征 向 量 , 则 Gs 应 满足 以 下 方程 组 


(VIF—prln) G; + YVF = 0 
À 
VFT G, =0 
ala, =Ï 
由 以 上 分 析 , 这 一 方程 组 又 可 表 成 
F” Vf Vf! as HEF'S — pln) +7Y]=0 
F’ + Vf’ a, =0 
À 
ara, =+ 
其 中 F' .wz 一 Ar 且 因 为 V/ W's 一 0 


RLL, ar 就 是 (x) = 0 决定 的 曲面 上 ,由 拟 特征 值 决定 的 拟 特征 向 量 &. 即 知 
拟 特征 向 量 在 单调 增 变 换 F° f 下 保持 不 变 . 
对 于 Monge 形式 的 曲面 函数 


z= f(x) xe D, CR" —(1. 2. 2) 
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上 文 已 指出 ,将 它 看 成 是 以 下 形式 的 参数 函数 


w- ELA] 


时 ,由 2 的 列 向 量 组 的 多 重 矢量 积 得 到 的 定向 ,等 价 于 将 (1. 2. 2) 式 转换 成 


F@) 一 z 一 (xz) 一 0 x= (xz)TER 一 (3.1.1.67) 
形式 的 一 般 函 数 的 梯度 向 量 


所 给 出 的 定向 “1 
但 这 一 定向 下 的 F(x) 函数 的 拟 特 征 值 拟 特征 多 项 式 在 形式 上 会 带 来 一 些 
推导 上 的 不 便 之 处 . 所 以 ,在 推导 Monge 形式 的 曲面 函数 求 取 拟 特征 值 时 ,采用 
以 下 形式 
FG) = f(x) —z=0 x= (x", z)! € R" 一 (3.1.1.68) 


这 时 H。 | O] 《2.2.3.18) 式 的 右边 会 改变 符号 .法 截 曲率 可 表示 成 


e@ = VD 1 3.1.1.69) 
AYY? 


从 而 曲面 的 法 方向 向 量 是 


区 VCxz)] 
VF(x) = [ e J —(8.1. 1.70) 
一 1 
F(x) 的 Hessian 矩阵 是 
H [ë °] (3.1.1.71) 
ar al RRES 


其 中 H B FDh Hessian 矩阵 . MJ F(x) 的 加 边 Hessian H Hi 表示 


H 0 v 
po [Hr WF "| 
HË 一 ka s ]- č o -1 一 (3.1.1.72) 
v -1 oj 


C1) $2.4.5 章 往 ,(2.4.5.8) 式 . 
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H; J (m 十 2) X (m+ 2) BERE. BT DL, H; 的 拟 特征 行列 式 是 


Es 1 ,3 Ha—H Vf 
FT alz E BiTA vr 6 [l Hl 
y v" —1 0 
一 (3.1.1.73) 
即 拟 特征 多 项 式 可 写成 为 
un- H Vf 
= „—H]|= — (3. 1.1. 7: 
“| vr "| | al I= o (3.1.1.74) 
易 知 
| Perl1= 一 | HI —(3. 1.1.75) 
所 以 ,由 (3. 1. 1.74) 式 决定 的 多 项 式 , 可 表示 成 
—+V VPE 十 … 十 (一 D)” C—IH |) = 0 
从 而 拟 特征 多 项 式 的 标准 形式 是 
apap ja Ml A 
PERED EYA G. 1. 1.76) 
则 Monge ERHI FE, x ) 点 处 的 拟 特征 值 4 有 m 个 , 且 均 为 实数 ,并 有 
CE Ul a z 
Hite ETAT G. 1.1.77) 
曲面 下 的 主 法 曲率 x: 也 就 有 m 个 ,是 
¿=-— “ 一 (3.1.1.78) 
(1+V/f' Vf): 
Monge 形式 曲面 (x*，z") 处 的 Gauss 曲率 x, ,是 
DA (3.1.1.79) 
(1+V/' Vf): (1+V/ft vyp 
平均 曲率 hr, JE 
fa fu L 
7 | Sa e 
Eh 
IPESE. ¿mota uta, 1 lf f, O (3.1.1. 80) 


m ay yp? m Qt+V Yp? 
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其 中 trH ë H 矩阵 的 迹 
tH = 六 ze 一 (3.1.1.81) 
T ač 


(3. 1. 1. 80) 式 的 符号 意义 与 (3. 1. 1. 61) 式 同 ,其 推导 过 程 以 下 会 予 给 出 . 
如 果 在 (3. 1. 1. 68) 式 中 的 xE R W z= fir + z+) 函数 决定 的 图 像 曲面 
的 Gauss 曲率 处 处 为 0, 其 充 要 条 件 , 由 (3.1.1.79) 式 即 得 | H | = 0, 或 表 成 


Pz 92 Pr- 

3292 (a) 

由 于 在 应 用 过 程 中 ,习惯 上 ,对 于 Monge 形式 的 曲面 函数 ,曲面 定向 规定 为 

其 法 向 量 的 正 向 ,总 以 法 向 量 mr 对 应 于 x 轴 的 分 量 ( 按 本 书 规定 是 mr 的 第 mm 十 
1 个 分 量 ) 的 正方 向 就 是 = 轴 的 正方 向 . 即 是 取 

F(x) = z— f 一 0 x= (a, z)! € R" 一 (3.1.1.67) 


为 定向 的 , 故 在 此 定向 下 ,以 上 各 式 中 将 改变 符号 , 即 
(3. 1.1.69) 将 成 为 


r 
G= H V= 3.1.1.82) 
G + vf vy: 


并 在 拟 特征 多 项 式 (3. 1. 1.74~77) 保 持 不 变 的 条 件 下 ， 
(3. 1. 1. 78) 式 应 为 


r Hi 


= — ~ -(3. 1. 1. 83) 
AVF Yp? 
(3. 1. 1.79) 式 应 改变 为 
e hs | 五 | (3.1.1.84) 
GHVFVAPE + vp?“ 
(3. 1. 1. 80) 式 应 改变 为 
fa fo fa 
| 万 f; fil—-tH 
= 
e. fr Ó 
PY ls He in da 4 Ne nk : 一 (3.1.1.85) 
m (二 VFVA w G +V/' YP? 


对 于 Monge 形式 曲面 的 拟 特征 值 ws., 由 以 下 方程 可 解 出 其 对 应 的 拟 特征 向 
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Boa, € R" 
(Hr — pil m)0 +VF° Y =0 
| VF” -a =0 (@€ R") —(3.1. 1.86) 
a'a =1 
引进 记号 ， 
alm) = (a, az, =, an)" 
将 以 上 方程 中 的 a 表示 成 
[22] 
x Omii 
可 将 以 上 方程 表示 为 
(五 一 prJo)a(m) +Vf+y =0 
— Hamy =F = 0 
Vf e a(m)—a,,, =0 
aT(m)a(m) + a, 二 


从 这 一 方程 组 中 可 消去 a,;,、7Y 因子 ,得 到 a(m) 应 满足 的 方程 是 


E -mu 十 Yf Vf Aam) =0 
a'(m)alm) + (V/'a(m)y: 一 1 


(3. 1. 1. 87) 


由 (3. 1.1. 87) 式 可 解 出 aG) EH anp = VAa Cn) 可 决定 拟 特征 向 量 &,. 
例 3.1.1.2 求 取 Monge 形式 的 曲面 方程 
z= z+ 


E de daa] 


Æ s | T 
处 的 拟 特征 值 . 拟 特征 向 量 . 
解 : 
2r 
V3 
El E ° 0 j 
VfL) = |2z, |= |—| Vf) = jo 2 0 
Ts A 0 0 2 
Z 
A3. 


拟 特征 多 项 式 是 
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2 
一 2 0 0 0 一 
Z 
z 
0 2 0 0 一 
Z 
a 0 he 0 |p 2 
V3 
0 0 0 k 一 】 
2, 2 了 二 
V3 B B 
故 拟 特征 值 是 
m= m=m=2 
5 
再 由 
1VFI =V5 
主 法 曲率 是 
POP D DE ENE 
Kp 55 F F V5 
得 
8 22 
Gauss 曲率 ”xr = 一 二 ”平均 ias 
auss iy š 曲率 hr 155 
利用 以 上 结果 ,可 以 验证 (3.1.1.79 一 80) 式 .由 
IHI=IV/G) I=8 (1+V/'Vf)= IWI:=5 m=3 
wp a 8 
5z*1 57 
而 
2 0 u 
3 
fa fo f > iê 
=| 0 2- —| = 
f, fs f, Z 3 
f, fi 0 >. T 
二 二 0 
V3 V5 
ij=1,2,3 {i j} i<j 
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且 这 样 的 数 对 (i, DIA 3 个 ,所 以 


fa fú f 
S fy fi = 3x = 16 
|f f 0 
trH= 
得 
n= LaL 2 
3 s: 15/5 


可 以 利用 Monge 形式 曲面 函数 的 第 一 、 二 基本 一 -次 矩阵 米 解 出 主 法 曲率 . 


人 
全 
TENE. 
I=1.+Vf-vf'= + + $ 
£ Aot 
[3 3 3 
°: 0 0 
V5 
ES 二 0 2 9 
G +Vf' Yp? V5 
0 0 >] 
V5. 
故 主 法 曲率 <, 是 以 下 多 项 式 的 根 
I141-I|I=0 
可 得 
22 ， 28 
eaei A- 
55 25 25⁄5 | V5 
得 
2 2 
着 
5V5 V5 


由 于 VF = (Vf, — 1)" 的 定向 与 参数 化 的 Monge 形式 曲面 函数 的 多 重 矢量 积 
给 出 的 定向 相反 , 故 x, 与 <f 的 符号 刚好 相反 . 
拟 特征 向 量 . 
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一 三, 由 (3.1.1.87) 式 


Ti 
8 ¿|a ; i hi; 
f 2 | 3 3 3 a(3) = 0 so- | 
š saa i 
3 $ $ 
化 简 后 是 
人 
一 m 十 2a: 一 as = 0 
得 
pi 
-ih € R 
1 
再 从 
a (3)a(3) 十 (VFra(3)): = 15 一 1 
可 得 
FE 
VE U 5 
由 此 可 得 
a, 一 VFra(3) =+ 
所 以 


如 一 各 一 2. 由 


a(3) = 0 


wje wj o| 
wla wje @|= 
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化 简 后 是 
a +e +a, = 0 
得 


五 了 
a(3)=| 1 o] :eR 
tz 


0 f 


注意 ,上 式 给 出 的 a(3) 向 量 与 中 的 向 (3) 一 == x= s 是 正 交 的 


(不 论 4， 5 取 何 值 ), 但 上 式 等 号 右边 和 矩 阵 的 2 个 列 向 量 本 身 不 是 正 交 的 . 由 于 
任何 基础 解 矩 阵 均 是 等 价 的 , 故 可 以 将 上 式 再 正 交 化 ,得 到 
Si = x” 

e=] 1 - E] 

1 
再 由 

ar(3)a(3) + (V/!a(3)): = 26 + =1 
现 可 以 任 取 Cti» i (6 ts) 只 要 它们 满足 以 上 条 件 , 且 (4 s t)i (o t): 向 
量 同时 是 线性 无 关 的 . 比如 


1 1 
tx = 0 一 0 = 土 一 之 (1, b =+ |Z 
VZ 


z °| 


h = 0=>4 =+, Esa, t): =+ b. E] 
3 l 3 


HEC s tadis Crs b): 分 别 代入 (3) 的 等 号 右边 ,得 
Losa. QY Lf 
(3)1 =+ | 一 去 ' 去, 0 (3); =+ | 一 一 ,一 一 
+| z ⁄ g # T 引 
再 由 
a, = Vf'a(3),., = 0 


即 得 o,a = 2 对 应 的 2 个 特征 向 量 ( 共 轧 对 ) 
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可 验证 , 拟 特征 向 量 &,,, ,是 正 交 的 . 
有 意思 的 是 本 例 任 取 2 > 0, W 


PONE SIE 
Z == +=x +m 


是 R° 空间 上 的 球面 .所 以 ,本 例 中 的 R° 空间 上 的 曲面 ,在 z = =° 决定 的 超 平面 
的 交 曲面 ,都 是 R° 空间 上 的 球面 . 但 本 例 曲 面 在 R° 空间 上 却 不 是 球面 . 比如 ,在 


上 述 x° 点 处 ,以 拟 特征 向 量 w 为 切 方向 的 法 截 曲线 


P EL q Lip 25, 
V3 /55 Vis 
2 1 
reip 
BR 
由 
EE S s [5t 1k 2 |: 
V5 V5 V3 = Z 
BETTI 


s=- > + 5 [Es] ss k=] 
是 法 截 曲 线 在 Or s 坐标 系 上 的 表示 . 这 条 曲线 近似 于 项 点 在 原点 ,开口 向 下 的 抛 
物 线 C, 
这 里 应 再 次 指出 ,(3. 1. 1. 79) 式 决定 的 Gauss 曲率 kr 与 (3. 1. 1. 46) 式 决定 
的 Gauss 曲率 cr 在 几何 意义 上 的 区 别 . 当 xk, x, 是 指 的 同一 个 曲面 上 的 曲率 
时 , 切 不 可 混 消 . 
如 有 


F:z= fœ) x€ DCR" 
是 R"” 空 间 上 的 m 维 曲面 F. 则 在 R ”空间 上 的 曲面 F 09 (x°, x ) 点 处 的 
Gauss 曲率 ,是 cr( 见 (3. 1. 1.79) 式 ). 而 以 


z = z' 


OI s <— Sana 上 述 法 截 平面 不 相交 . 
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超 平面 与 曲面 F 的 交 曲 面 上 ,有 
f: @= f) x€ DC R" 

决定 的 曲面 / 函数 . 则 在 曲面 /上 的 (x*，z") 点 处 ,曲面 f 的 Gauss 曲率 是 <, 
( 见 (3.1.1.46) 式 ). 此 时 曲面 /是 R”" 空间 上 的 m 一 1 维 曲 面 . 

这 可 以 参见 图 2. 1. 2. 这 里 的 kr 曲率 相当 于 图 2. 1. 2 中 的 法 截 曲线 f. 在 A 
点 的 曲率 ,而 er 曲率 相当 于 图 2. 1. 2 中 的 fo 曲线 在 A 点 的 曲率 , 且 这 2 条 曲线 
处 于 同一 个 曲面 上 . 

例 3.1.1.3 R° 空间 中 的 线性 齐 次 曲面 函数 

z= x= a,b>0 a+b=1 zzrz>0 


是 经 济 学 中 常用 的 函数 形式 . 任 取 (z , r2, z) > 0 的 点 ， 


v Ti vy ë z Ziz 
“全 Sabel L 
rz Titz x 
: à az bz \' 
wR 上 的 定向 为 (一 宇 , 一 二 ,1) . 
Z = 
可 知 
1 1 
H= ata (=)= 
IH |= ab = zz zz 
二 
zl z, zı 
b A 
EAE | 25 5:28 abe 
Tit: zz Ti| ig 
a Ë 0 
Tı T 


所 以 ,这 一 线性 齐 次 曲面 上 ,总 有 

«r=0 x,>0 
成 立 . 其 中 xr 三 0 表示 这 一 曲面 的 任 一 点 上 ,都 有 一 个 主 法 方向 上 的 法 截 曲 线 是 
直线 . 这 可 以 令 


得 到 


z=Cex 
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Gita te E 
z 


即 知 .但 可 以 验证 , 按 (3. 1. 1. 74) 式 ,得 到 构成 er 的 2 个 拟 特征 值 分 别 是 


所 一 0 所 一 
az 
Ti 


所 以 ,这 表示 它 仍 是 R 上 的 一 个 曲面 而 非 平面 . 而 构成 cr 的 则 只 有 1 个 拟 特征 


值 , 按 (3.1.1.53) 式 ,应 为 


ia 

J i: 

二 一 
A z y 
E z 


I ra au PEEN P 
这 即 表示 cr = TY > 0, HHH E— z" > 0, 
(2° — const) 


° Pr 
z = rin 


决定 的 曲线 (可 将 它 看 成 是 Or z, 平面 上 的 曲线 ) ,总 是 凸 向 Ori z; 坐标 系 原点 
HI CAVS 给 出 的 定向 恒 指向 Or, z, 坐标 系 正 象限 的 右上 方向 ). 


由 此 例 可 见 wr, x, 意义 的 区 别 . 
这 里 还 应 指出 Monge 形式 的 曲面 函数 ,在 作 定理 3. 1. 1. 8 所 指 的 相似 变换 
时 ,应 是 指 
H, VWF Q, 0] !rH, VWVFTrQ, 0 
VFT amla .] p Alli .] 
JEP Q, € RSD QQ, = 1。n. 而 以 下 相似 关系 
H Wl [Q o H WIR o 
[yr 0 ]~ P 让 ls 0 IB .] 
Q'Q = In, 是 基于 一 般 形式 的 曲面 函数 


其 中 QE R” 
z = f(x) 


[ 


(c — const) 


而 言 的 ,二 者 不 应 混淆 . 
同样 ,对 于 单调 增 变换 ,也 类 似 . 设 T(，) 是 单调 增 变换 , 则 


TŒ = Tf) 一 >) = c 


是 不 会 改变 主 法 曲率 必 的 ,但 车 作 
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s= T(f(x)) 


则 这 一 曲面 函数 的 所 有 主 法 曲率 必 不 能 保证 是 不 变 的 . 然而 ,对 一 般 形式 的 曲 
面 函数 ， 


2° = fG) 与 中 一 TCFCDO) $ = T) 
主 法 曲率 一 定 是 不 变 的 . 这 也 是 不 应 混淆 的 . 
$3.1.2 多 重 约束 下 的 拟 特 征 值 、 拟 特征 向 量 


利用 以 上 关于 拟 特 征 值 、 拟 特征 向 量 的 分 析 , 可 推广 到 A 矩阵 在 多 重 约束 
(加 边 ) 下 的 拟 特 征 值 (向 量 ) 的 分 析 上 . 


BAER", b € R” b #0 i=1,2,--, n, 1< n<m. 
构造 
A b, bi, =, b, 
A 
Au = ú 0 一 (3.1.2.1) 
pr 


其 中 0 是 nxXn 阶 0 矩阵 ,A 是 (md n) X (m+ n) MERE. # A 是 n 重 加 边 
EB. 
以 下 间 题 是 导出 n ERER JLI. 设 


fe fiS x€ D C R" i=1,2,%,n 1<n<m 
一 (2. 2. 2. 19) 


则 (2. 2. 2. 19) 式 决定 了 一 条 曲面 /1, i= 1, 2,…, n 的 交 曲 线 (曲面 )f. 显然 ,这 
条 交 曲 线 / 同时 又 是 各 个 曲面 f; 上 的 曲线 ( 设 所 有 / 的 交集 非 空 ). 这 样 , 记 
H, 是 fiO Hy Hessian 85 B£ ,Vf, 是 梯度 向 量 , 则 若 要 求 曲 线 了 在 曲面 六 上 的 法 
截 曲 率 的 主 法 曲率 及 主 法 方向 ,那么 ,应 当 是 求 取 曲 线 /上 的 x" 点 处 的 切 超 平 
面 上 的 任 取 的 单位 方向 向 量 G, 并 构造 曲线 了 作为 曲面 / , 的 曲线 的 法 截 曲 率 


Č H, č 


BRIZA] 


kr (人 ) = 一 (3.1.2.2) 


并 对 &, 求 取 er 的 极 值 . 由 于 & 是 曲线 f 的 切 向 量 , 故 它 一 定 是 以 下 方程 组 的 解 ， 


Vii(x)e=0 j=1,2, m,n 
z 一 (3.1.2.3) 


a'a =1 
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ËA, 是 (3.1.2.3) 式 的 列 向 量 正 交 、 归 一 化 的 基础 解 系 矩阵 ( 任 取 ), 则 A, 是 
m X(m— n) WIERE. 2 E EV, (x° ) 是 线性 无 关 的 ,否则 可 以 剔除 线性 相关 的 曲 
面 函数 . 有 


@=At t€ R” tz¥0 一 (3.1. 2.4) 


这 样 ,(3. 1. 2. 2) 式 的 极 值 ,等 价 于 RalyLiagh 商 R, (@) 


~ CAHAt [x A.t 
极 值 R & = 一 一 一 -一 一 Ë= 


7 s | —(3.1.2.5) 
mt CD 
由 这 一 极 值 规划 , 即 可 得 到 , 极 值 R,(&) = R,, 一 定 是 以 下 特征 多 项 式 的 根 ， 

| AH An — RI, |= 0 -(3. 1. 2. 6) 


HAFA HA, 是 实 对 称 和 矩阵 , 故 R, 有 (mm —n) DRRR. 
但 (3.1.2.5) 式 的 无 约束 极 值 规划 又 等 价 于 以 下 约束 极 值 规划 


极 值 a'Ha l 
Vfia=0 j=1,2,-, n -(3.1.2.7) 
& t aami | 
构造 Lagrange 函数 
L=atHa+px(—aa +2 Xy, Ve (3.1.2.8) 
7 


由 极 值 条 件 


= =2. (X fia — ua, + Df; )=0 s= 1,2,-, m 
Əa, = fa 


一 (3.1.2.9) 
其 中 
,afx) 。 If 
J graz YP Y sas, 
(3. 1. 2. 9) 式 与 约束 条 件 合并 写成 矩阵 形式 
(CH 一 Al)e 十 Sr W, =0 
a —(3. 1. 2. 10) 


> Via =0 
即 知 a 是 以 下 方程 组 的 解 
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H, —pln vhvf s Vf.] fa 


VA x, 
i 0 |; =0 e'ta=1 一 (3.1.2.11) 
vfi EA 
RORI y JÈ LA F MARE EAR 0 8 
Hao—H: Vf, Vf, | Ifa 
Vf 
vE =0 —(3. 1. 2. 12) 
a 0 
V: 


并 且 , 若 设 & 是 (3. 1.2. 10) 式 的 解 , 则 总 有 
aHa =p 


故 知 (3. 1.2. 12) 式 的 根 pÈ ar Ha 的 极 值 . PERIE EF x 的 拟 特征 
向 量 . 曲线 /在 曲面 f. 上 的 主 法 曲率 就 是 


_ h 
IVA I 


K, = j= 1,2, *, m—n (9. 1 2 135 
H 决定 的 (3. 1. 2. 11) 式 的 解 &, 就 是 主 法 方向 . 
多 重 约 束 的 拟 特 征 值 的 几何 背景 还 可 以 由 Riemann 曲率 予以 解释 ( 见 
84 章 ). 
一 般 地 ,就 有 以 下 定义 与 定理 
定义 3.1.2.1 设 AER™”” bE€ER”" b2Z0 i=1,2, my 1<n< 
m. b, 是 线性 无 关 的 ,Aw € RU 是 A, b, 构造 的 重 加 边 矩阵 则 称 多 
项 式 
Ml. —A b b >+ b. 
bi 
b; =0 (L 2:14) 


b; 
的 根 a, j= 1, 2, o m— n J: A, 的 n 重 约 束 拟 特征 值 , 称 (3. 1.2. 14) 式 是 Aw 
的 n 重 约 束 拟 特 征 多 项 式 . 
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并 称 以 下 方程 组 的 解 & En 重 约束 拟 特征 向 量 . 
(A -wlI,)@+ Yb, + Y;b, +4 + Y,b, = 0 


b'a =0 
bja H 
: —(3. 1. 2. 15) 
b'a =0 
a'a =1 
= 


定理 3.1.2.1 A, € R" B A € R”, b € R" i=]1,2,., 
n l< n<m,b, 是 线性 无 关 的 构造 的 n 重 加 边 矩 阵 , 则 A 有 mm 一 nn 个 n 重 拟 
特征 值 局 , 且 当 AT = A, Am 均 为 实数 .并 有 


mmen 一 (3.1.2.16) 
I +p + tn, = tr(CTAC,) -(3.1.2.17) 
其 中 
B = [b , bz, =, b,] B € Rn 
—(3. 1. 2. 18) 
B'O 0 CC a h G ER 


C, 是 符合 以 上 要 求 的 任 一 矩阵 . 

A 矩阵 每 个 单 根 的 w 重 约束 拟 特 征 值 x; 可 决定 一 个 拟 特征 向 量 &,， 且 各 
&, REEK MEA k MRH n 重 约束 拟 特 征 值 x, 可 决定 不 超过 个 的 线性 无 
关 拟 特征 向 量 @ ,一 1，2，…, h, h <k. 4 AT = A, 则 A 有 m 一 n 个 正 交 的 
拟 特征 向 量 . 图 

这 里 ,b, 向 量 组 必须 是 线性 无 关 的 ,否则 ,(3. 1. 2. 14) 式 对 任意 的 w 都 成 立 
即 是 不 定 的 ,并 且 | B"B|=0; 其 次 n 宇 m 时 ,(3.1.2.14) 式 将 恒 为 0, 即 与 4 无 
关 , 故 也 是 不 定 的 . 所 以 ,n 重 约 东 拟 特 征 多 项 式 要 求 b; 向量 组 线性 无 关 和 1 < 
n 三 m 这 2 个 条 件 . 

X n = 1，(3. 1. 2. 16) 式 就 是 (3. 1. 1. 52) 式 . (3. 1.2. 17) 式 的 具体 形式 ,将 
在 以 下 推出 ( 见 (3. 2. 3. 13) 式 ). 

定理 3.1.2.2 设 

fa fia) =0 x€ D CR" i=l, 2, m,n 1<n<m 
且 Vf.) #0, =° € nD, 


线性 无 关 . 则 以 上 方程 组 决定 的 交 曲面 f, 在 x° 点 处 ,作为 曲面 f; 上 的 Cm 一 n) 
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维 曲线 ,相对 于 曲面 /, 的 主 法 曲率 有 zm —n 个， 


x Tv i=1, 

H u 是 多 项 式 

tln — H, Vf, Vf, Vf. 

Vf 

vf: 

: 0 

vf; 
的 根 , 且 都 是 实数 . m 一 n 个 主 法 方向 是 方程 组 


(H, = uI nda + DN Vf, = 0 
il 


DVvia =0 
It 
a'a =1 


的 解 &,, 且 各 个 &, 是 正 交 的 , 是 辅助 变量 . 


=0 H, = V°:f,(x°) 


“Mn 


C 
交 曲 面 了 作为 曲面 f, 上 的 一 个 一 n 维 曲 面 的 总 曲率 *j ,规定 为 
| H;, | 1 
=r, + a a S b a e E E 
+ raka "kain f, CD IBB] TY 
—(3. 1. 2. 19) 
其 中 
H, Vh Vf, Ifs 
vf 
H;, = ve 0 一 (工业 207 
i 
平均 曲率 Ar ,规定 为 
x, ti Het" O O AHA) 
/j= = 一 一 (3.1.2.21) 


m—n 


m—n 
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其 具体 形式 可 见 (3. 2. 3. 16) 式 . 

拓展 以 上 关于 多 重 约束 加 边 Hessian 和 矩阵 拟 特 征 值 的 几何 背景 也 是 有 意义 
的 .根据 $ 2. 4.4 节 关于 R" 空间 上 n 维 曲面 的 主 法 方向 和 Gauss 曲率 的 分 析 ， 
可 将 这 一 内 容 与 多 重 约束 加 边 Hessian 和 矩阵 的 拟 特征 值 结合 起 来 . 

设 r(u) € R” u€ D.C R" ÈR” 空间 上 的 正则 参数 曲面 片 . 取 r(u) 的 函 
数 形式 是 多 重 Mogne 形式 的 , 设 r(u) = (x, 2)", x € R", z € R”, H 


x=u 


qe) É = Jo f= CA, f. 


Z= kale W = [Vf., =, Vf... 


对 区 的 列 向 量 作 多 重 矢量 积 ,可 得 其 法 空间 的 基 疝 量 组 为 


(WwW = I, = mi ] 


Lan daxi 


任 取 r€ R"…, 可 构造 并 的 法 方向 向 量 


Nt 


sa Gmm HDL = t+ Vf! We 
Ha) 


便 有 
r SS vifa: 
Ən 


0, | n a(t) /9u 
au CED 2 nn) 


0,。- ,是 m 一 n 阶 0 矩阵 .于 是 在 严 法 方向 下 ,r(a) 的 第 二 基本 二 次 型 矩阵 是 


V'fa, 
aran_ HYT 


第 一 基本 不 变量 矩阵 是 


故 在 r(w) 曲 面 上 ,在 n 法 方向 下 ,曲面 的 法 曲率 (DD 是 
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du € R" duZ 0 


Siva, on 
x= |ë fb aaa | —(3. 1. 2. 22) 


Ommon Ommen 


从 而 将 法 曲率 e, (O 53 R Ca, O, 
a H,a 1 
ata (CEI? 


由 拟 特征 值 方法 ,x, (a, DEF a 的 极 值 ,等 价 于 以 下 条 件 极 值 规划 


K, (a, t) = 


(3. 1, 2. 23) 


极 值 : a" Ha 

e =0 —(3. 1. 2. 24) 
St. 

a'a = 1 


于 是 ,以 上 极 值 规划 决定 的 «, 极 值 , 是 


LAGI 


MO =— G. 1.2.25) 
其 中 的 上 w(9 是 多 重 约束 拟 特征 值 多 项 式 
| H,—nl, H, | 
=0 一 (3. 1. 2. 26) 


m; 0 


的 根 . 当 n=m 一 1, 则 在 以 上 诸 式 中 取 t==4 = 1，(3.1.2. 25) 式 就 是 (3. 1. 
式 . 
Hi ERER R ë: m —n 个 Mogne 形式 的 曲面 函数 


z = fiw) i=l, |=, m—n u€R" 


.10) 


给 出 的 梯度 向 量 
VF, = C— Vf! , D" F,Gu, z) = z — fiu) = 0 z€ R™" 
为 列 向 量 组 成 矩阵 . 从 而 将 (3. 1. 2. 22) 式 看 成 是 


H, = 51 VF, 一 (3.1.2.27) 
各 
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也 是 完全 可 以 的 . 
因此 , 取 x = (u, z) € R" 可 以 将 其 用 一 般 的 曲面 函数 形式 重新 表述 如 下 : 
设 
fi(x)=0 x€ DCR i=l, =, m—n 
给 出 了 R" 空间 上 的 m 一 n 个 正则 曲面 . # D, = np; 非 空 , 且 是 单 连通 开 集 ， 
Jacobi 矩阵 
afi] ， > 
DAES E 
的 秩 
rank G(x) =m—n <x€ D, 
那么 , AOD = 0 Vi 在 xE D, 总 可 以 决定 一 个 n 维 的 交 曲 面 . 
取 tE€E R”t 关 0, 则 
g s 2 = We. —_ 
(r vf! Vfry 


给 出 了 由 上 决定 的 该 交 曲 面 上 的 一 个 单位 法 方向 mm. 在 这 个 n 下 , 交 曲 面具 有 的 
nn 个 主 法 曲率 是 (3. 1. 2. 25) 式 给 出 的 x, 其 中 拟 特 征 值 w,(69 是 以 下 拟 特征 多 项 
式 的 根 


WwW=1 


Fyn W 
vf" 0 
由 此 即 知 交 曲 面 在 n 法 方向 下 的 Gauss 曲率 KCD JÈ 


=0 —(3.1.2.28) 


Y va, Yf 
«(1) = (— 1)” = f A — (3. 1. 2. 29) 
C Vf! Vfr): | Vf! Vf | 
IVS Vf 是 Vf" Vf 矩阵 的 行列 式 . 
M n= m— l, t= t = l, (3.1 2.29) 8 E C3. 1. 1.46) R. 这 里 的 
《3. 1. 2. 29) 式 也 可 以 从 (3. 2. 3. 10) 式 中 导出 . 
如 同 § 2.4.4 节 的 方法 ,对 (3. 1. 2. 29) 式 再 构造 极 值 规划 
极 值 : «(2) 
st CV Vf = 1 


一 (3.1. 2. 30) 
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显然 ,这 就 等 价 于 以 下 形式 的 极 值 规划 


S vfa: w 
vf: 0 
st CV Vf = 1 

求解 这 个 极 值 规划 的 方法 ,在 S 2.4.4 节 中 已 作 过 一 般 性 的 说 明 . 只 不 过 以 


上 规划 中 目标 函数 现在 是 一 个 多 重 加 边 广义 的 Hessian 矩阵 . 在 方法 上 没有 什 
么 特别 之 处 . 记 


极 值 ， 一 (3.1.2.31) 


2 
Ha (D) = | t y 761: Nh — (3. 1. 2. 32) 
vf" 0 
(3. 1. 2.31) 式 的 极 值 条 件 是 
-25wWrw ce 一 (3.1.2.33) 
其 中 5 是 二 一 乘 子 . 在 极 值 条 件 (3. 1. 2. 33) 式 给 出 的 1* 下 , 即 有 
an 二 (一 Dr ac) (3.1.2.34) 
K =h 一 (3.1. 2. 
Iw wl 


其 中 +" 是 (3.1.2.31) 式 的 极 值 解 .x(t" ) 是 (3.1.2.23) 式 关于 a 的 极 值 解 
K, 全 体 的 积 再 除 以 |Vf"™ Vf |. 

在 已 得 到 上 的 条 件 下 , 亦 可 以 决定 对 应 的 拟 特征 值 C O. p(t* ) 是 以 下 拟 
特征 多 项 式 的 根 


š Vf; — nl. Vf 


vf“ 0 


得 p(t" j= 1,2,…,n 后 , 便 能 对 应 地 得 拟 特 征 向 量 a(1* ). a(r' ) 是 
以 下 方程 组 的 解 


=0 -(3. 1. 2. 35) 


(>J Val =a) e In) a+ fy = 0 
£ 
vrra = 一 (3.1.2.36) 


a'a . =1 


其 中 Y 是 m 一 n 辅助 变量 . 
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H S 2. 4.4 节 的 分 析 ,(3. 1. 2. 35) 式 总 可 表 成 rz + ° ro; N T 00) 3r K 
多 项 式 ( 在 8 2.4.4 节 用 FORK). 这 里 


kitki + +k... =n kio 
经 由 适当 的 重 排 ,形式 上 ,(3. 1. 2. 33) 式 总 可 以 表 成 
[AGO EWS Wt=0 (= 29 一 0312.377 
在 8 2.4.4 节 已 说 明 , 当 ? = 2, AW 一 YE, 成 为 与 ! 无 关 的 矩阵 , 则 (3.1. 2. 37) 
式 就 可 看 成 是 类 似 于 Weigarten 映射 特征 多 项 式 ( 关 于 $ 乘 子 ) 的 情形 .但 在 ?之 
3 时 ,A(0 与 有关, 从 而 (3. 1. 2.37) 式 具 有 非 线 性 特征 ,不 再 能 利用 矩阵 特征 值 
方式 求解 . 
以 下 结合 示例 给 予 进一步 的 说 明 . 
例 3.1.2.1 R 空间 上 
j: +y =l 
fo ae = 2 


以 下 先 给 出 万.: 交 曲线 在 fa. f, 曲面 上 的 法 截 曲 率 
由 
Td 2 0 0 
Vf = B vf = jo 2 ' 
0. 0 0 O. 
r 2 0 0 
Vi: = B Vf: = Í 0 I 
2z 0 0 2 


Vf = [Wh, Vf] 
应 要 求 | Vf" Vf |>0=2—<x' > 0 
故 取 该 交 曲 线 的 定义 域 是 一 1 一 zy 一 1, 一 2 一 = 一 2 
这 一 条 件 在 fis f, 曲面 上 可 以 成 立 . 故 户 .。 有 交 曲 线 存 在 . 此 即 表示 Vf 、 
Vf: 是 线性 无 关 的 向 量 . 
在 有 曲面 上 交 曲 线 的 法 曲率 . 由 2 重 约束 拟 特 征 值 多 项 式 


u—2 0 0 2r 2r 
0 pn-2 0 2y O 
0 0 p 0 2z|=0 
2r 2y 0 0 0 
2x 0 2 0 0 
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可 解 得 
" 2z _ 2è 
OT Pype tye 2r 
故 法 曲率 是 
z z 
gw ga = S a == 
DEFER F 


在 fa 曲面 上 交 曲 线 的 法 曲率 . 


u—2 0 0 2r 2z 
0 # 0 2 O 


解 得 
N N EEE A 
F: ty + zz ty? 一 并 
法 曲率 是 
72: Vay’ 
x, = 和 


Pypers ty 2 


作为 验证 ,可 以 求 出 及、/; 的 交 曲线 参数 函数 . 例如 取 


r= /1—= 
x): 47 一 上 —1<¿:<1 
xz 一 VI 十 已 
可 得 x(4) 的 主 法 方向 是 
EEE N 
zz? 
oo 1 zty +yz 
ya wy tee pye) m 一 (a) 


在 Y 们 主 法 方向 上 x(z) 的 (绝对 ) 曲 率 ， 


5 s 2 — zy) 
gon ie Z9: = 
wy +: Hye) 
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容易 验证 z... k. ,符合 定理 2. 1. 1, 即 
K, = x, * cos < (Vf, , VX) 
pp = K, * cos < (Vf, , VX) 


但 可 以 想见 ,对 于 一 般 的 由 (2. 2. 2. 19) 式 中 的 n 个 曲面 (1 二 n 二 m 一 1) 决 定 
的 交 曲面 上 , 由 于 这 样 的 交 曲 面 不 是 严格 意义 上 的 曲线 ,是 不 能 成 立定 理 
2. 2. 3. 1( 或 说 是 推广 应 用 这 一 定理 ) 的 . 


以 下 ,选取 me = 1 £] 为 例 ,验证 (3. 1. 2. 31) 式 的 极 值 规划 . 


Ez 
H 
2+2 0 0 他 好 
0 2 0 1 0 
H,,() = 0 0 2, 0 V5|= 40n+16t 
V3 1 0 0 0 
V3 0 V5 0 O 
+ $ 
Vf vf = [ ] | Vf" Vf |= 23 
s “8 
C vf! Vt = 4 + 60 + 86 
得 极 值 规划 
Tap 404 + 16tz 
s.t. 4R +6nt: +86 = 1 
极 值 条 件 是 


PREZO 于 是 有 解 


并 由 约束 条 件 得 到 
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以 及 极 值 法 方向 


n =+ 1 


2V897 


27 /3 
34 |=Vf,n +Vfs.t, —(e) 
— 75 


现 将 x° 代 人 上 面 的 (a) 式 ,所 得 到 的 按 R° 空间 上 的 1 维 参数 曲线 函数 形式 
决定 的 主 法 方向 Vx 向 量 就 是 与 这 里 的 n 共 线 的 向 量 . 当 取 以 上 交 曲 面 的 定向 为 
自然 定向 , 即 在 以 上 (c) 式 的 右边 取 “ 十 ”, 那 么 ,n 的 方向 与 VX 相反 ,反之 , 则 与 
V° ZJ 6). 

将 x 代入 (b) 式 , 便 可 验证 
_ |H, | 
TFT 

之 所 以 以 上 等 号 右边 分 子 中 取 绝 对 值 ,是 因为 这 里 的 <, 是 参数 曲线 上 的 绝 
对 曲 举 . 相 比 较 击 言 ,在 (3. 1. 2. 34) 式 中 则 是 按 交 曲 面 上 的 Gauss 曲率 «(1) 的 概 
念 给 出 的 关系 . 而 曲面 的 Gauss 曲率 具有 符号 ,并 由 曲面 定向 决定 . 故 
C. 1. 2. 34) 式 中 ,有 (9 不 能 取 绝对 值 . 但 由 (3. 1. 2. 34 一 35) 式 即 知 ,利用 多 重 
约束 的 拟 特征 值 方法 ,曲线 上 的 绝对 曲率 实则 可 理解 为 若干 曲面 的 交 曲 面 上 的 
Gauss 曲率 的 绝对 值 . 或 者 说 ,曲线 .曲面 的 界限 不 再 是 不 可 逾越 的 . 

例 3.1.2.2 对 例 2.4.4.6 中 的 交 曲面 求 其 在 fa 曲面 上 的 主 法 曲率 


T: XIII zr =a b 
Ja: zizi + zaza = ab 


H 
2x, = 
— 2r: x, 
Vf = Vi: = 
2T; z; 
— 2x. X 


= 
l 
N 
onoo 
° 


0 0 
在 f, 曲 面 上 的 2 重 约束 拟 特征 值 多 项 式 是 
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p—2 0 0 0 2r r| 
0 p+2 O 0 —2m m 
0 站 2x3 x 6 
0 0 0 p+2 -2r n| 
2z —2r 2z —2x 0 0 
T rl X; Xs 0 0 
得 
2 a + GË — zj: Han 十 mx + 2282) 
par z 
Ei a i E aa 十? 
主 法 曲率 则 是 
p iSi + Gp — zD: T 2(n n + zar) + 255) 
局 = 二 一 


(+z yt 

H fJ 2. 4.4. 6 HRH, f, a H TT AY 2E dh 8 C2 维 曲面 ) 的 法 空间 中 的 任 一 方向 向 量 
均 是 主 法 方向 . 即 主 法 方向 是 不 确定 的 . 显然 ,不 能 推广 定理 2.2. 3. 1 应 用 于 此 
fl. 但 可 以 想见 , 若 再 任 取 这 个 2 维 交 曲 面 上 的 严格 意义 上 的 曲线 (由 单 参数 表 
示 ), 则 仍 可 应 用 定理 2. 2. 3. 1. 这 即 说 明 虽 然 本 书 有 时 不 加 区 别称 R” 空间 上 的 
7 维 曲面 (1 二 n 二 m 一 1) 为 n 维 曲线 (或 相反 ), 但 n 维 曲线 与 严格 意义 上 的 1 维 
曲线 ( 单 参 数 曲线 ) 仍 具有 性 质 上 的 差异 1》 

再 利用 (3. 1. 2. 31) 式 规划 来 验证 本 例 交 曲 面具 有 的 法 向 迷 向 性 质 . 由 


1 0 0 
F 1000 
OSI 
0 0 1 0] 
得 
2t, t 0 0 2x, = 
t — 2t 0 0 —2r mx 
0 0 2 t 2x 
H, (0) = ' B ` “|= a e+) 
0 0 t 2 —2x xy 
2zi 一 2z 2z -2z 0 0 
Tz m m= = 0 0 


51] R" 空间 上 的 n 维 曲 面 的 “ 维 数 "n 总 指 该 曲面 可 以 由 维 参 变 向 量 斩 数 表示 . 
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其 中 


alx) =—4 [(zi Hri) + (z + z1)2 + Gris + ror) — (rors — TiT1)? + 


+ xi iah — rl) + Ari r; rr] 


wl 人 
知 在 xx 二 0 时 , 交 曲 面 是 存在 的 . 而 由 此 即 得 
C Vf Vft =xrr。(41 十 有 ) 一 1 
故 由 (3. 1. 2. 31) 式 的 约束 条 件 知 


此 即 表 示 交 曲面 上 的 任 一 法 方向 下 的 Gauss 曲率 是 


a(x) _ _a(x) 


k= (=u S om 
xxe AlTA) ATA 


H tis 的 取 法 无 关 . 这 就 是 法 向 迷 向 的 几何 性 质 . 
例 3.1.2.3 利用 拟 特征 值 分 析 的 方法 验证 例 2.4.4.5 中 的 2 维 曲面 上 的 
主 法 曲率 与 主 法 方向 . 
由 例 2.4. 4. 5,R' 空间 中 的 2 维 曲面 由 以 下 方程 组 给 出 
fi: zi +z; = 1 
l: t= 


P= 01 


2r, 


(2x, 


2z: 0 
yy = V = 

0 

0 


w' w=[ °] IVfr Vf |= 16 


0 4 

0 0 0 0 0 0 
vp |o 2 ° o g = |° ° ° o 
' jo ooo ° joo 2 o 

[0200 0 0 02 
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0 2, 0 0 2r 
H, (D = = 64, 
0 0 2⁄ 0 2r 
2r 2 0 0 0 0 
0 0 2 2r 0 0 
易 知 
E Vf Vf = 4A +) 
故 得 极 值 规划 
[ 极 值 : tite 
4 nni 
|se 对 十 二 一 下 
极 值 条 件 是 
pe ela 
1 —2tJL, 
得 t-l 对 于 5 一 土 , 有 
= 2 
ENEE 
' ' 2⁄2 
Gauss 曲率 
H» (t) 1 
e= 2 = — 
IVI 2 
主 法 方向 
Ras Gu aaa p yË 
1 1 1 
g=- fin === k=: 
主 法 方向 
Wala a Say aya 


285 
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相 比 较 而 言 ,确定 R” 空间 上 的 维 曲 面 的 主 法 方向 .Gauss 曲率 的 方法 上 ， 
利用 拟 特征 值 的 方法 与 利用 第 一 二 基本 二 次 型 矩阵 的 方法 ,在 计算 工作 量 上 ， 
当 万 (0 矩阵 较 简单 时 , 拟 特征 值 方法 具有 优势 . 

在 定理 3. 1. 2. 2 中 ,用 


代替 H; , 便 可 以 得 到 关于 交 曲 面 /上 ,在 Vft 决定 的 主 法 方向 下 的 主 法 曲率 切 
方向 及 Gauss 曲率 xC). 
"f = e; 时 , 就 记 


H}, = E2 j —(3. 1. 2. 38) 
vf 0 

由 有 5 得 到 的 拟 特征 值 便 可 决定 交 曲 面 了 作为 f, 曲面 上 的 曲线 的 主 法 曲率 及 
其 切 方向 . 

类 似 于 单 重 加 边 矩 阵 的 情形 . 在 保 范 坐标 变换 下 ,(3. 1. 2. 14) 式 给 出 的 拟 特 
征 值 决定 的 主 法 曲率 x) 是 不 变 的 ,而 主 法 方向 @ 在 形式 上 会 有 一 个 对 应 的 变换 
( 见 (3. 1.1. 62 一 63) 式 ). 而 对 于 多 重 拟 特征 值 , 则 有 以 下 定理 . 

定理 3.1.2.3 BA, € R 是 AE R” b€ R", 上 b, 线 性 无 关 ， 
i= 1,2, =, n, 1< n< mis j n 重 加 边 矩 阵 .再 设 QE R”, ZE R" H 
Q、Z 均 为 任 取 的 正 交 和 矩阵 , 则 


“~[o z] <Ü š] 


即 二 者 相似 . 二 者 具有 相同 的 特征 值 . 行 列 式 和 多 重 约束 拟 特征 值 .但 上 式 右边 


乘积 矩阵 的 拟 特 向 量 是 Q-'&, 其 中 & 是 Au 矩阵 的 拟 特征 向 量 . C] 
A Bi 
证 明 : 记 Au 一 [全 0] B= Ebs bes s ba. 


ah Tal 二 [ze o] 


因为 Q、Z 均 为 正 交 和 矩阵 ,所 以 
Z-'B'Q = (QBZ)T 


故 A 也 是 nn 重 加 边 和 矩阵 . As 矩阵 的 拟 特征 值 多 项 式 是 
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AT 一 QIAQ | Si 


Z'B'Q 0 
但 由 
p'In— QAQ Q''BZ Q oT'rx'I.—A BIQ o 
Z-BrQ 0 l-I al [ BT ale M| 
a = A: B 
-| B' o|=° 
AI a ARE A, M BE I BUF EAE ye. 


对 于 拟 特征 向 量 , 设 4 矩阵 的 拟 特征 向 量 是 &", 则 应 有 
(Q'AQ— xl.) a+ Q BZ > Y = 0 
Z 'B' Qa; =0 a) 
(Qara =1 
其 中 Y = [7i yk, e V1] Æ L Be fJ t. 由 以 上 第 一 组 方程 式 ,可 表示 成 
Q'A — pIn)QAH BZ .7yYD) = 0 
故 必 有 (A—pl IQa + BZ © Y’ = 0 一 (b) 
现 取 
a= Q` a, 
Jepa, 是 Aw 和 矩阵 的 拟 特 征 向 量 , 则 上 式 又 可 表示 成 
(A— mln) G, + BZy' =— BY + BZY' = 0 
其 中 Y 是 Au 矩阵 拟 特征 向 量 对 应 的 工 - 乘 子 向 量 . 所 以 ,应 成 立 
BZY = BY 
可 解 出 7 
Y’ = (Z7 B'BZ)™ + Z BTBy 
HF Z BBZ —jE në MORERA — Q '&, 一 定 有 解 , ARRA T 
时 满足 (a) 式 的 后 2 个 方程 , 即 证 . 


而 对 于 将 (2. 2. 2. 19) 式 中 的 f, 函数 组 中 的 任 一 个 ,如 f(x), 作 单调 增 
变换 ， 
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Fi: F(fi(x)) = c (c— const) 
H F'> 0, F” 存在. 考虑 f, 的 交 曲 线 了 在 f, 曲面 上 的 主 法 曲率 cj， = 1, 
2,，…， m— ni RE j 是 否 就 是 k ,xj 均 保持 不 变 . 但 对 于 多 重 加 边 Hessian 8š 
阵 H), AC. 1. 2.38) R), j Z k if, H;, 的 多 重 拟 特征 值 保持 不 变 , 当 了 一 人 
时 ,H; 的 多 重 拟 特 征 值 从 原先 的 岂 ， i = 1，2，…，, m— ni ERAH F + pi. 
由 (2. 2. 3. 21 一 26) 式 表示 的 关系 , 当 已 确定 = — f(x) 给 出 曲面 上 的 某 一 点 
(x°, z°)Rb 
= = f(x) 
交 曲 面 的 主 法 曲率 i=1, 2, =, m—1, W Az = f(x) 曲面 上 (x*,z*) 处 ， 
作 
Z= ((x, z) | x= r+, VT(x) =0 =l t, z€ R} 
—(3. 1. 2. 39) 
室 间 , 则 Z 空间 是 上 面 所 指 的 (x*， xz" ) 处 的 Orz 坐 慰 平面 族 全 体 的 集合 , Z C 
R". IBA E z = fO, z°) 与 Z 的 交 曲面 上 , 由 (2.2.3.21) 式 
极 值 : x.(&) = ë! fü ë ce Z —(3. 1. 2. 40) 


决定 的 主 法 曲率 心 , 由 (2. 2. 3. 26) 式 ,显然 应 是 


K =— Vfl i= 1,2,--,m—_1 一 (3. 1. 2. 41) 
因为 (3. 1. 2. 40) 式 的 极 值 规划 中 ,由 Z 集合 的 构造 , x € Za Čl 


= 已 遍 取 了 xz" = fCx) 曲面 在 x* 点 处 的 全 体 切 方向 向 量 . 附带 指出 ,可 
以 理解 ,不 能 从 (2. 2. 3. 25) 式 推出 主 法 曲率 间 一 般 地 成 立 以 下 关系 . 
Ivi _ 
“e = HA vf l 


这 个 等 式 一 般 是 不 成 立 的 . 注意 必 有 了 = 1，2，…, m £i zr, RA i= 1, 
2，…， mm 一 1 个 ,其 次 ,由 (2.2.3.25) 式 ,@、6 是 2 个 意义 不 同 的 方向 向 量 , 在 取 
极 值 的 规划 中 ,6 全体 集 合 ( 见 (2. 2.1.3) 式 ) 只 是 ga 全体 集合 ( 见 (2.2. 3.16) 式 ) 
的 一 个 真子 集 . 

最 后 ,可 以 指出 ,x;、x; 主 法 曲率 与 非 线性 规划 中 的 条 件 极 值 二 阶 判别 条 件 
有 密切 关系 . 如 仍 以 图 2. 1. 2 为 例 . Or z, 是 商品 空间 ,z 是 效用 ,可 将 f 曲面 理 
解 为 经 济 学 中 的 消费 者 效用 曲面 ,L。 平面 是 效用 为 z 时 的 水 平面 ,f。 就 是 等 效 
用 曲线 (无 差异 曲线 ) ,而 L. , 是 消费 者 用 于 购买 商品 时 的 货币 预算 等 式 约束 线 . 
W /. 曲线 是 表示 在 预算 约束 线 上 最 大 效用 点 在 A 点 处 , 且 在 这 一 点 处 的 效用 
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极 大 值 的 二 阶 充 分 条 件 即 为 <- 二 0. 同时 ,转换 角度 看 待 这 一 效用 极 大 值 问题 ,可 
以 在 fo 表示 的 等 效用 曲线 上 , 求 取 获 得 效用 水 平时 ,消费 者 开支 最 省 的 点 ， 
显然 , 它 也 就 是 fo 曲线 上 的 A 点 , 且 在 这 一 开支 极 小 值 点 处 二 阶 充分 条 件 即 为 
kr 二 0. 由 此 可 知 ,在 等 预算 约束 条 件 下 的 效用 最 大 规划 与 等 效用 约束 条 件 下 的 
开支 最 小 规划 的 解 等 价 , 即 二 者 成 对 偶 关系 . 

正 是 由 于 微分 几何 中 的 曲率 理论 与 非 线性 规划 中 的 二 阶 判别 条 件 之 间 存在 
如 此 紧密 的 关联 ,本 书 故 将 这 两 部 分 内 容 组 合 在 一 起 论述 . 

在 此 就 非 线性 规划 中 所 涉及 到 的 另 一 个 曲率 概念 ,一 并 给 出 一 个 提示 性 的 
说 明 . 

考虑 以 下 非 线性 规划 

min z= f(x) x€ R" 


st g(x)= 0 j=l, 2, m,n (1<n<m) 

将 满足 约束 条 件 的 点 的 全 体 , 看 成 是 曲面 族 g, 的 交 曲 面 (曲线 ) 上 的 点 的 集 
合 . 这 里 设 Vg; 是 线性 无 关 向 量 组 . 设 x° 是 这 一 规划 的 极 小 值 点 . 则 在 x° 点 处 ， 
以 任 一 给 定 的 切 方向 向 量 音 , 作 


Otz (ë) = Otz = Y (Čt, z) @Të= 1 VelG=0 j=1,2,,n 
坐标 系 , 其 原点 在 (x*，z*) 点 处 . 
令 


则 
gO = gG üI) 一 0 j=1,2,-,n 
决定 了 一 条 以 1 为 参数 的 交 曲线 g(t) ,可 记 为 
x= g(t) 
则 
f: z= fe) 
JE z = f(x) 曲面 (目标 函数 曲面 ) 上 沿 x — g 曲线 决定 的 曲线 三, 投影 到 Orz 


坐标 平面 上 的 对 应 曲线 广 故 x° 必定 同时 是 了 曲线 的 极 小 值 点 . 
利用 这 个 性 质 ,对 投影 曲线 求 其 在 1 = 0 处 成 立 


dz dz 
一 =0 =“ 20 
dt dë 


便 给 出 了 Lagrange 乘 子 法 ,并 导出 二 阶 判 别 条 件 是 
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2 
H =V L, D ë >o 
lt: 


GN HR g, 的 交 曲面 在 x" 处 的 切 方向 向 量 . 
其 中 
VL, Q = Vf + > Vg; (x) 


这 样 , 即 知 工 -函数 的 二 次 型 ,是 在 Otz 坐标 平面 上 的 投影 曲率 . 而 由 以 上 关 
于 多 重 拟 特 征 值 的 分 析 , 马 上 可 知 ,这 一 投影 曲率 的 极 值 曲率 ,完全 由 以 下 拟 特 
征 值 多 项 式 决定 


pan—ViL Ve Vg. + Vg, 
Vg 

Ká 0 =0 
Vg; 


二 阶 判 别 条 件 即 为 以 上 多 项 式 的 m 一 n 个 根 p, 三 0. 

这 样 , 即 可 利用 关于 一 般 曲面 上 的 拟 特征 值 的 符号 判别 方法 ( 即 下 文 将 要 论 
述 的 R” 空间 上 的 Dupin 标 形 及 主 法 曲率 符号 分 区 方法 ) 予 以 解决 . 

至 于 上 述 投影 曲率 问题 ,不 再 在 这 里 详 述 ,而 归 人 本 书 非 线性 规划 理论 分 析 
一 章 (86 章 ) 中 加 以 说 明 . 


$3.1.3 附录 : 极 小 曲面 


定义 3.1.3.1 若 曲面 三 的 平均 曲率 hr = 0, 称 其 为 极 小 曲面 . n 
利用 Monge 形式 的 曲面 函数 的 平均 曲率 hr 的 公式 (3.1.1.80) 式 ,可 知 由 
函数 z= /(x) xE DC R" 形式 给 出 的 曲面 是 极 小 曲面 的 充 要 条 件 是 


[fo fs fi 
D> £ ñn|= Xr, 一 (3.1.3.1) 
过 | 六 f, 0 : 
以 m= 二 2 例 , (3.1.3.1) 式 就 是 为 人 熟知 的 以 下 方程 
(+ fofa —2fif.fa + (1+ fD fa = 0 一 (3.1.3.2) 


车 可 以 作 参 数 变换 ,使 曲面 取 以 下 函数 形式 (旋转 曲面 ) 


Ë = u(rT1, z+) 
z= f(u) 


(3.1.3.3) 
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由 
az , au 
Ira IT. 
qz P ðu y: , Fu 
= ` +f 
ari, f Gs) az 
Pz ae w ðu Ju 
Ərərmn “ Ar, azrz 
则 
3z Pz ðz 
a grgr ðm 
Pz Pz az| jy ( Pu Iu Ju Duayt uay) 
anor Ər ar| rðr Ix, Ən, qx: \Ar az az 
ð: 
De = 0 
az Ix: 
Pz Prz ; Fu Fu "0 Ju Y: ðu y 
-=f d ): .` 十 ) 
st f t zt git f (o) (s) 
若 在 形式 上 可 以 得 到 
a3 Ju A 3: du\: P Ju y 
TE E Su Du sa) ey 
Əziz Ar, IT Ix? gzrz ax; ‘Ax! 
9 a 
— + = Ulu) 一 (3.1.3.4) 
ər az 


(zy + (z) = Uw) 


由 (3.1.3.1) 式 , 若 z= Fo u= u(mi.s zz) 是 极 小 曲面 , 则 必 有 以 下 2 阶 常 微 
分 方程 成 立 ， 


UD f” +U WD fU Df” 一 0 一 (3.t 3.5) 
例如 , 取 
u= (Hh >O 
易 知 
ia) ed A E OE 
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从 而 

人 

ES Nunc aaa 一 (a) 
对 这 一 方程 作 积分 得 

LW =S >o 

l+ f (u) u? 

# c= 0, fOO = 0 即 /Cu) 为 常数 ,这 即 对 应 于 z 一 常数 ,故此 解 是 R* 中 

的 一 个 平面 . 继 令 c = a? > 0, 则 可 得 


f'a =+ 


u — a: 
即 得 
Ju) =+aln (u +/u!— a) (u >a) 

是 悬 链 线 旋转 而 成 的 曲面 ,并 是 极 小 曲面 . 

注意 (3. 1. 3. 4) 式 中 包含 的 乘积 项 ,或 者 是 二 阶 偏 导数 ,或 者 是 一 阶 偏 导数 
的 乘积 因子 , 故 由 微分 规则 即 知 ,在 R”? 空间 上 ,以 下 形式 的 函数 

z= fü) u= (好 十 下 十 十) n0) u>0 
一 (3.1.3.6) 

是 可 以 构造 极 小 曲面 的 Monge 形式 的 曲面 函数 即 可 以 满足 条 件 (3. 1. 3. OR. 
事实 上 ， 


Əz p ĉr 
— = f'e u ™ 
da n 
Pz w ATi ra, p, [2u' 2 1 
= r. Ea +r +4 zu) 
Pz E A u A n 
= s “4 TT 
Ər,àr, Frese k n? É 
得 
Pz Pz az 
Dr arigzi az 
Pz Pz az i Š a A 2 
= = = rL a EN 
> 9rər ar ar, > aeg Ty 
A i 
了 了 
3z az 0 
dx: 3x 


一 1 , 
SSO D xa, prs 


m 
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dz hu” n /2m 1—ny 1, ， 
Da 


T art n 
由 条 件 (3. 1. 3. 1) 式 ,有 常 微分 方程 


4u? 


i „, 2 l—n\ im, p BCm—1) sm 
+ mt) “f+ u? 


.f”=0 


n n° 


=W 13:75 
当 m = 2, n = 2, 就 得 以 上 的 (a) 式 .上 式 可 简化 成 
f'+ pG00D f' = qü f° 


其 中 
n 1—n) 1 
p(w) = Z(m+2 - )+ 
ga) -2 一 Du 
n 
= 由 
Y" du 
上 式 即 成 为 Bernoulli 方程 
dy L pey = qG) y 
du 


给 定 m, n 可 得 p(u)、g(w), 故 以 上 方程 有 解 ,从 而 可 确定 任意 维 的 R" 空间 上 
都 存在 正则 的 极 小 曲面 这 一 结论 “11 但 要 对 任意 的 m. n 找到 显 式 的 一 般 解 ， 
仍 是 有 困难 的 . 以 上 已 有 m = n= 2 的 显 式 解 , 还 可 以 给 出 m= 二 2、n 一 1 时 的 最 
式 解 .此 时 /(u) 的 常 微分 方程 是 


f+ Ef’+27" =0 
其 解 为 
fu) =+aln (u +/u?—datu —2a°) (u > 4a2) 
这 一 函数 决定 的 曲面 仍然 可 以 看 成 是 悬 链 线 曲面 . 


C1) 由 (3.1.3.6) 式 决定 的 Mogne 形式 函数 显然 是 正则 的 . 
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S3.2 加 边 对 称 矩 阵 及 其 拟 特征 值 (向 量 ) 的 若干 性 质 


$3.2.1 矩阵 4 与 加 边 矩 阵 4, 的 秩 


以 下 (和 上 文 所 述 ) 的 分 析 中 将 使 用 关于 实 对 称 矩 阵 的 一 些 性 质 ,如 m 阶 实 
对 称 和 矩阵 一 定 有 m 个 实数 特征 值 ( 重 根 重 数 ) ,一 定 有 wm 个 相互 正 交 的 特征 向 量 
等 等 .这 些 性 质 在 一 般 的 线性 代数 中 已 为 人 所 熟知 , 故 不 再 一 一 予以 指出 . 

为 以 下 分 析 沉 要 , 先 引用 如 下 几 个 性 质 

性 质 1 形 如 


A 0 0 
0 BT C 


的 矩阵 可 逆 , 当 且 仅 当 A, BREEN. " 
事实 上 , 若 A、B n] i⁄ , WJ 


0 0 
Dr Ë 一 (BTD)-CB- (BT) 


0 g 0 
就 一 定 存在 . 
性 质 2 ”对 角 分 块 方 矩阵 
A 01 
p=-[。 p] 
HA, B 为 方 矩 阵 , 其 行列 式 
1D1=141.1B1 
故 当 朋 仅 当 A、B 可 道 ,D 矩阵 可 逆 . 图 
性 质 3 ü ACR "是正 ( 负 ) 定 对 称 和 矩阵 ,BER"” "是 列 满 秩 的 任意 矩阵 ， 
则 
D = BTA-'B 
定 可 着 . a 


事实 上 ,由 于 4 也 是 正 ( 负 ) 定 矩阵 , 故 存 在 CER”” 
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4 一 CTC HrankC=m 
所 以 
D = (CB)'CB 
且 由 矩阵 乘积 的 性 质 知 
rank(CB) = rank B 4 C EWER 


知 CB 仍 是 列 满 秩 矩 阵 . 故 D 是 列 满 秩 和 矩阵 组 成 的 Gram 矩阵 ,是 正定 矩 
阵 , 即 必 可 逆 . 
以 下 开始 设 AER”" B€ R” l< n<m 


_TA B] (mt mt 
A. 一 Leg oj R 


A= A 
rank A 一 rank B = n 
HJ A 是 对 称 矩 阵 ,B 是 列 满 秩 矩阵 . 


xA, EW f: $y t AE gË 
An Ax. B 
A, = |A An B, ALLL 
BU Br» del 
并 设 An EER” 且 |14 1 天 0. 


对 |A | 行列 式 ， 
(1) 用 一 ApAn ERG. 2. 1. 1) 式 等 号 右边 的 第 1 行 表 加 到 第 2 行 ,然后 ， 
H-A A ARB 1 列 加 到 第 2 9); 


(2) 再 用 一 BT AT 左 乘 第 1 行 加 到 第 3 行 ,然后 ,再 用 一 AN B 右 乘 第 1 列 
加 到 第 3 列 . 


即 得 
An 0 0 
|l Ap Il=| 0 4 一 AAA B:—ArAnB, 
0 Bi—BAnA,, — B An B, 


由 A 矩阵 的 行 、 列 线性 相关 性 质 可 知 
An — A,A A = 0 


再 记 
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C=B—AkAnB, C' = B; —BIAT An 


D =— B; An B, 
可 得 
A, 0 0 
A, 1=|o 0 C| CER™* DeR 一 (3.2.1.2) 
0; Gr. D: 


利用 (3. 2. 1. 2) 式 可 知 以 下 几 个 结论 
(a) 若 rank A = k R.m — k = n Bf H rank C = n, 则 由 以 上 的 性 质 1 ,可知 


rank A» = m+ n= | Au |= 0 一 (3.2.1.3) 
特别 地 , 当 rankA=0 m= n rank B =n 
Awas [s rJe Ra 
BT 0 

是 满 秩 矩 阵 . 

(b) 其 rankA =k m—EË Z n. rank C = ke rank D = kp 并 记 

le = firs h s bal Je = {jis jas o he) 
分 别 是 C 矩阵 的 行 下 标 1, 2, s m—k 和 列 下 标 1, 2, ---, 中 的 子 列 , 且 
ke < min(m— k, n) 

并 记 


Ic 


c' = c| | C'|=# 0 
J | 


c 


即 C' 是 由 任 一 行 下 标 子 列 Tc、 列 下 标 子 列 Jo 决定 的 C EE TEE, B C 
可 逆 . 
显然 ,|4w | 中 其 行列 式 非 0 的 最 大 阶 数 子 矩 阵 只 能 是 


A 0 
è An 07] 
E=|0 0 C'|orE, = [ J 


y x o D” 
L oh a | 
其 中 
woe 
= s|] 
D” = D 矩阵 任 一 ko X ko 阶 可 逆 子 矩阵 
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注意 rank E, = A 十 2kc rank E, = k+ kp, 所 以 
rank Aw = k4 max(2kc kp) —(3.2.1.4) 

由 此 可 导出 

(c) # rank A = k < m— n=>rank Au < m+ n=> | Ay |= 0 一 (3.2.1.5) 

WER: … m— k > n, RRE. 2. 1.2) 式 中 的 C 矩阵 

rank C = n 
故 2kc = 2n > 最 大 可 能 的 rank D = n 
这 样 由 (3.2.1.4) 式 ， 
rank A,, = k+ 2kc < (m— n) 十 27 = m+ n 


即 知 ， 
(d) #; B 矩阵 的 任 一 列 向 量 都 与 A 和 矩阵 的 列 向 量 组 线性 相关 , 则 
(3. 2. 1. 2) 式 将 成 为 


A, 0 0 
lAs l=|o0o o o 
0 0 D 
故 1Aw | 中 其 行列 式 不 为 0 的 最 大 子 式 只 能 是 
|? l 
SB 
由 性 质 2 知 ， 
rank Aw = k+ ko — (3. 2. 1. 5a) 
由 此 可 以 导出 
(e) 若 A 是 正 ( 负 ) 定 矩阵 , 必 有 
rank Au = m+ n= | A,, |> 0 一 (3.2.1.6) 


证 明 : 由 于 A 是 正 ( 负 ) 定 矩阵 , 故 B 的 任 一 列 向 量 均 与 A 的 列 向 量 组 线性 
相关 , 故 由 以 上 (d)， 


rank Au = m+ ko 
但 现在 
D =— Br'A 'B 


由 性 质 3, rank D = kp = n, 即 证 . 
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(D #G. 2. 1.2) 式 中 的 C = 0, 即 此 时 B 的 任 一 列 向 量 均 与 A 的 列 向 量 组 
线性 相关 , 且 D = 0, M| 


rank Aw = rank A —(3.2.1.7) 


注意 D = 一 B An B, = 0, 即 表 示 A 矩阵 是 不 定 矩 阵 , 即 A 的 特征 值 中 既 有 正 
数 也 有 负数 (和 0). 
由 以 上 (a) 一 (0 可知 , 若 增 广 矩 阵 [A : B] 与 矩阵 A, 有 以 下 关系 


rank [A : B] = rank A 
即 导致 出 现 (3. 2. 1. 5~7) 式 所 示 的 情形 ,车 否 
rank [A : B] > rank A 


则 导致 出 现 (3. 2. 1. 3—4)3Ü B 28 HNE. 
显然 ,由 于 以 上 (a) 一 (已 包括 了 A、A。 甜 阵 间 秩 关系 的 所 有 可 能 情形 ,所 
以 ,可 有 以 下 推论 
推论 3.2.1.1 rank A < rank A, <k+max(2kc, kp). 
证 明 : 由 以 上 (a) 一 (fD) 已 可 知 此 结论 . 但 也 可 表述 成 以 下 方式 . 以 
RO) =(yly=Cx xERyER" CER 


表示 任 一 列 阶 数 为 上 的 矩阵 C 的 列 空间 ( 值 域 ). 则 显然 有 
A 
RA) cr([ ])< RCAw) 


故 以 矩阵 的 秩 即 为 矩阵 列 空间 的 维 数 定义 即 知 
rank A < rank Aw 
而 由 (a) 一 (1 中 可 知 以 上 推论 的 上 界 可 以 (3. 2. 1. 4) 式 表示 . 
系 3.2.1.2 j rank A< m— n> | Ay |= 
系 3.2.1.3 若 A 是 正 ( 负 ) 定 矩阵 , 则 A, EWER. 
n = 1, 则 以 上 的 Aw 和 矩阵 即 为 单 重 加 边 矩 阵 A,. 这 时 (3. 2. 1. 2) 式 是 


An 0 0 
IAl=|o o cl CER"®,DER 一 (3.2.1.8) 
0 CT p 
可 有 以 下 性 质 判断 


(g) 车 C 关 0, 则 rank A = k+ 2 
(h) # C= 0, DZ 0,WJ rank A, = k-+- 1 
G) # C = 0, D = 0. rank A, = Ë 
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所 以 ,对 于 单 重 加 边 矩 阵 , 可 有 以 下 推论 


推论 3.2.1.4 rank [A : b] < rank A, < min(& + 2, m+ 1) " 
系 3.2.1.5 ranakA< m—2= | A, |= 0 é . 
系 3.2.1.6 i rank A = m 
GS A m+1 当 上 (AT 天 0 
m M b'(A7)!b = 0 
= 


由 于 R” 空间 上 的 一 般 形 式 的 曲面 函数 f (x) = 0 的 Hessian 8 B£ H #0 Hem 
边 矩 阵 H, 的 行列 式 与 曲面 上 的 Gauss 曲率 有 直接 关系 , 故 有 H、H, 的 秩 , 对 曲面 
的 Gauss 曲率 也 有 重要 的 关系 . 特别 , 象 系 3. 2. 1. 3 还 具有 明确 的 几何 意义 ( 详 
见 下 文 ). 

以 单 重 加 边 和 矩阵 为 例 , 可 以 说 明 A, 矩阵 与 A 矩阵 之 间 秩 关系 的 特别 之 处 . 

BA, A € R” b.b'€ R",Jf H rank A > rank A” WJ F X: £ 


A b A' b” 
| 2 S aa |a; 9) 
不 一 定 成 立 . 这 可 从 以 上 性 质 (g) 一 (D 中 推出 . 设 rank A = m, rank A” = m— 1, 
容易 构造 出 


A b) 
rank [5 o5” M bTA™'b = 0 (由 (iD) 
k [4 7] ( 1) 十 2 当 rank[A’:b’ (由 ( 
rani 了 Aiz m—1)+ 当 ranl b] = m 由 (g)) 
如 
人 
A= | b= |v7| rankA=2 rankA, = 2 
Z o| 1 
2 l 


A 的 特征 值 4， —— + À, = ZA RRENDA 'b = 0. 


A' = B A b= G] rank A’ =1 rank A”,= 3 
A JEF EE EBE, B. b tj A“ 的 列 向 量 组 线性 无 关 ( 即 rank [ A” : b” ]>rank A^). 
83.2.2 特征 多 项 式 与 拟 特征 多 项 式 


先 考虑 单 重 加 边 矩 阵 A, 的 拟 特征 多 项 式 . (3. 1. 1. 40 一 43) 式 已 经 给 出 了 拟 
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特征 多 项 式 的 一 个 简要 的 表达 式 . 以 下 ,从 更 一 般 的 形式 上 了 予以 说 明 . 
通过 以 下 公式 将 A, 矩阵 的 拟 特征 多 项 式 与 A、4* 矩阵 的 特征 多 项 式 关联 
起 来 . AER” bER" 


É =A b 


talan 一 Al | 
pi rela, = 


bT j =| aln 一 As | 
一 (3.2.2.1) 


将 上 上 式 等 号 左边 的 第 一 项 按 第 m 十 1 行 磊 的 元 素 作 展开 ,再 加 上 第 二 项 后 的 和 ， 
由 行列 式 的 展开 式 规则 即 知 与 等 号 右边 的 A, 矩阵 的 特征 多 项 式 相等 511 
将 (3. 2. 2. 1) 式 写成 以 下 形式 


人 —A b 


a la =A, Il 一 pol 一 A1 一 (3.2.2.2) 


(3. 2. 2. 2) 式 表明 ,A。 矩阵 的 拟 特征 多 项 式 等 于 4A, 矩阵 的 特征 多 项 式 减 去 A Hi 
阵 的 特征 多 项 式 ( 乘 以 y) 的 差 式 . 这 使 得 在 单 重 加 边 和 矩阵 的 场合 ,可 以 利用 矩阵 
特征 多 项 式 的 一 些 性 质 , 来 研究 拟 特征 多 项 式 以 及 拟 特征 值 . 拟 特征 向 量 的 一 些 
性 质 . 

首先 给 出 拟 特征 值 x、 拟 特征 向 MaS A, b 的 一 些 基 本 关系 . 

对 于 一 般 的 bE R”b 去 0, 记 


—(3.2.2. 3) 


是 A, 矩阵 的 标准 拟 特征 多 项 式 . 为 方便 起 见 ,不妨 设 b'b = 1. 但 这 不 影响 以 下 
分 析 所 得 结论 的 一 般 意义 . 
记 
fa, O =| MT —A,l —(3. 2. 2.4) 
AA =| àA] —(3. 2. 2.5) 


分 别 是 A,、A 矩阵 的 特征 多 项 式 . 
由 (3. 2. 2. 2) 式 , 知 , 有 以 下 关系 


= fA D = fa, UD — fA GO — (3. 2. 2. 6) 
HERP a 因子 用 A, 矩阵 代替 ,得 到 


Cl) 这 也 可 以 看 作 是 对 行列 式 作 别 分 解 ( 见 下 一 节 )、 
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— fa, (A) = fa, (Ap) — A,fACA.) 
由 Hamilton-CayLey 定理 , fh, (A,) = 0. 所 以 
Fa, (Ao) = AfA CA) 


但 上 式 的 等 号 右边 不 一 定 恒 为 0. 故 知 ,A 矩阵 与 其 的 拟 特征 多 项 式 之 间 不 一 定 
成 立 类 似 特征 多 项 式 中 的 Hamilton-CayLey 定理 的 结论 . 
同 理 亦 可 知 
= fa, (A) = fx, CA) 


上 式 的 等 号 右边 也 不 一 定 恒 为 0 的 . 
但 注意 到 (3. 1. 1. 42) 式 与 (3.1.1. 43) 式 ,由 那里 的 分 析 , 已 指出 ,这 两 式 是 
完全 等 价 的 ,所 以 , 仍 由 Hamilton-CayLey 定理 ,总 成 立 


Fa, (CTAC) = [CACI + + O D Adr, ,一 0 一 (3.2.2.7) 
其 下 写生 Re 有 CC 和 

(3. 2.2.7) 式 可 以 认为 是 Hamilton-CayLey 定理 在 拟 特征 多 项 式 场合 

将 A, 的 拟 特征 多 项 式 


fiQ = 0 
看 成 是 以 下 形式 的 简写 的 行列 式 
f, G) = det G, A, b) = 0 -(3.2.2.8) 
同 理 , 对 于 A 的 特征 多 项 式 , 可 表 成 
fa) = det Q, A) = 0 一 


由 特征 多 项 式 的 定义 与 行列 式 的 性 质 即 知 , 对 任 皮 的 常数 “天 0， 
det (cà, cA) = c" » det Q, A) 


故 对 A 取 数 乘 变换 cA ,有 对 应 的 特征 值 %., 且 À, 应 满足 


ioi 
det Aes cA) = e" + det (ZA, TeA)= edet Q, A) = 0 
POD 


其 中 X ss =s 
c 


即 知 年 阵 A 的 特征 值 * 是 矩阵 A 的 一 次 齐 次 函数 . ia 是 cA 的 对 应 于 4 的 
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特征 向 量 , 则 由 
CA — A.) G, = (cA — A) a, = c(A—2) G, = 0 


即 知 &. — a, 其 中 % 是 矩阵 A 对 应 于 》 特征 值 的 特征 向 量 . 由 此 知 ,A 8 8 0038 
征 向 量 & 是 矩阵 A 的 0 次 齐 次 函数 . 

而 对 于 A, 矩阵 的 行列 式 ,可 知 , 当 对 A 逢 阵 作 数 乘 变 换 为 cA, 并 由 
(3.1.1.51) 式 


cA b| 1 


br ol è 


cA cb| „|A ?| 
dr o| ° | o 
即 知 以 下 性 质 , 若 记 

det (A,) = det (A, b) 


则 det (A, b) Jè A Wm — 1 次 齐 次 的 ,而 由 (3.1.1.51) 式 ,det (A, DF b H 2 
次 齐 次 的 . 

现在 ,由 以 上 性 质 , 可 知 对 于 (3. 2. 2. 8) 式 表示 的 拟 特征 多 项 式 , 设 ww 是 满 
足以 下 关于 b 的 数 乘 变 换 的 拟 特征 值 ， 

det (ua, A, b) = 0 
由 以 上 齐 次 性 质 , 及 (3. 1. 1. 51) 式 ， 
dety, A, cb) = cidet(p,, A, b) = 0 

故 ps = p. AT p JÈ b 的 0 次 齐 次 函数 . 

而 对 A 作 数 乘 变 换 , 并 记 有 Am 满足 以 下 关系 


detts cA, b) = ede Lp., LeA, Lo) 
PA 


= "det(p, A, =b) 


"det(u, A, b) 
=0 


Jep y= 二 wp = con R P RFEA 的 一 次 齐 次 函数 
而 对 于 6b 作 数 乘 为 cb, 利用 拟 特征 向 量 & 的 定义 , 知 ,应 有 &., 并 满足 下 式 


(A— pln) G, Y, d=0 


lI 
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显然 , 令 y. = Y. G, = G, 即 知 拟 特征 向 量 & 是 5 的 0 次 齐 次 函数 . 


x 
对 于 A 作 数 乘 变 换 ,应 有 &. 满足 以 下 拟 特征 向 量 方程 组 


GA — cln) @, + Yb = 0 
b'a, =0 
a a, =1 
只 要 取 y = cy, @, = a, 即 知 拟 特征 向 量 & 关 于 A 也 是 0 次 齐 次 的 . 


以 下 ,将 利用 (3. 2. 2. 2) 式 作 拟 特征 多 项 式 的 展开 式 . 由 于 对 于 矩阵 A 的 特 
征 多 项 式 , 已 知 有 以 下 展开 形式 “17 


1A—A, |= (CD He (AD e Hen a CAD HHen —(3.2.2.10) 
其 中 系数 c, 是 A 的 j 阶 所 有 主子 式 之 和 (如 果 组 成 |A| 的 j 阶 子 式 的 行 、 列 下 标 
子 列 相同 , 则 称 为 7 阶 主子 式 ). 
同 理 可 有 
e Š [=c ps +e," + C a ADETA 
e € Hei D" 十 c2( 一 Hee Hen A) 十 ch 
-(3. 2. 2.11) 
其 中 EME A, 的 i 阶 所 有 主子 式 之 和 . 
将 (3.2.2.10 一 11) 式 写成 以 下 形式 
1A 一 AM1。 |= (一 D"4" 十 (一 D" ch 十 … 十 (一 1)c。A 十 cw 
-(3.2.2.12) 


A—àln b 2 , 
= (— D+ De + (— Drega" 
b' 一 人 
二 十 (一 De te 1 
将 (3. 2. 2. 2) 式 改写 成 以 下 形式 


ia °| 人 b 


A| A-A —(8, 9. 2:14 
ai o i Hea ( ) 


则 由 (3. 2. 2. 12) 式 得 
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行列 式 的 列 分 解 方法 对 这 一 公式 给 予 说 明 . 
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和 1A 一 Ms |= (一 D"A" e DA" H e H e DCm À? 十 cm 
(3. 2. 2. 15) 
将 (3. 2. 2. 13) 式 与 (3. 2. 2. 15) 式 相 加 ,得 
A—ìÀln b ， 
| pr 中 - [C DY e DRY 十 [一 U"c 十 (一 D” ec] + 
+U Dei e De JA H e HE O- Deh cn JAH 
Fehi 一 (3.2.2.16) 
显然 (3. 2. 2. 16) 式 右边 
2" 项 前 的 系数 = (一 D" (1 一 1)=0 
À" 项 前 的 系数 = C D” e leia) = 0, 因 为 由 c1、c 的 定义 ， 
a [4 ME P 
c =trÀA=tr br oJ” ci 
A MMR = (D e Ceh c) 
其 中 ct 是 A, 矩阵 的 所 有 2 阶 主子 式 的 和 


SA |a auf, le | 
S. D D la ea AEA 可 
cz 则 是 A 矩阵 的 所 有 2 阶 主子 式 的 和 ， 
SS a, 
ca 一 
m las a; 
所 以 
mlas b] 
， m T E 
< c > ý ol b'b 


HH T b Z 0, HOMIE £ i Ñ E BE ik Pk aK BE g m — 1 K NE AC SR iU U 1) 的 
多 项 式 ， 


- 般 地 ， 
AS AE OD 项 前 的 系数 一 (一 D" (ce ea) 
其 中 
cn = 人 矩阵 的 所 有 s 十 1 阶 主子 式 之 和 十 
Gin Gar U Ga Ó, | 
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上 式 等 式 右边 第 二 项 中 的 求 和 号 是 指 对 1，2,，…'， m 序列 中 的 所 有 递增 排列 的 
1<k<s. 而 由 c.,1 的 意义 , 即 有 


子 列 is eo ¿O RAH uis 
cw = A 短 阵 的 所 有 s +1 阶 主子 式 之 和 


一 (3. 2. 2. 17) 


FEA cha ea 一 


m—1 


s=1,2, =, 
(3. 2. 2. 17) 式 表示 cn cen 等 于 As 矩阵 中 的 * 阶 的 所 有 加 边 主子 式 的 和 . 
最 后 ,(3. 2. 2. 16) 式 中 的 常数 项 ,显然 有 


cha =l A, 
将 以 上 结果 代入 (3. 2. 2. 16) 式 ,有 
a; b, 
A—2l, b 
= (— "(bba +(— 1)” a, | 
b' 0 b 

= b 0 

— (3. 2. 2. 18) 


+= +C DX 1A à+ A | 
= 


其 中 A, 是 指 划 去 A, 矩阵 的 主 对 角 元 素 a, 所 在 行 、 列 元 素 后 的 余子 矩阵 . 
用 (一 1)”"' 因 子 乘 (3. 2. 2. 18) 式 等 号 两 边 ,得 


M.-A b Rs u 
| > ranto > a, a, b|"? +. 
“i|b b; 0 
+(— "2. YTA, .1 十 (一 D” | A | 一 (3.2.2.19) 
isi = 


令 (3. 2. 2.19) 式 右边 等 于 0, 设 bb 二 1, 并 用 p44 取代 X, 就 得 到 (3.1.1.43) 式 . 
由 (3.2.2.19) 式 ,用 p 取代 4, 即 得 到 标准 拟 特征 多 项 式 的 展开 式 , 应 是 


a ay b| 
1 
M'ka De an bje? ++ 
bb A | 
Slb b o 
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要 
A, 
cpn i aton lA o (3. 2. 2. 20) 
b'b b'b Ksa 
由 多 项 式 根 与 系数 的 关系 ,就 有 (3. 2. 2. 20) 式 根 y ,有 关系 
lA | 
Pip ° °° ° Baai 一 一 bb —(3. 1. 1.45) 
b, 
EE sasa as b| 一 (3.2.2.21) 
0 


若 将 A 用 /(x) = 0 的 Hessian 和 矩阵 V/ 代 蔡 ,b 用 梯度 向 量 V/ 代替 ,并 由 拟 特征 
值 与 法 截 曲率 的 关系 , 即 可 从 (3. 2. 2. 21) 式 推出 (3. 1. 1. 61) 式 . 

应 当 指出 ,(3. 2. 2. 21) 式 的 右边 显然 不 是 A, 矩阵 的 迹 . 由 (3.1.1.43 一 44) 
两 式 等 价 性 ,应 理解 为 


aj b, 
tr (CTAC) = 二 pa 二 十 pi = a bj 
b 0 

— (3. 2. 2. 22) 


CE R”" 上 且 是 满足 CTC = Ini Cb = 0 的 任 一 矩阵 . 
利用 矩阵 的 子 和 矩阵 符 妨 


lo iz, si | 


Jis je wo ja 


对 加 边 和 矩阵 ,用 
i I b, 
| il b, 
iis iz» si 
At PE a š 
Hy Jz» . H b, 
| b, b, 0 
zaal > Dii mama 38. Hi = j+ WH ACR A, 的 加 边 ) 的 主子 
ES i Na 
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矩阵 ,主子 矩阵 的 行列 式 即 为 A( 或 A, 的 加 边 ) 的 主子 式 . 对 于 主子 式 ,4{。} 中 
仅 写 出 一 个 下 标 子 列 即 可 . 

将 (3. 2. 2. 20) 式 表示 的 标准 拟 特征 多 项 式 ,x" “项 前 的 系数 与 根 y; 之 间 的 
关系 ,用 下 式 表 出 


[re 
LT 


| Adis s ets in} | 
i 


HP i < imo s= 1,2, + 一 (3. 2. 2. 23) 


P ias ts ima | 
HEP Alis is e igu) = Aq. . ñ 
Hei toig 
由 于 对 于 一 般 曲 面 函数 f(x) = 0, 其 加 边 Hessian 矩阵 日 ,的 拟 特 征 值 六 
总 对 应 于 曲面 的 主 法 曲率 , 故 规定 


(5) K + DN 
kls) = 一 一 一 IK. 一 
d aoia IVI 
s 
nar e —(3. 2. 2. 24) 
m—1 (m—1)! 
中 Zt tu 
其 中 人 s ) sl(m—1—s)!` Sasa 
1 cnp” <] PEF, ç 
x (s) = — . Hafis is s ia) 
a D) IIF aata |o io o ia) 
s 
i <in s=l, 2, =, m—1l —(3. 2. 2. 24a) 


并 称 e COFEMA /的 重 主 法 曲率 乘积 平均 值 . </(1) 即 为 平均 曲率 h, 
q", AOLE Ricci 曲率 (标量 )R( 见 下 文 ), er (m— 1) 即 为 Gauss 曲率 x/. 


kr(1) == 0 曲面 三 即 为 极 小 曲面 ,而 若 成 立 cr (s) = 0 s= 1,2,-, m—1, MJ 
该 曲面 即 为 满足 真空 Einstein 方程 的 曲面 ( 见 本 书 $4 章 ) 必 要 条 件 的 曲面 . 
以 下 再 给 出 Monge 形式 曲面 函数 的 标准 拟 特征 多 项 式 展开 式 . 一 般 地 ,对 
应 于 (3.1.1.73) 式 有 
A—MN,. 0 b 
A—Xl. 
-| 


| 
r —|A—2. | 
b ol 


上 式 等 号 右边 的 2 个 行列 式 已 有 展开 式 (3. 2. 2. 18) 式 (3. 2. 2. 12) 式 ,由 此 ， 
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A—4, 0 b 
o° a Dt S 
b' —1 0 = 
+ +C 1) DA, ROD || A, |— 
-[C pate Dra anA 
SAG 
+…+CD DA AtIAl] 
qa aj bi 


a, aj; b, 
a, a, | .十 
b b 0 
"l. + 
£ aj 


= CD ADDA +O D| fa, a; b|- ur A| + 


‘|b b 0 
a, aj aa b, 
十 (二 Do aj; ay aa b, 和 “° 
alas ay aa b, a; 
b b, b 0 
++ De (1A |- DA) àA 
= 
其 中 A 是 A 矩阵 主 对 角 元 素 a, 的 余子 式 . 
将 (3. 2. 2. 25) 式 等 号 两 边 同 乘 (一 1)” 因 子 , 得 
M.—-A 0 b a, 
0 à —1 = 一 (+ 一 | > |a, 
br -1 0 
a, a, a, 
w: a, ay as aij ari 
upalla, a, Ay Sç 
b b; b, 


=+ CDEC A, l DADA + OD A 


arag 
— (3. 2. 2. 25) 

aj b, 

a, b, |— tr Aa" + 

b 0 


一 (3. 2. 2. 26) 


令 上 式 右 边 等 于 0, 并 用 一 (1 十 b"b)” 因子 乘 之 ,并 用 4 代替 4 ,得 其 标准 形式 是 


a; aj b, 


++bb) | >) |a a; 
= |b b 


i<j 


0 


b, |— tr A|"! — 
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— (1 +bb) + j 五 ij a, a; a"? + 
ilan ay au b, Gj |a a; 
z) 
b b; b 0 
|A I> DA; Ai 
+ (— l)” aÁ C— 1)” 一 0 —=(3. 2:227) 
T Tri “t (+ bib) 


由 多 项 式 根 与 系数 的 关系 ,并 用 f(x) = 0 的 Hessian 和 矩阵 H 代替 A ,用 梯 
度 向 量 Vf 代替 b, 就 有 (3.1.1.77) 式 ,由 Gauss 曲率 .平均 曲率 的 定义 ,就 有 
(3. 1. 1. 79~80 3. 


利用 以 上 符号 ,将 (3. 2. 2. 27) 式 中 py"“ 项 前 的 系数 与 根 u, 的 关系 用 下 式 


2 B Basse s e == Là X Ari. ña) |= 


— 2 IAs je 5 j.) 1) 


(3. 2. 2. 28) 
其 中 i< imis ji Kjin» s= 1, 2, =, m—1 
Mieta = TE —(3. 2. 2. 28a) 
则 Monge 形式 曲面 函数 的 s E E RREH eO h FRA 


A oa 1y Ca a Paaa 
POS T a y e e T a TIET 
(gs (py 
—(3. 2. 2. 29) 
故 
wass 
4 L ED ( | Hstis iz = ka) |= 


(”) TIF Vf] Vaaa 


= Ð IHG 1) 


thamh 

s=1,2, =, m—1 — (3. 2. 2. 30) 
IH| 

Ni1+v vf || =° 


KF (m) = pep * *** e KZ = (— 1)” 一 (3.1.1.79) 


310 3 xF # AE Ft 65 444 AENA R ë 5 8 JJ 


注意 ,(3. 2. 2. 30) 式 也 是 在 Monge 形式 的 曲面 函数 的 法 方向 定向 为 (3. 1. 1. 70) 
式 条 件 下 给 出 的 . 如 果 曲 面 定 向 取 为 (3.1.1.67) 式 , 则 (3.2.2.30) 式 和 
(3. 1.1. 79) 式 决定 的 cr(s) 再 乘 以 (一 1) 因子 即 可 . 


$3.2.3 多 重 加 边 和 矩阵 的 拟 特 征 多 项 式 
多 重 加 边 矩阵 , A € R”“” BER" l< n<m rankB=n 
a Ta B) 
j [z ol 
的 拟 特 征 多 项 式 ,其 形式 类 似 于 (3. 2. 2. 20) 式 . 但 仍 有 些 不 同 . 为 推导 出 An A 
阵 的 拟 特征 多 项 式 , 先 引用 以 下 与 加 边 矩 阵 有 关系 的 两 个 一 般 性 质 . 
性 质 4 车 A E€ R* 是 任 取 的 矩阵 ,B € R, 则 行列 式 
A B 
Br 中- ar (82 3:15 
C 


证 明 : 注意 这 里 的 也 和 矩阵 的 秩 没有 要 求 , 故 先 设 rank B < k, 此 时 显然 
(3. 2. 3. D 式 的 两 边 均 为 0, 故 成 立 .次 设 rank B = &, 则 将 上 式 的 左边 看 成 是 2 个 
“ 行 ”2 个 “ 列 ” 组 成 的 矩阵 行列 式 ,并 用 一 A(B")"' 左 乘 第 2 行 再 加 到 第 1 行 ,得 
| A 3|- 0 引 
BT o| |B o 


交换 上 式 右边 的 2 个 “ 列 " 向 量 , 即 对 上 式 右边 的 行列 式 作 了 前 个 列 向 量 与 后 
k 个 列 向 量 的 成 对 交换 位 置 , 即 得 


0 B 0 | 
一 — 1 = : 
Br 让 cl, >| aB | 
即 证 . 
性 质 5 对 于 任意 的 B € R", 并 设 n < m. W| Gram 矩阵 有 以 下 性 质 
lB'BI= 3 [Bü ie i -(3. 2. 3. 2) 


= 
其 中 Blis is ees in) R BEREN n KFR, is is e, i 是 1,2,…,m 中 的 
一 个 递增 子 序列 . 性 质 5, 在 nn 二 m 一 1 时 ,已 在 多 重 矢量 积 的 论述 中 给 出 了 证 明 . 
而 2 一 1 则 是 自然 成 立 的 . 对 于 一 般 情形 下 ,1 一 ”一 mm 一 1, 要 证 明 (3. 2. 3. DR, 
可 以 直接 比较 等 号 两 边 的 行列 式 展 开 式 的 通 项 即 可 . 但 这 一 方法 需 利用 繁琐 且 
完 长 的 下 标 运 算 , 故 将 其 作为 本 节 附 录 列 出 . 

由 行列 式 加 法 的 性 质 ,车 行列 式 中 时 一 刘 ( 或 行 ) 的 各 元 素 可 表示 为 两 项 之 
和 , 则 该 行列 式 可 用 两 个 同 阶 行列 式 之 和 表示 ,例如 ， 
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a a, ain bi ax a, 

az an a, b an ax 
= + 

a, as o a, b, as o am 


称 将 一 个 如 上 式 左 边 的 某 列 元 素 为 两 项 之 和 的 行列 式 分 解 为 右边 的 两 个 同 阶 行列 
式 之 和 的 方法 为 行列 式 的 列 分 解 方法 . 利用 这 个 列 分 解 方 法 先 来 说 (3. 2. 2. 10) 式 . 
以 m = 2 为 例 ， 


jätis an 一 人 as |- —4 an ha an ag | 
qa ass 一 人 0 ao 一 A aqa aa 

—à 0 m 一 人 aal, an 0 i “r üi 

|o 一 0 an| tir A an a 


= (—2)' 十 (an Han) (A HA | 
= (一 2): +a (A) 十 cs 


其 中 co 一 an 十 az c =lA| 即 cl、c: 确 是 矩阵 A 的 1、2 阶 主子 式 的 和 ， 
故 利 用 行列 式 列 分 解 方法 , 即 可 直接 推出 (3. 2. 2. 10) 式 . 


- 般 地 ,规定 以 下 符号 ,对 于 任 一 A € RU” 和 矩阵， 
av 

: G} 

aa) = |a -a| a = |°” 

: Ani 
A mj 


Bpa, 是 矩阵 A 的 第 j 列 向 量 ,而 a; (4) 则 是 [A 一 A1,] 的 第 7 列 向 量 . 并 规定 以 下 
行列 式 写法 中 


的 向 量 % 是 指 


则 可 得 到 行列 14 一 41, | 的 n 次 列 分 解 图 示 “ 1)， 


C13 列 分 解 顺 序 可 以 方便 地 规定 从 第 1 列 开始 依次 进行 
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原 行列 式 | A 一 241, |= la,Q), a (A), e, an (Q) | 
< `N 
第 一 次 列 分 解 | ài» az (A) -an (AÀ) | Lars a (A), =, a, (Q) | 
xs ` á N 


第 二 次 列 分 解 Ai, Az, as Dran (A) |+ | À, az. aa (Aeran CA) |+] ev, hz, as C0) am CÀ) |H] a as， 
Qaa(A) am CAD | 


第 由 次 列 分 解 | Ais Azs ees An | 十 … 十 | al azs o, a, |= A—ìÀln | 一 人 人 2 
显然 省 次 列 分 解 后 ,上 式 左边 的 一 般 项 是 含有 A, A, ，…， A, 个 列 向 量 与 
其 他 一 k 个 a; 向 量 组 成 的 行列 式 ， 
lais a hs a to qh a | 
一 (一 7 | Ajis jes °, jaa? | k=0,1, 2, =, m 
BEP jis jes 29 jaa 是 序列 1，2，…， m PRIR i b, =o 去 后 的 余子 列 ， 
Alji jes =s jea) 是 对 应 的 主子 矩阵 . 
故 mwXm 阶 和 矩阵 的 特征 行列 式 ,经 m 次 列 分 解 后 ,使 直接 得 到 (3.2. 2. 10) 
式 .因为 由 1，2，…， m 个 下 标 中 取 个 下 标 组 合 数 为 (”) , 即 知 ,(3.2. 3.3) 式 


等 号 左边 的 项 数 总 计 是 


刚好 是 m 次 你 分 解 的 总 项 数 . 
将 行列 式 的 列 分 解 方法 应 用 到 多 重 加 边 和 矩阵 的 拟 特征 多 项 式 . 利用 以 上 符 

号 ,并 用 代替 4,p, 代替 和 ,意义 不 变 , 可 以 有 
| -pln B) 


— (3. 2. 3.4) 
B' ol 


a) … an) HB 
B … B, al 
其 中 B, 是 BURRESS j 列 向 量 ( 即 B ERES j 行 向 量 转 置 ). 对 这 一 行列 式 
作 m 次 列 分 解 ,就 有 以 下 关系 式 
W. e Pa 
0 0 … 0 O 


上 式 左边 的 通 项 , 设 其 列 向 量 中 含有 情 p, ，…， 及 个 列子) 向 量 ,可 有 ， 


及 有 0， 有 B, , 0, B, B... 0 
hrl ha tesa 


aia, -a Mi o agio °° a’ M. 0, a, B 
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0 3 k > m—n 
一 4( 一 /0" e (— D" | Bijis ji s ja} |? k=m—n 一 (3.2.3.6) 
(=a) | Aç (Uo jer to jma | M k< m-n 


HEP jio jes …， jm 是 1,，2,…,m 下 标 序列 中 划 友 二， ics 0o h 3004 T r 
列 | Bijis jas s jal | Æ B HERRI ji, j;，…，,j, 行 向 量 组 成 的 n Xn 阶 
子 行列 式 , 而 


A, Uo jes s jma? = 


(了 将 和 分 
是 多 重 加 边 矩 阵 Au 的 (m— k) X (m— k) 阶 加 边 主子 矩阵 . (3. 2. 3. 6) 式 其 等 式 
左边 的 通 项 是 
(— t | Au 人 7 tto jma? | 

由 (3. 2.3.7) 式 ,可 知 , 当 A > m—n, m—k < m— (m—n) = n W3. 2.3.7) X 
右边 行列 式 中 的 左下 方 的 六， 太一 1，2，…， m—=k, t= 1, 2, +, n TRAW 
子 和 矩阵 的 列 维 数 二 行 维 数 , 故 是 行 相关 的 . 所 以 ,上 式 的 值 恒 为 0; 这 就 得 到 
(3. 2. 3. 6) 式 右边 第 1 式 的 结果 ; 当 & = m— n, 则 上 式 通 项 总 可 以 表示 成 

cs". | A | 

《BO7 Ó 


其 中 A'、B' 分 别 是 矩阵 A、B 中 的 nXn 阶 子 矩 阵 , 则 由 以 上 所 列 的 性 质 4, 知 此 
时 第 2 式 的 结果 遂 成 立 . 


所 以 ,可 知 
| 全 B D Cb BU T EF: 
= 一 1)"。 Ss hh 
Er o| u 22. tji» j: j y 


+ >H | Aw (js jes ts jan} |° = "t + 
' 


PEN 


an 
++ 5 | Aw, °C) +I An | —(8. 2.3, 8) 
= 
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其 中 An 是 多 重 加 边 矩阵 Aw 划 去 主 对 角 元 素 , 所 在 行 、 列 元 素 后 的 余子 矩阵 . 
用 (一 1D)”“ 乘 (3. 2. 3. 8) 式 的 两 边 并 整理 , 即 得 多 重 加 边 矩阵 的 拟 特征 多 项 
式 是 


Ai 一 A B LADS š ç ma 
Bi [He D o Bis jes 5 Ap 十 


tejas ia) 


+61). >F | Aw tjrs jes o AP 二 


hede Tian? 
atia 


+. +(— 1)”. > | Aa, l+ C— D”*" | A, | 
= 


— ($. 2.3: 9y 


M n = 1，(3. 2. 3. 9) 式 自然 就 是 (3. 2. 2. 19) 式 . 
注意 到 以 上 所 列 的 性 质 5, 便 可 得 到 多 重 加 边 矩 阵 A 的 标准 拟 特征 多 


D JA. je to jaa) | 


sC ya T [BB] U + 
D lAn, | 
he lAn | 
ose ap s 1y — Cs + (— 1)" =0 一 (3.2.3.10) 


| B'B | | B'B | 
也 可 以 利用 行列 式 列 分 解 的 方法 ,得 到 以 下 关于 多 重 加 边 矩 阵 Aw 的 拟 特 
征 多 项 式 与 Aw、A 矩阵 的 特征 多 项 式 的 关系 式 . 
先 看 一 个 2 重 加 边 和 矩阵 A 的 示例 . 对 以 下 行列 式 的 第 m 十 1、m 十 2 列 作 
分 解 ， 


HAT 一 A b, b AT 一 A bi b, pa—A b 0 


b; x 0|=| br n 0l+| 5: “ 0 
b; 0 y | b; 0 0 b; 0 p 
ow. b b| |al,-A 0 b, 

= by | b: A 0|+ 
| b; 0 0 b; 0 0 


Ml. 一 A b, °| en-A 0 0 
4 bi 0 O+ by # 0 
b 0 il by 0 p 
经 整理 即 得 
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AT 一 A b, b, 
bi 0 O|=lul.,, — A, |- |en Alne 


b; 0 0 
pv 一 A b, 
| b. 小 | 


上 式 表明 由 bi. b, 的 2 EMAER A 的 拟 特征 多 项 式 等 于 A 的 特征 多 项 式 
MEA 的 特征 多 项 式 再 减 由 A 矩阵 分 别 与 5b;、b; 向 量 组 成 的 单 重 加 边 矩 阵 的 
拟 特征 多 项 式 . 


AT 一 A b: 
b 0 


A B 
一 般 地 , 易 知 有 以 下 关系 存在 , 设 As = | 0] ACR BE R™ H 
n> 2, 
AT. —A B "lal. 一 A b, 
=| alm, ~An [pe *| al. —A|— 1. 
pa T m |=" e ya eE) 2 o 
ln —A b, b, 
-p >| 5 0 0|—…— 
Gn T 
S| b 0 0 
MaA bsb, b, 
br 
Be? sr à 
y 
KE! 
—(8: 2; S;115 


对 (3. 2. 3.11) 式 ,从 ?= 2 开始 ,利用 (3. 2. 2. 10 一 19) 式 已 给 出 的 结果 ,也 
可 以 ( 递 推 地 ) 导 出 (3. 2. 3. 8) 式 . AERAR. 

利用 (3. 2. 3. 10) 式 ,可知 多 重 加 边 矩 阵 A, 的 拟 特征 多 项 式 的 根 w 与 系数 
之 间 存 在 关系 


D IA jes jaa) | 
Do mu on, DD 
a ve £ IB'B| 
s=1, 2, e, m—n; i <in jija 一 (3.2.3.12) 


34 s = m—n, (3. 2.3. 12) 式 就 是 (3. 1. 2. 16) 式 . 4 s= 1, 就 得 到 (3. 1. 2.17) R 
的 具体 形式 
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> Aso jems ja? | 


Hi + po + + Hmn TEBI 
一 (3. 2. 3. 13) 
类 似 地 ,对 于 一 般 曲面 函数 广 (x) = 0, 在 以 下 曲面 族 
fix)=0 j=1,2,--,n x€ D C R" 


Hil, 2, n 中 的 某 一 个 ,Vf;(x) 线 性 无 关 ( 当 xE 门 D;) ,决定 的 交 曲面 的 
s 重 主 法 曲率 乘积 平均 值 , 记 为 /; (s) ,并 记 


pla—Vf Vf, Vf, VW 
vfi 
T 一 0 
ve 0 
s | 


的 根 是 a s h = 1, 2, s m— n, WAHE ERREA K, 


K, (s) = ee eee edy 
Ma Hin, ° ° ° Hin, 
= w (3.2.3.14) 
IVA 用 
得 
2 Hoje to Jall 
(—D"™ 1 人 
Kj (s) 一 . z+ — 
á ("7 s) II Vf, lI | B7B7 | 
s 
s= 1,2, «e, m—n — (3; 9: 3.157 
其 中 


Vf. B 
mfy vl B, = [Vf Vf, = Vf,] 


M s= m—n, (3. 2. 3. 15) 式 就 是 (3. 1. 2. 19) 式 . 4 s 一 1, 就 得 到 交 曲 面 ( 作 
38 f, 曲面 上 的 mm —n 维 曲线 ) 的 平均 曲率 h, ， 
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Halj jo =o j 
ET mil | 


m—n vl | BIB; | 


h, = 


—(3. 2. 3. 16) 


如 果 /, 曲面 函数 是 Monge 形式 的 ,不 妨 取 i — 1, 可 得 交 曲 面 在 f, 曲面 上 
的 主 法 曲率 对 应 的 拟 特 征 多 项 式 , 是 


enh 0 WwW B, 


0 p -1 上 | mv B| |a- B, 
vf =1 0 B; o| (BY 0 
(BY)T O 

CS. 2. 9.175 


其 中 B, = [Vfz, Vf., =, Vf.1. 

(3. 2. 3. 17) 式 等 号 右边 的 2 个 行列 式 ,可 以 利用 以 上 (3. 2. 3. 9) 式 展开 后 求 
代数 和 , 便 可 得 到 Monge 形式 的 f, 曲面 函数 条 件 下 的 拟 特 征 多 项 式 以 及 相关 
的 其 他 公式 . 在 此 ,不 再 详 述 . 


附录 : 性 质 5 的 证 明 


将 多 重 加 边 矩 阵 
A = a] AERe BER™ 1 
a= tg Ae € <n<m 
其 中 的 B. BEREIK, RRRA FER 
ba bx bin 
pa lôn bu ™ bn 
bmi bnz bm Ba B. B,n 
且 规 定 B; = b; 


这 样 的 记 法 主要 为 了 以 下 叙述 的 方便 . 
作 A 的 拟 特 征 多 项 式 
Ha—A B 
BT o 
注意 ,由 于 推导 出 以 上 (3. 2. 3.9) 式 时 ,并 没有 用 到 性 质 5 的 结论 ,所 以 ,这 
里 可 以 直接 引用 (3. 2. 3. 9) 式 的 结果 , 即 , 可 以 用 C, 表示 (3. 2. 3. a) 式 展开 后 , 按 
上 的 最 高 次 富 项 开始 降 里 排列 的 多 项 式 的 首 项 1"“ 前 的 系数 , 则 


l- SD — (3. 2. 3. a) 
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Gs 2 Bis je sj) 一 (3.2.3.b) 


Uyeda m in 


再 由 行列 式 的 展开 规则 ,直接 地 将 (3. 2. 3. a) 式 的 通 项 表示 成 


FUD = DO D Ča dm, Bonoa y dent 


emiw 


一 (3.2.3.c) 
其 中 5 = sCki s kas ts kms kumpio tok min) E F ORIFA) kis koo oto kmin 经 位 次 
交换 而 变换 成 为 1， 2，…'，, mtn 顺序 的 交换 总 次 数 . 称 s 为 逆序 指数 .5, 是 矩阵 
[2 B] 
Br ol 
的 第 i 行 第 j 列 元 素 . 
一 般 地 ,也 可 以 将 (3. 2. 3. c) 式 的 右边 ,表示 成 以 下 形式 


fü) = DOD ds hn Sn 一 (3.2.3.d) 


其 中 也 是 逆序 指数 ,但 与 * 逆序 指数 的 区 别 在 于 ,现在 s" 是 指 下 标 序列 ， 
各， ,konrn 经 位 次 交换 而 变换 成 为 广 ,j:，…,j,,, 顺 序 所 需 的 交换 总 次 数 . 
Jis jes ts Jaa B|DA RE 1, 2, =, m +n 的 任 一 个 选 定 的 排列 . 
显然 s、s “逆序 指数 之 间 有 关系 
SCkis kro ts kao) = SC， 二 
一 (3.2.3.e) 


HEP Qi; jas …，jn+n) 反 映 的 是 将 (3. 2. 3. d) 式 右边 的 连 乘积 中 的 2 因子 交 
换 乘 积 顺序 ,使 该 连 乘积 在 顺序 上 以 第 1 下 标 按 1，2，…， m +n 的 自然 顺序 排 
列 时 所 需 的 交换 总 次 数 . 由 于 乘法 满足 交换 律 , 故 ,这 样 对 于 总 w 因子 作 交换 不 
影响 结果 , 即 知 (3. 2. 3. d) 式 等 价 于 (3. 2. 3. c) 式 ,并 且 (3. 2. 3. e) 式 成 立 . 

由 (3. 2. 3. c) 式 ,为 构造 出 含有 Ap" 因 子 的 项 ,因为 (3. 2. 3. a) 式 左边 行列 式 
的 右 下 角 nx 个 元 素 为 0, 故 ins j= 1， 2，… ,元 素 不 用 取 到 kw > 
m+ 1 的 下 标 , 即 不 恒 为 0 的 通 项 ,只 需 考虑 


1 < k, 


<m j=1,2,-, n .让 


这 表明 ,不 恒 为 0 的 通 项 ,5 ， 就 只 能 取 BT 矩阵 中 的 某 元 素 . 那么 ,对 应 的 ， 
ùa 元 素 ,就 只 能 取 

m+1<k, <m+n C? 1< k. <m (3.2.3.g) 
不 妨 令 


k =m+i j=1,2,-,n 
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Hisis ts k 51.2, nf EM]. Pta, w+， 就 只 能 取 也 矩阵 中 的 
元 素 . 

由 (3. 2. 3.{ 一 g) 式 , 即 知 , 对 任意 给 定 1, 2,…, m 中 的 一 个 由 n 个 不 重复 
数字 组 成 的 一 个 排列 子 列 上 AH ，A。ia，…，Ao, 并 设 z, zo to znan 是 1， 
2, =, m PRE km 后 的 余子 序列 , Wh k... j=l, 2, ++, n 决定 的 
(3. 2. 3. c) 式 右 边 的 连 乘积 项 是 


(一 DC 一 aa) 一 ao) t e ua a) 


salkone k. s iii) . —(.2.3. h) 


其 中 (knit kmis to kmeni bo ho 95 i) 是 按 (3.2.3.f 一 g) 式 的 规定 选取 
H n AB EREM n 个 B" 和 矩阵 中 的 元 素 ( 共 2n 个 元 素 ) 的 连 乘积 因子 .* 是 与 At， 
An Mirs bo oro i, 这 两 个 下 标 序 列 有 关 的 逆序 指数 ( 见 下 文 
详 述 ). 

G. 2. 3. h) 式 就 是 /(p) 多 项 式 中 含有 e “因子 的 一 般 项 形式 . 

现在 不 妨 反 过 来 说 ,即将 ,4 ,42，…，k,,, 子 列 看 成 是 1,，2,…，,m 中 划 
去 z, 后 的 余子 序列 的 任 一 个 排列 . 在 任 取 的 一 个 z， i= 1，2，…， m 一 nn 递增 子 
列 下 , 由 此 决定 了 k,,;, 子 列 , 再 任 取 一 个 1,，2,…, n RHEI ii irs o i,, 并 可 
注意 到 


上 — (3. 2. 3. i) 


可 知 (3.2.3.h) 式 中 的 ak，…，Aoi b+ e i) 因子 ， 应 为 
人 (As 

注意 到 (3. 2. 3. hb) 式 中 的 (/ 一 as ) 因 子 , 应 就 是 (3. 2. 3. c) 式 中 的 %。. 因子 ， 
故 , 由 (3.2.3.f)、(3.2.3.g) 以 及 (3.2.3.i) 式 ,可 知 ,(3.2.3.h) 式 ,还 原 成 
(3. 2. 3. c) 式 的 符号 ,是 


c D: a.s 人 skaido à, .. ` e š, anti Q, amti mt 
OE OEE ESET — 3. 2.3. j) 


在 (3. 2. 3.j) 式 中 ,因为 4 因子 的 第 1 下 标 已 不 再 是 自然 顺序 , 故 按 (3. 2. 3. d) Ç 
的 记 法 ,其 逆序 指数 s 应 等 价 于 “的 意义 ,并 且 逆 序 指数 只 要 考虑 上 式 中 的 后 2n 
个 % 因 子 的 第 2 下 标 与 第 1 下 标 对 齐 时 第 2 下 标 子 序列 的 元 素 所 需要 的 交换 位 
次 总 次 数 即 可 . 

G. 2. 3.j) 式 的 后 2n 个 元 素 的 第 1 下 标 序 列 ( 记 为 工 ) ,是 
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T :kano kmis o k... m+ 1, m+ 2, =, m+ n 
第 2 下 标 序 列 ( 记 为 上 ), 是 

H: mo, mtir, s ntis kusis kupro to kmpn 
故 先 对 第 2 下 标 序 列 中 的 前 ”个 mm +i FMa n 个 k,,, 下 标 互 换 , 共 交 换 n 
次 ,得 到 的 第 2 FERFI GA M), E 

Hi: kmi kwazo to Rare m+ i> m+ iz, s m+ i, 
RH M 与 1 序列 的 前 个 指标 已 经 对 齐 .然后 ,只 需 考虑 将 后 个 第 2 下 标 序 
IPHI mtis mti es m+ i, 经 位 次 交换 后 ,成 为 m 十 1，m 十 2，…，m 十 n 
序列 . 显然 ,这 所 需要 的 交换 总 次 数 刚好 就 是 序列 a, b, oo, in 的 逆序 指数 


SCi» ies si), 所 以 ,(3.2.3.j) 式 的 第 2 下 标 经 各 元 素 的 位 次 交换 而 与 第 1 
下 标 对 齐 所 需 的 总 交换 次 数 是 n+ sC, bo ete i) K. HJ 


s’ = nt sC s ho si) —(3. 2. 3. k) 
由 此 ,可 知 u" "RAFA RBO A 


(C— l'a(k.as horas to kasi bs ias es in) 


t, 


PNA. ria, 
mra Am Ti: haia 


由 以 上 的 分 析 , 并 注意 到 B。 = b MAA 


一 (3. 2.3. D) 


其 中 s= sC irs es i). 

HEF kans knis o Rmin 仅 只 代表 了 1, 2, s m 中 的 任 一 个 由 ++ 
同 数字 组 成 的 一 个 排列 , 故 完全 可 用 jr, je e j. 表示 ,并 注意 到 (3. 2. 3. b) 式 
(同时 消去 (一 1)" 因子 ), 便 有 


2 Bu jo j.) |: = > SID e bpa bpp * 
liris mia) ige dgs me jat pe ige e iph diii 
2 bjsbin ber SE bia 
s= slis irs ts in) —(3. 2. 3. m) 


注意 ,这 里 等 号 右边 的 > SÆ jio joo j JR 1, 2, s m 中 的 全 
部 个 不 同 数字 组 成 的 排列 ;1, io o LARL, 2, …, n 的 全 部 排列 而 言 的 . 
所 以 (3. 2. 3. m) 式 等 号 右边 是 总 计 


i 
M = n! 


lmn! —(3. 2. 3. n) 
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项 之 和 . 
现 再 考虑 
[brb bibe w bib. by 
pg [olb blb, ~ blb, p — |: 
= y= 
bib, blb, bn; 


行列 式 的 展开 式 , 有 


IB'BI= >) (= D'bfb, bjb, +e ebb, —(3.2.3.0) 
JEP s = sC, irs 9 i) È hs is eo i 的 道 序 指数 , 且 纪 ii，…, i NL, 
2, e, nn 序列 的 全 部 排列 . 

(3. 2. 3. o) 式 又 可 表示 成 以 下 形式 


IBB|= 2 GD bab, © 27bsb,, Dobbs 
ka 2) >; Donb bb * b. b; 


HEP jis jes ets ja BR 1,，2,，…， m 中 可 重复 地 任 取 的 个 数字 组 成 的 排列 全 
体 . 有 


LB'B|= > > Dba byy tb a biba t t bju 
tasha hat Vir ige e iah i jii ; 
—(3. 2. 3. p) 
注意 ,(3. 2. 3. p) 式 等 号 右边 是 
M, = nim" — 3. 2. 3. q) 
项 之 和 . 
将 (3. 2. 3. p) 式 再 表示 成 以 下 形式 
IBB|= Ð ( X CD, te Ba, baba t e bia 
人 
一 (3.2.3.D 


容易 理解 上 式 括号 (。) 中 的 项 即 为 


D C lb bi, bi S| By 


—(3. 2. 3. s) 
其 中 Bijis jas ts j.) B 88 BErB 8384, jas …, j. 行 向 量 组 成 的 子 矩 阵 . 
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HG. 2. 3. s) 式 代 人 (3. 2. 3. D) 式 中 ,得 


IBB|= Ð IBü, jo ja} | babyz + + Ó, 


— (3, &. 3; t 
但 根据 行列 式 的 性 质 ， 
1 Bijis jes s jY | 反 0 KEFEJ) =j l< s, <n 
即 车 广 , j,，…，j, 中 有 重复 的 数字 , 则 | B{。，)| 行 列 式 恒 为 0. 这样, 可知 
(3. 2. 3.t) 式 (也 就 是 (3. 2. 3. p) 式 ) 等 号 右边 >) 号 下 的 (部 分 和 ) 恒 为 0 的 项 ， 
即 (3.2.3.t) 式 中 |B{…}| 三 0 的 项 ,总 数 应 是 


m! 
M, =n! (m — i) =G. 2.3. u) 


项 ,所 以 ,(3. 2. 3. p) 式 等 号 右边 D 号 下 (部 分 和 ) 不 恒 为 0 的 项 数 应 当 就 是 


m! 
MM = nip = M. 


即 刚好 等 于 (3. 2. 3. m) 式 等 号 右边 >) 号 下 的 总 项 数 . 并 且 ,现在 扣 减 去 恒 为 0 
的 项 后 ,(3, 2. 3. p) 式 中 > ) 号 下 的 下 标 子 列 集合 
人 


就 只 由 1，2，…，, m 中 全 部 不 相同 的 个 数字 组 成 的 排列 (全 体 ). 这 样 ,比较 
(3. 2. 3. PRIC. 2. 3. m) 式 等 号 右边 的 求 和 式 , 即 知 两 者 相等 . 所 以 


1BrBI= 2 IBü,jo oj) PSO 


由 此 附带 即 知 当 B 是 列 满 秩 矩 阵 时 ,BT7B 是 正定 的 . 
$3.2.4 加 边 矩阵 A, 的 拟 特征 值 与 矩阵 4 的 特征 值 的 关系 一 一 隔 
离 定 理 


定理 3.2.4.1 ÜA € C” k H fE EBE, AE A 的 n 一 1 RETEK, WAN 
特征 值 隔离 A 的 特征 值 : 
& <à, < & < -- SAA 一 (3.2.4. 1) 
其 中 &<6&6<-- <ë 
是 A 的 特征 值 . 
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di KÀ < <, 


BAKRE. = 
这 里 C” "是 复 Euclid 乘积 空间 . 自 伴 矩阵 是 指 AEC”” ,成立 


Ā =A 
ROPAT EJHA. 若 AER”", 则 自 伴 矩 阵 就 是 对 称 和 矩阵 . 


以 上 定理 也 可 表述 为 : 
设 AEC" 是 自 伴 和 矩阵 ,A。E€ Ct 是 自 伴 和 矩阵 且 是 A 的 加 边 矩 阵 ， 


Ab y 
a= [A] ser sec 


则 A 的 特征 值 隔离 A。 REET O 
以 下 总 设 AE RW…” bER” 4 是 A 的 加 边 矩 阵 , 且 A 是 实 对 称 和 矩阵 . 并 
R, & Ë b > 0. 
由 以 上 定理 ,特征 多 项 式 
[àn — A= 0 
Wm DRA À, < Ni 分 割 特征 多 项 式 
ë —A b|_ 
` el 
mH 4 £ <. 
由 A, 矩阵 的 拟 特征 值 与 特征 值 的 关系 式 (3. 2. 2. 2) 式 ,将 A, 矩阵 的 拟 特征 
多 项 式 写 成 以 下 形式 
fa D 一 | pn —A, | 一 Am。 一 A1 
由 以 上 的 符号 规定 ,f%, (x) 可 以 表示 成 以 下 形式 


mt 


faw = uia [C — 21) 一 (3.2.4.2) 
四 ji 


将 A 矩阵 的 第 & MIIE A 代入 (3. 2. 4. DR, 


f, QO = [ae 
mr 
且 已 知 
& <) <, k=1,2,--, m 


51] 以 上 内 容 引 自 《特殊 矩阵 ), 陈 景 良 . 陈 向 晖 著 , 清 华 大 学 出 版 社 .2001 年 ,第 211 页 . 
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不 妨 先 设 
& <) <6, k=1,2, +, m —(8. 2. 4.3) 
可 知 
sign (fh, 4)) = (— D 一 (3.2.4.4) 
于 是 成 立 
sign (fh, Q.))sign (CD)) 一 一 1 k=l, , m 一 (3.2.4.5) 


此 即 表示 ,在 (3. 2. 4. 1) 式 成 立 严 格 不 等 号 时 ,A, 矩阵 的 拟 特征 多 项 式 fi, GO W 
代数 值 ,在 以 下 m 一 1 个 开 区 间 的 任 一 个 之 中 


Crs ads Ars A), ee, CAs Àn) 
其 符号 (至 少 有 一 次 ) 改 变 . KIE, fi, OTER m — 1 个 开 区 间 的 任 一 个 中 至 少 有 


一 个 根 .但 现在 已 知 GO = 0 RE m— 1 个 根 .所 以 ,7 GOD 在 任 一 0 Aa) 
开 区 间 中 只 改变 一 次 符号 , 且 有 一 个 根 a € Q, A... 故 定 有 


MHA k=l, =, m-l 一 (3.2.4.6) 
成 立 ， 
否则 , 设 (3. 2. 4. 3) 式 不 能 对 = 1，…， m 均 成 立 , 比 如 有 大 ,使 
& =A, or 和 = 和 (3.2.4.7) 
则 由 (3. 2. 4. 2) 式 的 构造 即 知 ,不 论 出 现 (3. 2. 4. DRAI — hf ,总 有 
¿L = Ha, —(3. 2. 4.8) 
并 且 , 反 之 亦 然 , 即 若 对 某 个 下 标 后 , 若 成 立 
A = 2, 一 (3.2.4.9) 
则 必定 有 
àa 一 名 or A, = n —(3. 2. 4. 10) 


所 以 ,综合 (3. 2. 4. 6 一 8) 式 ,可 知 不 论 (3. 2. 4. 3) 式 是 对 人 = 1, +, m 亦 或 
只 对 的 某 些 下 标 成 立 , 总 要 有 


À, < Là k=1,2, m 一 (3.2.4.11) 


由 此 即 得 以 下 关于 拟 特 征 值 隔离 特征 值 的 定理 . 
定理 3.2.4.2 设 AE R” 5ER A'=A. A, 是 A 的 加 边 矩 阵 , 则 A。 
的 拟 特征 值 w 隔离 A 的 特征 值 X,: 


À < m <À < < u.  <2, — (3, 2: 4.195 
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系 3.2.4.3 A 的 特征 值 中 有 hs — À, BD 2, 是 重 根 特征 值 , 则 必 有 A, 
的 拟 特 征 值 x = A BA A, 的 特征 值 名 — AG a = À). C] 

系 3.2. 4. 3 表明 和 矩阵 A 的 重 根 特 征 值 同 时 一 定 是 矩阵 A, 的 拟 特征 值 , 同 
时 ,一 定 是 A, 矩阵 的 特征 值 .这 表明 如 果 A 矩阵 有 重 根 特征 值 , 则 A, 矩阵 的 拟 
特征 值 ,特征 值 中 的 若 十 个 ,完全 由 A 的 重 根 特征 值 决定 ,而 与 加 边 向 量 b X; 
关 . 用 几何 语言 表述 ,就 得 到 以 下 推论 . 

推论 3.2.4.4 设 /(x) 二 0 x€ DC R f R” 空间 上 的 一 个 正则 曲 
i f. # f Bl Hessian 矩阵 V(x) 有 重 根 特征 值 , 则 

A 

XE 
必 就 是 曲面 / 的 主 法 曲率 之 一 . " 

现 再 将 A, 矩阵 的 特征 值 RAG. 2. 4. 2) 式 中 ,得 


Kj 一 


fi ED 一 一 名。 Te- à) 
同样 , 先 设 (3. 2. 4. 3) 式 成 立 , 则 


sign (f, (&,)) = (— 1)” "sign (€) — (3. 2. 4.13) 
并 知 ,有 
sign (fh (&))sign (fA in) 一 一 sign (& + &11) 
(3.2.4.14) 
HERH Ea > 0, 则 一 定 有 (至 少 )1 个 拟 特征 值 和 ,使 下 式 成 立 
& <a <, —(3. 2. 4.15) 
若 (3. 2. 4. 3) 式 不 成 立 , 则 必 有 下 标 k, ,使 
& =), or À = (3.2.4.16) 
这 样 就 又 总 有 
h. = =2, or mn = 6. =2, -(3. 2. 4. 17) 


并 用, 由 (3. 2. 4. 2) 式 的 构造 易 知 ， 
M En Z 0,# m = 和 WBA A = Ep or A = Bao 一 (3.2.4.18) 
当 & = 0 则 必 有 jp = 0 or pw = 0. 一 (3.2.4.19) 
而 由 定理 3. 2. 4. 1 即 知 , 若 
= 一 (3.2.4.20) 
则 必 有 入 一 名 一 各 = —(8. 2. 4. 21) 
即 A, 矩阵 特征 值 6 中 的 重 根 特征 值 一 定 同时 是 A 矩阵 的 特征 值 和 A, E 
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阵 的 拟 特征 值 . 这 说 明 A, 矩阵 的 重 根 拟 特征 值 中 的 若干 个 ,可 以 又 是 与 加 边 向 
量 b 有 关 的 . 因为 A, 矩阵 的 特征 值 $ 显然 与 AX A E 重 根 特征 值 决定 的 拟 
特征 值 ww 一 定 也 与 上 有 关 . 

综合 以 上 分 析 , 先 给 出 以 下 几 个 一 般 性 的 结论 . 

推论 3.2.4.5 设 A。 是 实 对称 的 加 边 矩 阵 , A, € RPD, it A, Bmt 
1 AFFE E 关 0, 且 $ 均 是 单 根 特征 值 , 则 A 的 特征 值 X 严格 隔离 A, 的 特征 值 
E 的 必要 条 件 是 6 中 既 有 负数 特征 值 又 有 正 数 特征 值 . C 

这 里 的 “严格 隔离 ”的 意思 即 指 (3. 2. 4. 3) 式 成 立 . 这 一 推论 之 所 以 成 立 ,是 因 
为 车 (3. 2. 4. 3) 式 成 立 , 就 有 (3. 2. 4. 14) 式 成 立 . 如 果 又 有 A, HER m + 1 个 特征 
值 全 为 正 ( 或 负 ) 数 ,就 导致 A, 矩阵 应 有 m 个 拟 特征 值 ,但 这 是 不 可 能 的 . 

推论 3.2.4.6 若 实 对 称 矩 阵 A hym 个 特征 值 X, 严 个 隔离 其 加 边 矩 阵 A, 
的 m 十 1 个 特征 值 生 , 则 A 的 m 一 1 个 拟 特征 值 p 严格 隔离 A 的 m 个 特征 值 
4,, 反 之 亦 然 . C 

IH (3. 2.4.9 一 10) 式 的 关系 即 知 此 推论 成 立 , 此 推论 指 的 是 全 部 的 特征 值 、 
拟 特征 值 间 的 隔离 关系 . 它 表明 车 A. A, 的 特征 值 4,、$ 各 不 相同 时 ,4A, 的 拟 
特征 值 x 一 定 也 与 %,、$ 各 不 相同 ,因此 ,mm 、X、5 之 间 只 能 是 严格 隔离 . 很 显 
然 , 在 部 分 的 特征 值 M、5 与 Ar 之 间 , 也 有 相 类 似 的 关系 . 

推论 3. 2.4.7 〈 局 部 严格 隔离 ) 若 实 对 称 和 矩阵 A 和 其 加 边 矩 阵 A, 的 特征 
值 4,、$ 中 ,对 某 个 下 标 &, 有 以 下 局 部 严格 隔离 关系 成 立 : 

< <à, < 6, <à, < Ê < $N 
则 必 有 A, 矩阵 的 拟 特征 值 ws 严格 隔离 Mk、X+，, 即 有 
Ar < pa < Arn 
其 次 , 若 有 以 下 关系 成 立 
< & < K Sh 
则 必 有 拟 特征 值 x SOMO A,. A... BB 
À < pu S Ài 

另 一 单 侧 严 格 隔离 的 情形 类 推 . a 

进一步 分 析 隔 离 关系 . 对 拟 特征 值 a Dk ya <O FEBE A 的 特征 值 4; 严格 隔 
WA, 的 特征 值 名 .将 Am 代入 (3.2.4.2) 式 ,得 


' s 
fa, Gad) = [| ua —8)— a e TE a = 0 
ri 


因为 
À, < n < À; < hat 
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sign (~a © [I| G 一 2))= (— D” ' 
= 
又 因为 
& <à, < n <, < ë, < ++ 
所 以 
i 
sign( [[ Gm 一 5))= (一 D” ' + sign (a — 8) 
由 此 即 知 , fA, Ga) = 0=>sign (jp — &) < 0=>Jm 二名 .所 以 
K <0 = À< <& i 
PHI > 0, 则 此 时 有 


sign (—p || Ga ~) = (一 D” 
wi 


且 仍 有 
四 


sign( J| a 一 5))= C— 1)” ' sign (u — &) 
7 


i 
故 由 fa, Ga) = 0> — sign (a — &) < 0p > &. 所 以 
mm>0 = &<u<A 
以 上 结论 显然 可 以 推广 到 py, = 1，2，…', m— 1. 故 一 般 地 有 


.Ih <a <a EN 
J 
l 


s — (3. 2. 4.22) 
MA 20 A SEa Sm SA 


HDE R.P & y =E<0,j=1, 2,1. p. EEE A, W p 重 根 负数 特征 
值 , 则 在 


Sra S Aei Sm S ese S S$, SX, SI. Sh, 


的 关系 式 中 令 " 和 "号 为 "= "号 , 即 知 A 的 特征 值 中 有 3, =E j = 1，2，…， 
p— 1, 即 & 是 A 的 (至 少 )p 一 1 重 根 负数 特征 值 . 类 似 地 ,也 是 A, 矩阵 的 (至 少 ) 
一 1 重 根 负数 拟 特征 值 . 以 上 关系 亦 可 推广 到 &,; = 二 0, j= 二 1,2,…,p 的 

推论 3.2.4.8 HEAO RKKA A 的 p 重 根 特 征 值 (2 < p < 
mm) , 则 同时 是 矩阵 A 的 (至 少 )p 一 1 重 根 特征 值 ,也 是 矩阵 As 的 (至 少 )p 一 1 重 
根 拟 特 征 值 . 特别 地 , 若 p = m, W EÈ A, 矩阵 的 m 一 1 重 根 拟 特征 值 . " 

以 上 推论 中 引入 了 一 个 条 件 : 2 < p < m. p > 2 的 必要 性 显然 . 以 下 引入 
A, 矩阵 的 多 重 根 特征 值 的 重 数 p < m 的 引 理 . 
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引 理 3. 2. 4.9” 实 对 称 加 边 矩 阵 
pas A b T s= mm ym 
a= [i | A'=A AER™ bER 


fE b AON, 其 多 重 根 特征 值 的 重 数 p<m. 


证 明 : 反 证 法 . 若 A, 有 m 十 1 重 特征 根 a, 则 一 定 有 正 交 矩阵 Q'Q = 


使 A, 的 谱 分 解 甜 阵 是 
Q'A,Q = K. = aln, 


故 又 应 有 
A =Q. aln saQr=aloh 


Insi» 


此 即 表 明 A, EA XIA 8: BE , 130 (E b > 0, KOX h AS n fE 6). 所 以 知 加 边 矩阵 A, 


的 重 根 特 征 值 的 重 数 p < m+ 1. 


再 证 存在 p = m 的 加 边 实 对 称 和 矩阵 A. 由 于 这 里 的 m 是 随意 的 , 故 不 妨 取 


为 m = 2 证 之 即 可 . 构造 
fa 0 1 


a 0) 1 
ne E 


则 A, 的 特征 多 项 式 是 

&€—a 0 一 1 
0 “=e Ü 
一 1 0 £ 


即 知 c 是 A, 的 特征 根 . 现 再 令 c 是 A 的 m = 2 重 特征 根 , 即 要 求 


且 c 关 0. 


= (€—)[é(€—a)—1]=0 


e—1 


c 


c(c—a)=1 > a= 


即 可 . 这 样 的 显然 可 以 取 到 . 故 A, AE RE É) £ W AR $y E A 69 E 8 p 可 以 取 到 


p = m, 即 证 . 
从 以 上 证 明 中 附带 地 已 得 到 以 下 结论 : 


系 3.2.4.10 AERO 是 实 对 称 和 矩阵 ,上 且 A n 个 非 0 特征 值 X;, 若 


A =a, i= 1, 2, =, n, a Æ 0, WJ A 必 为 对 角 和 矩阵 . 


定义 3.2.4.1 若 实 对 称 加 边 矩 阵 As( 或 多 重 加 边 矩阵 Aw ) 的 拟 特征 值 >, 


全 部 大 于 0, 称 二 次 型 
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a'Aa AGC R a€ER” 
是 在 条 件 
ba=0 (orba =0, i= 1l, 2, =, n) 


约束 下 正定 的 . 简称 A 矩阵 是 (b 加 边 向 量 ) 约 束 正 定 的 . 

类 似 地 有 约束 负 定 的 定义 ( 拟 特征 值 x 全 部 小 于 0). 当 A 是 约束 正定 的 ， 
则 由 拟 特征 值 是 矩阵 A 和 向 量 a( 满 足 约束 条 件 ) 的 RayLiegh 商 的 极 值 这 一 性 
质 即 知 


a'Aa>0 a€l{lalb'a=0 a#0 aR”) 一 (3. 2. 4. 23) 


对 多 重 加 边 矩 阵 A 的 情形 ,只 需 将 (3. 2. 4. 23) 式 {。} 集 合 中 的 条 件 bra = 0 理 
fü be 一 0 i=l, =, nn 即 可 (下 同 ). 反 之 , 若 二 次 型 a'Aa >o Eae (+) 
条 件 下 , 则 A, 和 矩阵 的 拟 特征 值 必 全 部 大 于 0. 以 下 类 似 . 

当 A 是 约束 负 定时 , 则 在 (3.2.4.23) 式 的 约束 条 件 gE{。} 下 ,二 次 型 
arAa 一 0. 

推广 以 上 定义 ,可 有 , 若 二 次 型 ar ha 三 0( 或 过 0) , 当 gE (+), BB A 矩阵 
是 约束 半 正 ( 负 ) 定 的 . 

FKM a Aa, 二 0 a E {+}, XA aAa <0 a € ie), WEKA 是 约 
RRE. 

这 里 gE{。)} 均 指 (3. 2. 4. 23) 式 中 的 约束 集合 条 件 . 

以 下 儿 个 推论 给 出 A,、A 矩阵 的 正 ( 负 ) 定 性 质 与 A 的 约束 正 ( 负 ) 定 性 质 
间 的 关系 . 

推论 3.2.4.11 AER” b€ R" b'b=1 A' 一 A. A 是 b 加 边 向 量 
约束 正定 的 充 要 条 件 是 加 边 和 矩阵 A, 的 m 十 1 个 特征 值 人 $ 中 


„min = <0 &>0 j>2 —(3. 2. 4. 24) 

A, 是 约束 负 定 的 充 要 条 件 是 
max 6 = & a 20 §<0 j<m 一 (3.2.4.25) 
ÊE 


证 明 : 充分 性 由 (3. 2. 4. 22) 式 即 知 . 下 证 必要 性 . A 是 约束 正定 的 情形 为 
例 .由 于 A 是 约束 正定 的 , 故 A, 的 m 一 1 个 拟 特征 值 2, >0. 但 由 (3.1.1.45) 
式 ,又 应 有 
Bipa ° ° pm 一 一 | A, |=— (86 bn) > 0 


即 知 A 的 m 十 1 个 特征 值 中 必须 含有 奇数 个 特征 值 $ 是 负数 . 因此 ,由 
(3. 2. 4. 22) 式 可 知 只 能 有 1 个 £, 是 负数 , 故 必 有 (3. 2. 4. 24) 式 成 立 . 如 果 A 是 
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约束 负 定 的 ,那么 ,一 A 是 约束 正定 的 , 且 一 A 的 拟 特征 值 是 一 ,其 中 ,mu 是 A 
的 拟 特 征 值 . 利用 (3. 2. 4. 24) 式 , 即 可 知 (3. 2. 4. 25) 式 成 立 . 

推论 3. 2. 4. 11 还 可 以 加 强 ,得 到 以 下 推论 . 

推论 3.2.4.12 AER™"” b€R" AI=A. 若 A 是 具有 非 0 特 征 值 的 
半 正 ( 负 ) 定 矩阵 , 则 A, 加 边 矩阵 必 是 不 定 的 , 即 A, 矩阵 的 特征 值 中 一 定 即 有 正 
数 特征 值 又 有 负数 特征 值 . B 

证 明 : 设 A 是 半 正 定 矩 阵 ,Q 是 A 的 谱 分 解 矩 阵 QTIQ = In 有 


Q'AQ = diag [Di，1，…, àn] 
HA 之 0 并 至 少 有 一 个 六 >0. 


因为 
A 0 ê 
à; c 
_[A b qoj 4 9] e 5] a shoa 
afg A K 1 Le ot Lo d |o E Si 
a oa cç 0 


BA, AV FEAT AE TEI KS E TEMEL. 故 只 需 分 析 义 形式 的 矩阵 的 特征 值 的 符号 这 里 
c = (Crs Crs y Cu)" 
c=Qb#0 (“已 设 b 冯 0) 

作 4v 的 特征 多 项 式 , 并 记 为 


j 


FG =| Ena —A4l= e. [eae e ean 一 (a) 
加 人 
aj 


因为 A 是 半 正 定 矩 阵 , À > 0 一 min = à 之 0, 故 知 = 0. 为 简化 符号 ,不 妨 
设 入 、h… ,2 之 0, 这 不 影响 以 下 分 析 的 一 般 性 . 故 可 有 


Feo = e. Te a ere Se He- 
jir ia £t m 


iti 


一 (b) 
H E= 0 RADR, 14 
F(0) = (一 D)"”。 å Hx — (y 


车 a 2 0, BB l FCO) > 0. Br ,0 RE AERE. 且 由 隔离 关系 ,应 有 
& <à) = &<0 = &<0 
即 知 As 矩阵 的 特征 值 中 有 负数 特征 值 . 另 一 方面 , 仍 由 隔离 关系 ， 


S3 加 边 实 对 称 矩 阵 的 拟 特征 值 及 拟 特征 向 量 331 


OLA L in SA k= 2,3, m 


故 A 矩阵 的 特征 值 中 有 正 数 特 征 值 . 即 证 以 上 结论 . 
若 c = 0, 则 以 上 (b) 式 又 可 表 成 


Fe = [e [e-v ea] 一 (d) 
3 £ i 
此 时 $= 0 E FO = 0 的 一 个 根 . 记 
F'(® = ẹ [[ 6-a) -— JICA) 一 (e) 
3 
则 
FE) = ë+ F'O 
下 证 FO = 0 必 有 负数 根 . 
先 证 0 不 是 F (的 根 . 
F'O) = C D” + Sle e JA -D 
= 5 
故 


F'(0) >00 4 m 是 奇数 a 
FI(0) <0 4 m 是 偶数 aS 


再 取 = 一 M M>0RA F (0,498 


了 二 2，…， m 不 全 为 0) 


2 
i 


a(—M) = (一 =. [-m s -1. TEM +a 
F'(—M) = (一 1 +S H + 


所 以 ,只 要 取 M 充分 大 ,总 成 立 

bia M) <0 当 m 是 奇数 

FOCCM)>O0 当 m 是 偶数 
与 F'(0) 相 比较 , 即 知 在 开 区 间 EEM, 0) 中 已 (6) 的 代数 值 改变 符号 (不 论 
m 是 奇 .偶数 ). 故 知 必 有 5" ECM, 0) ,使 
FiG(€')=0 HEO 
BRE 同时 又 是 F(6) = #F' (0) = 0 的 一 个 根 . 即 知 A 矩阵 必 含有 至 少 1 个 负 
数 特征 值 . 而 As 矩阵 含有 正 数 特征 值 易 知 . 即 证 . 
例 3.2.4.1 É A € R” b€ R" 
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则 由 
llna — As |= (— a)" e [&E— a) — bb] = 0 
即 知 A, WEA m 一 1 EEM E= a, 同时 ,有 特征 值 


2 TEILE 
pt OED buo CRIS ¿0 


TIIT 
ev Ri a =0) 
即 可 验证 以 上 诸 结 论 . 
系 3.2.4.13 AER” beER 4T=A. 若 A 和 矩阵 是 半 正 ( 负 ) 定 的 > 


A 矩阵 是 约束 半 正 ( 负 ) 定 的 ,反之 未 必 . m 
R 3.2. 4.13 中 将 “ 半 ” 字 去 掉 , 结 论 依 旧 成 立 . 
系 3.2.4.14 A€ R” bE R" Ar'=A. # A, 加 边 矩阵 是 半 正 ( 负 ) 定 
的 二 A 矩阵 是 不 定 的 . C 


系 3. 2. 4. 13 在 几何 意义 上 具有 重要 性 . 给 予以 下 定义 ， 
定义 3.2.4.2 Monge 形式 曲面 函数 F; z= f(x) x€ DC R" 给 出 的 曲 
H F HE x" € D ftJ 3838 J pe 8 F DC E 5) f, tn BE h ñi 下 在 法 向 量 
VF = (Vf), — DT 


给 出 的 定向 下 hiii FEC, zx) 处 的 法 截 曲率 恒 二 0( 或 二 0). 如 果 曲 面 F tE 
Ce，z) 处 的 法 截 曲率 全 部 三 0( 或 过 0), 称 曲面 F fE x° sa, bk E Fin (L 
凸 ) 的 . 图 

上 文 已 经 说 过 ,以 = 轴 的 正方 向 为 定向 ,可 以 在 YCxr， z) =R (r€ R") 空 
间 上 定义 “上 ”这 一 说 法 的 指向 . 如 ,构造 (2. 2. 3. 19) 式 决定 的 子 空间 La. 则 由 
(2. 2. 3. 23) 式 ,车 上 述 曲 面 玉 在 (x*, x") 处 的 法 截 曲 率 <; 全 部 之 0, 则 曲面 F 在 
过 x 点 处 L: 空间 上 的 交 曲面 上 的 法 截 曲率 <: 也 全 部 之 0. H| #£ L. 空间 上 ,= 轴 
的 正 向 为 向 上 的 方向 具有 确定 不 变 的 指向 . 在 m = 2 的 情形 下 ,这 一 向 上 的 指向 
是 直观 的 . 

定义 3.2.4.3 一 般 正则 曲面 f: f(x) = c x€ DC R" < 为 常数 ,给 出 
的 曲面 f, 在 x € 了 的 邻 域 是 严格 凹 ( 凸 ) 向 曲面 法 方向 的 ,如 果 曲 面 了 在 关 点 
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处 的 法 截 曲率 恒 > 0( 或 一 0) , 且 曲 面 法 方向 由 Vf(x' ) 给 出 . 如果 曲 面 /在 x" 点 
的 法 截 曲 率 恒 > 0( 或 < 0) , 称 曲面 f fE x° 点 四 (上 是) 向 曲面 的 法 方向 . [| 
系 3. 2. 4. 13 的 结论 并 可 见 (2. 2. 3. 26) 式 给 出 的 关系 ,表示 有 以 下 推论 . 

推论 3.2.4.15 Monge 形式 曲面 函数 = — /(x) x € D C R" 给 出 的 
曲面 下 ,在 x* E DRBR EREM = f(x) x€ DC R" 决定 的 曲面 一 
定 在 阅 EDD 的 邻 域 止 ( 凸 ) 向 曲面 法 方向 ,其 中 xz = f(x ). 但 反之 未 必 ， 图 

再 由 推论 3. 2. 4. 7 以 及 推论 3. 2. 4. 11 一 12 ,可 得 

系 3.2.4.16 车 A 和 矩阵 是 半 负 定 矩 阵 ,上 且 其 特征 值 中 


max), =, =0 2,<0 j<m 


并 且 A, 加 边 矩 阵 的 特征 值 4, 一 0, 则 A 必 是 b 加 边 向 量 约束 负 定 的 . 

车 A 矩阵 是 半 正 定 和 矩阵 , 且 其 特征 值 中 

minà; =à =0 à >0 j>1 
并 且 A, MERER EI $, >00) A 必 是 b 加 边 向 量 约束 正定 的 . 

系 3. 2.4.16 指出 了 A 矩阵 是 约束 正 ( 负 ) 定 的 ,并 不 一 定 要 求 A 矩阵 是 
HORER. 例 3. 1. 1. 3 中 的 线性 齐 次 曲面 函数 就 是 以 上 系 的 一 个 示例 . 在 R” 
间 曲 面 主 法 曲率 符号 分 区 ( 即 Dupin 标 形 ) 的 分 析 中 ,还 可 以 看 到 A 矩阵 是 不 定 
的 ,但 同时 A 矩阵 可 以 是 (多 重 ) 约 束 正 ( 负 ) 定 的 . 

将 对 应 于 Monge 形式 曲面 函数 所 决定 的 拟 特征 多 项 式 ( 见 (3.1.1.73) 式 ) 
表示 成 以 下 形式 ， 


an-A 0 b 
s; Ml. — A b z 
FW=p > olal] 0 u 一 1 
| b 一 1 0 
且 由 于 
Manm A-B Ml. —A b 
| + |-| š -lal 
b 0 b # 
所 以 
AT。 一 A b 
FA D = -+D | ml 一 A1 一 (3.2.4.26) 
b à p 


H An & RIRA, As 矩阵 的 特征 值 , 便 有 


Fiw =u. [uiun e Ta) 一 (3.2.4.27) 


与 (3. 2. 4. 2) 式 表示 的 fa, O EMRA EEE, n BL — # It) PC 31. 
类 似 地 ,分 别 用 和 、& 避 代入 (3. 2.4.27) 式 ,并 注意 到 入 、& 之 间 存 在 的 隔离 
关系 ,并 用 和 表示 Fh, UD = 0 的 m 个 根 ,可 得 以 下 结论 . 
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推论 3. 2.4. 17 拟 特征 根 yt 隔离 A。 矩阵 的 特征 值 4 , 即 


& < <& <-- < < s. —(3. 2. 4. 28) 
并 且 
各 雪人 去 内 入 和 Hao 
&<xn <) <6, Kao 
k z —(3. 2. 4. 29) 
HE = e) = & ord = 8, (aÉ Z 0) 
lf = 0=>2¿, = 0 or Àp = 0 
C 
系 3.2.4.18 拟 特征 值 yr 中 含有 jr = 0 的 充 要 条 件 是 A ERA, 中 
有 0 特征 值 . "C 


# 3.2. 4. 18 的 结论 ,用 几何 语言 可 以 表述 成 这 样 一 个 推论 : 
推论 3.2.4.19 由 一 般 函 数 f(x) =c x€ DC R", c € 尺 决 定 的 曲面 
的 Hessian 矩阵 V(x) 的 特征 值 中 含有 0 特征 值 , 则 以 Monge 形式 
F; z= f(x) 


决定 的 R" Sa ER F EDA ERR 必 = 0. n 
在 矩阵 特征 值 理论 中 ,有 重要 的 极 小 极 大 原理 : 
定理 3. 2. 4. 20( Courant-Fischer 极 小 极 大 原理 ) 对 任 一 自 伴 矩 阵 A € 
C, A 是 A 的 特征 值 , 且 X KY FERREA, 的 代数 值 从 小 到 大 的 顺序 排列 ,4 < 
A, <. <, , 则 


: xTAx 
À, — min max 
— Ti 
15o 


i=l, 2, ,n 一 《3. 2. 4. 30) 
Hp S Æ C" 的 线性 子 空间 ,dimS 是 S 的 维 数 . 最 小 值 是 对 遍 取 C" 的 i 维 线性 
子 空间 而 言 的 5 2 "C 

利用 拟 特征 值 a, 的 定义 与 以 上 使 用 的 符号 ,从 定理 3. 2. 4. 20 中 可 以 直接 
得 到 以 下 关于 拟 特征 值 上 的 极 小 极 大 原理 . 

定理 3. 2. 4. 21{( 拟 特征 值 的 极 小 极 大 原理 ) AER" b€ R" bz 
0,A' = A. A, 是 A WIARE y 是 A MWEE E ya < e < e < nai 
L, 是 以 下 集合 ， 


L= (a|b'a=0 a€ R° a@z0) 一 (3.2.4.31) 
则 
m= minma 4 = 12 ml —(3.2.4.31a) 
meS aa 


C1) 《特殊 矩阵 》 陈 基 良 . 陈 向 晖 , 同 前 注 , 第 190 页 ,定理 3. 5. 3. 


$3 加 边 实 对 称 矩 阵 的 拟 特征 值 及 拟 特征 向 量 “335 


其 中 S E L, 的 线性 子 空间 . dim S S 的 维 数 . 最 小 值 是 对 遍 取 L, 的 i 维 线性 
子 空间 而 言 的 . C 
注意 ,(3.2.4.31) 式 中 a 的 意义 是 集合 IL 中 的 方向 向 量 . 这 里 ,Ls 相当 于 
一 个 超 平面 . 而 (3. 2. 4. 30) 式 中 的 x, 则 是 R” 中 点 的 向 量 表示 ,即将 R” 中 的 任 
一 个 点 都 看 成 是 从 原点 出 发 的 一 个 方向 向 量 x 的 终点 . 
将 超 平面 方程 bla = 0 的 解 表 成 


a=C C€R% D) YER r#0 —(3. 2. 4. 32) 


H. C À fE M fg 31] IE 3E H JA — ík ft 38 Ri e # E E. 再 将 (3.2.4.32) 式 代入 
(3. 2.4. 31) 式 的 RayLiegh 商 , 则 (3. 2. 4. 31) 式 的 左边 是 
minap LCAC] G. 2. 4. 33) 


dimS=iCrES yx 
S 


现 令 xE S' S'C R” 是 任 一 i 维 的 线性 子 空间 , 则 显然 Cx 就 是 L, 的 i 维 线 
性 子 空间 . 故 由 定理 3. 2. 4. 20 即 知 (3. 2. 4. 33) 式 可 写成 


TCTAC 
i [C'AC]x 


dms’ ¿z€ $° x!x 


i= 1,2, =, m—1 —(3. 2. 4. 34) 


其 中 A; 是 矩阵 CTAC 的 特征 值 ,但 由 拟 特征 值 的 定义 知 ,C7AC E RE H APE MELA 
就 是 A, 矩阵 的 拟 特 征 值 wW, 即 得 (3. 2. 4. 31a) 式 . 

定理 3. 2. 4. 21 的 几何 意义 是 ,对 于 正则 曲面 f: f(x) = O 的 曲面 函数 ,在 
x = x° 点 处 ,曲面 的 主 法 曲率 cr, z, < g < -- < <; ' , 则 心 主 法 曲率 是 曲面 在 
x° 点 处 的 一 1 维 切 空间 中 的 全 部 的 六 一 : 维 线性 子 空间 S 的 方向 向 量 元 素 a 决 
定 的 法 截 曲 率 的 极 大 值 中 的 极 小 值 . 这 里 切 空间 用 L 表示 ,并 将 L, 表示 成 由 
x° 指向 x 点 的 方向 向 量 a 的 集合 

L, = {a | V (xa =0 a=x—x a#0 x, x € R") 


任 取 线 性 无 关 的 @',@,…, e€ L,,1< i= m-l, 


S={ala— Mua ú € R) 


JM SC L,, H. dimS = i 就 是 Lj 的 i 维 线性 子 空间 . 
那么 ,对 @ € S, 构造 曲面 /在 zx" 点 处 的 法 截 平面 L. (a)， 


Vf 


Li@ = [x | x= +w +Vfs n s€ R V= VT 


在 L(a) 上 ,曲面 /的 交 曲线 (法 截 曲 线 ) 的 曲率 是 
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x (a) 一 一 一 一 二 一 一 .一 二 一 一 (2.2.1.9) 


则 由 以 上 定理 , 主 法 曲率 <, 即 应 为 


K, = min maxk/(a) i=1,2,.…,m—l1 —(3. 2. 4. 35) 
dmS=m-i e€ S 


极 小 值 是 对 S R L , 的 全 部 m 一 i 维 线性 子 空间 而 言 的 . 
在 极 值 规划 中 ,以 下 性 质 容易 理解 , 即 设 被 值 规划 目标 函数 为 /(x), x 的 取 
值 集合 为 xES 和 xET, 若 SST, 则 有 
max f (x) < maxf (x) 
"s mer (SC T) 一 (3.2.4.36) 
(min f(x) Z minf (x) 
将 以 上 的 “ 刁 " 改 成 “CC”" 不 影响 结果 . 
利用 极 值 规划 的 上 述 性 质 和 定理 3. 2. 4. 21 ,可 将 定理 3. 2. 4. 1 推广 到 拟 特 
征 值 . 先 可 用 类 似 上 述 的 方法 将 定理 3. 2. 4. 21 直接 推广 到 多 重 约束 拟 特征 值 的 
Bi. 
定理 3. 2. 4. 22( 多 重 约束 拟 特 征 值 的 极 小 极 大 原理 ) BEA € R", BE 


R” 1=< n< m, A = A, rank B = n. 


[4 B] 
Au = 
BT 0J 


是 A 的 多 重 加 边 和 矩阵 ,ps 是 A 的 拟 特征 值 , p 过 p 三 … < pp.,， L. 是 以 下 
集合 


La = (a| B'a=0 a€ R° az0} 一 (3.2.4.37) 
则 
£ 
Bris ee ee 


dims-i acs A'A 
SC 


其 中 S 是 Lw 的 线性 子 空间 . dim S 是 S 的 维 数 . 最 小 值 是 对 遍 取 Lw 的 ; 维 线性 
子 空间 而 言 的 . LI 
构造 极 值 规划 AER” b€ R" 


a' Aa 
极 值 : “< 
a'a 
— (3. 2. 4. 38) 
b'a = 0 
s.t 


其 中 是 a 向 量 的 第 i 个 分 量 . 
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由 关于 多 重 加 边 矩 阵 的 拟 特征 值 的 定义 ,并 设 b、e; 向 量 线性 无 关 ,其 中 的 
e, 是 单位 矩阵 1 的 第 i 列 向 量 , 则 (3.2.4.38) 式 的 解 是 以 下 拟 特 征 多 项 式 的 
mm 一 2 个 根 Yi， 


YIn—A b e 
b" 0 0|=o — (3. 2. 4. 39) 
e, 0 0 
并 设 刀 的 下 标 排序 是 7 入 S e S Yane 
出 定理 3. 2. 4. 22, 即 知 
T 
n= Minmi pp —(3. 2. 4. 40) 


Tg 
La = |6 aaa Pe Rs no 一 (3. 2.4.41) 
则 显然 
L, C L, 
JEP L, 由 (3. 2. 4. 31) 式 决定 . 则 由 (3. 2. 4. 36) 式 
| 


< max 一 [一 
ris PB © h a'a 


上 式 最 右 端的 二”, 由 定理 3. 2. 4. 21 的 结论 可 得 . 故 这 里 (和 以 下 ) 的 p 均 表 示 


A b 
tig l; A 
JULIE E AII IREE E, EL p< ws- 
同 理 , 可 知 有 
和 a R PPT 
故 已 有 
Ar- < Y. Hm! 
再 记 


S. ,= {S' | S'C LL, dimS' = m—3) . 


Sn = (S| SC L,, dimS = m— 2} 
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显然 又 有 
二 
因为 对 任 一 S"e S’,, 总 有 SE Snot S CS. 所 以 ， 
> 和 Gs c S 
故 
Ps na aa 2 o 
ses ,tes PB ses. , ses a'a 
再 记 
Sns = (SI S€ L,, dimS = m—3) 
则 显然 又 有 
KaT 
所 以 
fas = min maoe < ymin mapp T 7e 
即 可 知 有 
Bms S< Y, <S pms S Y. S pm 
如 此 递 推 , 即 可 证 
Mi < Y, < pe < * < Yna S n, 一 (3. 2. 4. 42) 


所 以 ,(3. 2.4.39) 式 的 拟 特征 值 y ,隔离 加 边 矩 阵 A, 的 拟 特 征 值 ya o EBL 
(3. 2. 4. 39) 式 中 的 i 可 取 i = 1,，2,…，,m, 只 要 所 取 的 e, 是 与 b 向 量 线性 无 


但 现在 将 (3. 2. 4. 39) 式 展开 , 便 知 
ThA Ee 
yil. — Ali} bli) 
b' 0 0|= = 0 一 (3. 2. 4. 43) 
b'li) 0 
e, 0 0 


其 中 Ali JE A 和 矩阵 划 去 第 i 行 、 第 i 列 元 素 后 的 m —1 MRTE, bli) b h 
量 划 去 第 i 个 分 量 后 的 子 向 量 . 利用 前 面 介绍 过 的 符号 ， 
jan bli} 


=A {l, =, i—1, i+1, =, m) 一 (3.2.4.44) 
Lb" {i} aal Ë: Ë : j 
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Adl, =s i— l, i+1l, =, m) 就 是 As 的 m 一 1 阶 加 边 主子 矩阵 . 所 以 ， 
(3. 2. 4. 43) 式 表明 ,% 就 是 加 边 矩 阵 A, JE — 4 m — 1 阶 加 边 主 子 矩阵 
Ail, e, i— l, ii 十 1,，…， m) 的 拟 特征 值 . 即 有 以 下 定理 

定理 3.2.4.23 HAER” b€R" AI=A,A4, 是 A 的 加 边 矩阵 ,A， 
加 边 和 矩阵 划 去 第 i 行 .第 i 列 元 素 后 的 余子 矩阵 , 记 为 
Ali} b{i}] 
bti ol 


<i<m 


At = | 


当 bfi 0,0 A, (i) RAFTE Y j=l, 2, =s m— 2 隔离 A, 的 拟 特征 值 
o k=1, 2, =, m—1, B) 


m SVS n < - < y, pn C 


由 上 所 述 ,这 一 定理 也 可 以 表述 成 A, WAE RER m 一 1 Et 1311 E FE BE: 093945 
征 值 隔离 A, 矩阵 的 拟 特征 值 . 并 且 , 可 递 推 得 ,A, 加 边 甜 阵 的 m 一 2 阶 加 边 主 
子 和 矩阵 的 拟 特征 值 隔离 其 m 一 1 阶 加 边 主子 矩阵 的 拟 特征 值 ,等 等 . 
附带 指出 ,一般 地 A € R”…, 则 A 的 n 一 1 阶 主子 矩阵 A 的 特征 值 显然 总 可 
以 表示 成 某 个 下 标 i 决定 的 加 边 短 阵 
A e) 
Apa Ë o 
的 拟 特征 值 . 故 定 理 3. 2. 4. 1 也 可 以 表述 成 ,A, 的 拟 特征 值 隔离 A 的 特征 值 . 这 
里 再 次 看 到 拟 特征 值 概念 与 特征 值 概念 在 一 定 条 件 下 就 是 等 价 的 . 
从 定理 3. 2. 4. 1 中 还 可 以 得 到 定理 3. 2. 4. 3 的 另 一 个 形式 . 
XA € R””, b € R", b#0 AT= A. HCE R” IC=0 
是 b'a = 0 的 任 一 个 基础 解 系 矩阵 ,并 设 
CTC= Ini C= [CC … Cni] 
C, 是 C 矩阵 的 第 j 列 向 量 . 则 由 以 上 的 分 析 , 加 边 矩 阵 A, 的 m 一 1 个 拟 特征 值 
A 就 是 矩阵 CTAC 的 产 一 1 个 特征 值 .所 以 ,由 定理 3. 2. 4. 1,CTAC RER m — 
2 阶 主 子 矩 阵 的 m 一 2 个 特征 值 应 隔离 CTAC 矩阵 的 一 1 个 特征 值 . 
由 于 


CIAC， QAC … CAC, 
GAC, CAC … QAC, 

CAC=| > | P (3. 2. 4.45) 
CIA AC, Cpi AC, * Ch, AC,, 


因此 , 记 广 ,ji，*…， jaz R l, 2, =, m— 1 中 的 任 一 个 递增 排序 的 子 列 , 则 
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C'ACHIBEBU m 一 2 阶 主子 矩阵 可 表 成 
CT jas s juz} © A $ Cljis j “ts jm} 一 (3.2.4.46) 
其 中 Ciji, jas 0s ja} = [C> C, , =, C]. 因此 , 即 是 说 
Ciji» jes ts jm-2)} © As Cji jes “ts jm} 
的 m 一 2 个 特征 值 , 记 为 r ，c，…，c。-: ,隔离 CTAC 的 m — 1 tr i ài 
Aro tts Amio BP 
A 6 A E A qia, a E, 一 (3. 2. 4. 47) 
由 定理 3. 2. 4. 2,A, J E RE AY 301 FF ME ME x, 隔离 矩阵 A 的 特征 值 M, 即 
(3. 2. 4. 12) 式 成 立 . 那么 ,如 果 问 ,对 任 一 正 整数 m 二 1, 及 任 取 的 2 组 实数 py、 
À, i=l, 2,1, m—1, j=l, 2, 1, m, # m, 满足 (3.2.4.12) 式 , 则 是 否 
一 定 存在 向 量 b AERE A A8 pe 是 A。 加 边 矩 阵 的 拟 特征 值 ,而 X, 是 A 矩阵 的 特 
征 值 ? 回答 是 肯定 的 . 为 证 明 这 一 点 , 先 引用 以 下 定理 : 
定理 3.2.4.24 设 m 为 一 正 整数 ,给 定 2 组 实数 1、5 ,ii 一 1，2，…，m 
j= 三 1,2,…,m 十 1, Hà, & 满足 


&<)<6 < < <, 


记 A = diag (Ài , Àz, =, hn)， 则 存在 实数 a 及 m 维 实 向 量 b, 使 $6 是 


矩阵 的 特征 值 “13 C 
现在 , 设 有 u. A, WAR, HW EG. 2. 4. 12) 式 . 构造 以 下 多 项 式 


fe = e J] e-a) - Ï] e- 一 (3. 2. 4. 48) 
BSO = 0464 k 81.82, e, ER. 从 (3. 2. 4. 48) 式 即 知 , 6' 是 
重 根 , 则 必定 是 
E= =, =-=, =p =y =-= 


i hea han, k n ien, 
其 中 p, E EWER. 所 以 ,可 将 SORR 
SO = EEDA (E E e e e (EEO e fO 
wia 


fe =el I E — (3. 2. 4.49) 
L 


= 


51] 见 ( 矩 阵 不 等 式 》, 王 松 桂 ` 吴 密 起 .页 忠贞 编著 ,科学 出 版 社 ,2006 年 ,第 84 页 ,定理 4.3.2 及 其 以 
下 的 证 明 . 这 里 的 表述 及 符号 上 与 之 稍 有 不 同 . 
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其 中 s= 记 十 pr 十 … 十 Px 0<s<m-L sJ f C) = 0 的 重 根 的 总 
重 数 . 当 s = om fO = E.A, BITER l, 2, m PRIK ERIA 
的 4 的 所 有 下 标 后 的 余子 序列 , Au 的 下 标 k: 类 似 . 

现在 , S'O = 0 就 给 出 了 除 外 重 根 以 外 的 闫 一 * 十 1 个 根 ,县 这 部 分 根 均 是 
单 根 . 并 且 , 注 意 到 As n A, 之 间 一 定 保持 了 严格 隔离 关系 


4, <, hp ,< 
BOK A, A, s. 和 ,代入 (3.2.4.49) 式 , 即 知 让 (个 在 开 区 间 A,» àD) i= 
1，2，…，, mm 一 一 1 上 改变 符号 , 故 必 应 有 根 
EE Q... ) 


显然 ,人 这 样 的 根 的 总 数 是 mm 一 ;一 1 个. 
青 考 虑 
PAD = T, = m) 
sign (f'a, )) = (— D“ 
再 用 一 M M>0 代 入 fO, H 
f'(—M) =M] M-a- H C M-A) 
取 M 充分 大 , 则 
sign ('(— M) = sign (— M |] c p=" (M+à4,))= C D” 
故 SOEC M, 4, KE EBER G AR E, 
£ € (=M, à,) 
类 似 地 ,可 知 
sign(f' Q, D) 一 一 1 
sign(f'(M)) = 1 (4 M 充分 大 ) 
故 又 有 EAR 
EEA M 


Rh s DERE, m—s—1 APR el R E, Et, AIA fOe = 0 y 
m+ 1 根 . 
HUAERMRKR AE, E, ET, EtA < < o <, WEINE PAF 


342 _ 实 对 称 和 给 阶 的 拟 特征 值 理论 与 应 用 


标 编 号 ,总 可 以 成 立 
& <) <& < -- Sh <... 
因此 ,由 定理 3. 2. 4. 24, 知 存在 向 量 5b、 实数 a, 使 


A b ' 
A, = [i °] A = diag, s Azs ==, An) 


Hé, 6, o Ene JE A, 的 特征 值 . 
再 由 OHEA A, ERE H , 5 31 
a= Sie — Da, =0 
且 因为 (3. 2. 4. 48) 式 的 构造 等 价 于 
Har A $ 


lal, =A |= y | ln HA I+ Eo o 


(并 注意 (3. 2. 2. 1D, bb = 1). 
即 知 ,由 这 样 得 到 的 A, 矩阵 ,其 拟 特 征 值 即 为 1， pes to p_i .并 知 , 这 里 
的 5 向量 应 满足 b"b = 1. 
由 此 即 得 以 下 定理 . 
定理 3.2.4.25 设 m 为 一 正 整 数 m > 1, 给 定 2 组 实数 ,j,i = 1, 
2, ee, m, j= 1, 2, =, m— 1, B À,, y; 满足 
À < <à, Le < u, < Àn 


ma < 


记 A = diag(À,, Aas +, 3), 则 存在 向 量 b, 使 4 是 


A b 
a= ] (b'b = 1) 
0 


br 
加 边 矩 阵 的 拟 特征 值 . = 
考虑 如 何 决定 定理 3. 2. 4. 25 中 的 向 量 b. 对 给 定 的 ,5 ,构造 拟 特征 多 项 式 
uà b 
u— à bz " ` 
=— X. [G 2) = o 
Hia ba Tiy Har 
b b, ba QO 


bi +b d b = 1 
一 (3. 2. 4. 50) 
因此 ,应 要 求 有 
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De Ne a) Mees p) 


KERE MiB 6 IRRE ee REFE Üi PF HEZI KS PENE L mi RIE ke £2 E K FE 0) 
项 前 的 系数 , 即 可 得 到 以 下 的 方程 组 
bi tbt Ho =l 


Datt Daite Da = Dn 


J#! i jem 


(3. 2. 4. 51) 


TIa -e+ TIa g+ + Ty Tl 


j=l i 
ji 722 jra 
现 记 
b =u t=(h kar Í 
1 1 1 
> > 
= 
t) 
JAA, HFN l 
A, = |: D 
j 
jon 
Hx Tà Jia 
T j=l jl 
i#1 j+? jm 
| 
” 
z" | 
ae Drm 
keq 
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可 将 (3. 2. 4. 51) 式 表示 成 线性 方程 组 
At = b, —(3. 2. 4.52) 


由 定理 3. 2. 4. 25 ,这 样 构造 出 来 的 线性 方程 组 一 定 有 解 , 所 以 ,附带 知道 , 若 给 
AEA, Am 两 组 实数 , 且 满 足 (3. 2.4.12) 式 的 隔离 关系 , 则 由 4， jp 构造 的 A,、 
及 ,总 有 


rank [ A, : b, ] = rank A; —(3. 2. 4. 53) 


成 立 . 


解 出 (3. 2.4. 52) 式 ,再 由 饭 =t /r ( 隐 含 总 有 已 > 0), 可 知 满足 定理 
3. 2.4. 25 的 向 量 b, 共 应 有 2” 个 . 

注意 到 在 几何 意义 上 , 设 是 某 曲 面 函 数 f (x) = 0 的 Hessian HRE H ftJ y 
征 值 ,x 是 加 边 Hessian 和 矩阵 的 拟 特征 值 ,加 边 向 量 上 应 是 梯度 向 量 , 以 及 用 Q = 


LB., Bar os 名] 表示 FH 的 特征 向 量 组 成 的 正 交 短 阵 ,并 注意 到 按 以 上 方式 构 
造 的 b 向 量 的 分 量 与 多 重 主 法 曲率 乘积 平均 值 </(9) 有 关 , 可 得 到 以 下 关系 式 


+ 


vfi 


s=1, 2, =, m—1 


(3. 2. 4. 54) 


其 中 必 E Q'Vf 的 第 个 分 量 . 

(3. 2. 4. 52) 式 将 拟 特征 值 (乘积 和 ) 与 特征 值 ( 乘 积 和 ) 关 联 起 来 ,因此 有 
(3. 2.4.54) 式 ,可 将 er(s) 与 Hessian 矩阵 的 特征 值 乘积 和 ,特征 向 量 及 梯度 向 
量 关 联 起 来 . 

对 于 多 重 约束 特征 值 ,由 极 小 极 大 原理 ,可 以 直接 地 推 知 以 下 两 个 推论 . 

推论 3.2.4.26 设 AER™” bi, bz, +, b, € R", 1< n< m H b, 向量 
组 线性 无 关 ,A" = A, 记 
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HIB Gis jas j) 是 As Gis jes 1o ja) 的 拟 特征 值 . 则 拟 特征 值 Ga o 
jes to jin) 隔离 拟 特征 值 z Gas jes tto ja)» BD 
Gis jas to a) Sa (jis jes to jin) S Gis jes o j) < = < 
< Hmi Gio jos jen) S Hm Gio jes to ja) 
一 (3.2.4.55) 
C 
记 
Lalis ja s j) = ta | bja =0 i=1,2,-. k ac R" a#0) 
一 (3.2.4.56) 
易 知 


L, (s ja to jin) C Li Gis ja sh) 一 (3.2.4.57) 


再 由 (3. 2. 4. 36) 式 马上 就 可 得 到 以 上 推论 . 
这 里 还 可 以 附带 指出 ,如 果 js jao o. 天 是 序列 万， 产 ，…, ja 的 任 一 个 排 
列 ,那么 ,由 行列 式 的 性 质 即 知 


Ml, — A b, b; = b; M.—A b, b, 1 b 


b; b; 
bi 0 Sje 0 
b; b, 
故 知 
AG jo w jO =a Gis j s j) 一 (3. 2. 4. 58) 


所 以 (3. 2. 4. 55) 式 表示 的 隔离 关系 也 与 所 选取 的 亡 , joo eo ja 排列 顺序 无 关 . 
推论 3.2.4.27 i A € R” B€ R” KLn<m BRA =A 
rank B =n. 则 
A B 
A. = [= od 


的 m— 1 阶 主子 矩阵 Aw {站 的 拟 特征 值 yy (让 隔离 A 的 拟 特 征 值 py,, 即 
m S m G) S pe S <. G<, 一 (3.2.4.59) 


这 里 i 是 1,2,…, m 中 的 任 一 个 数 ,A i An HEURA i ITAS i 列 元 素 
后 的 余子 矩阵 . C 
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推论 3. 2. 4. 27 也 可 以 表述 成 Aw 多 重 加 边 矩 阵 的 mm 一 1 阶 主 子 矩阵 的 拟 特 
征 值 隔离 Aw 和 矩阵 的 拟 特征 值 . 由 于 Au { 引 的 拟 特征 值 等 价 于 以 下 行列 式 的 根 
AI 一 A B e, 
Br 


T 
e; 


故 由 推论 3. 2. 4. 26 即 得 到 推论 3. 2. 4. 27. 
系 3.2.4.28 设 AER”” BER A'=A rankB=n 1<n<m. 
则 


人 
° 


A B 
A. = p o] 


的 拟 特征 值 w 与 A 的 特征 值 M, 有 以 下 关系 
ÀM < << h S Pnn S Àn — (3. 2. 4. 60) 
is Àn 是 和 , 中 的 最 小 ,最 大 值 . 
推论 3.2.4. 11 已 说 明了 单 重 加 边 和 矩阵 A , 若 A 是 约束 负 定 的 , 则 A, 的 特 
征 值 中 必 只 含有 1 个 正 实数 特征 值 和 m 个 负 实数 特征 值 ,A 是 约束 正定 的 ， 
则 情况 刚好 相反 . 对 n EMERE A , 若 A 是 约束 负 定 的 , 则 Aw 和 矩阵 必 只 含有 
n 个 正 数 特 征 值 同时 含有 m 个 负数 特征 值 . 


对 这 个 结论 可 以 用 归纳 法 证 之 . 设 m> 2. AF n RME An Æ n=l 
时 ,以 上 结论 已 在 推论 .3. 2. 4. 11 中 得 以 证 明 , 假 设 在 一 上 时 结论 也 成 立 , 则 在 
n = k+ 1 < m l, 有 
A b b e b ba] 
bi 
I 
A, = b: (A" = A) 
š 0 
b; 
(bis i 


并 记 A; An BJ ñ m +k MF E FERE, B A. ERER b,,,. brs 所 在 的 
列 , 行 划 去 后 的 余子 矩阵 . MW E 和 总 分 别 是 Au 与 Au 的 特征 值 . 由 定理 
3.2.4.1, RAR ê, BI 

E LESE ES S Ena L sua 
由 假设 ,全 中 的 j= 1,2,，…，,m 个 特征 值 为 负数 ,j = m+ 1, m2, =, m+k f° 
特征 值 为 正 数 . 故 知 中 的 i = 1,2,…，,m 个 为 负数 , 且 i = m 二 2, m 十 3,，…， 
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m 十 k 十 1 的 和 肯定 是 正 数 . 故 只 需 证 明 隔离 各、 名 ,1 的 6,， 
EnS Enn <s. 


WE Ena > 0 即 可 . 
由 


mit 


T Et Enn =l As | 
izi 


即 知 
(~ 1)” + sign (p) = sign (| Au |) 
不 妨 将 上 式 写成 
signalna) = (— D" + sign(| An |) 
但 由 于 已 设 实 对 称 和 矩阵 A 是 约束 负 定 的 , 故 ( 见 下 文 分 析 ) 必 有 
(—D".|A, I>0 一 (3.2.4.61) 
即 证 En > 0. 这 里 附带 也 证 明了 以 上 结论 对 于 A 在 多 重 约束 下 的 负 定性 具有 
必要 性 , 且 易 知 A 是 约束 正定 的 条 件 刚好 相反 . 
故 可 得 推论 3. 2. 4. 11 的 推广 . 
推论 3.2.4.29 A € R”"” B€ R” 1<n<m A'=A,rankB= 
n. A 是 B MEEA $£ IEE EERIE 
A B] 


A. = [ 
Br 0d 


的 m +n ARIES, 中 , E < Ea WJ 
&<0 j=1,2, m,n §>0 j=n+1l, n+2, =, m+n 


— (3. 2. 4. 62) 
A 是 约束 负 定 的 充 要 条 件 是 
&<0 j=1,2,%,m &§>0 j=m+1, m+2, =, m+ n 
—(3. 2. 4. 63) 
= 


推论 3. 2. 4. 29( 或 11) 虽 然 已 给 出 了 矩阵 A 在 多 重 约束 (或 单 重 约束 ) 下 正 
( 负 ) 定 的 充 要 条 件 , 但 在 应 用 上 并 没有 什么 方便 性 . 故 可 利用 以 上 的 一 些 结论 ， 
导出 具有 重要 应 用 价值 的 Mann 定理 . 

定理 3. 2.4.30 [11(Mann IEEE) 设 AER” BER 1Kn<m 


51] 引 自 4 非 线性 规划 》,M，Avriel, 上 海 科 技 出 版 社 ,1979 年 ,上 册 , 第 19 页 ,定理 2.9. 仅 符号 有 所 
不 同 . 
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A" =A rank B = n, H M RERE M 前 请 行 和 前 9 PTR Pr # sË Y T EE 
阵 , 那 么 ,A 矩阵 在 B 约束 下 正定 , 当 且 仅 当 


A,, B,. 
《一 1)"det Br > >0 p=n+l, n42, +, m 
pa 


类 似 地 ,A 矩阵 在 B 约束 下 负 定 , 当 且 仅 当 


A,, By] 
CD se >° p= n+ 1, n42, =, m "C 
证 明 : 以 A EREHE B 约束 下 负 定 为 例 . 由 约束 负 定 的 定义 , 当 矩 阵 A 在 
B'a=0 ac R” aa 天 0 


约束 下 负 定 , 即 满足 以 上 条 件 的 任 一 a, 有 


aAa 一 0 
则 对 满足 增 广 的 约束 条 件 
人 ER a#0 p=nti, m,m 
的 Ç Í 一 (3. 2.4.64) 
的 任 一 @, 必 也 有 
arh4a 一 0 
成 立 . 这 里 a,,,，…，, a JE G 向 量 的 分 量 . 
故 作 


MJ A,, (p) 的 拟 特 征 值 即 以 下 多 项 式 的 根 pCp)， 
k. Bpa 

=g 
BL 0 | 


由 于 和 矩阵 A 在 (3. 2. 4. 64) 式 的 约 东 下 是 负 定 的 , 故 由 约束 负 定 的 定义 ,A,, (p) 
的 拟 特征 值 j(p)<0 ¿i= 1,2,…, p—n. 
由 (3.2.3.10) 式 , 知 


| Ay (p) i 
| Bz.Bu | 


pon 
[aew = — D" 
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两 边 取 符号 ,有 
£= 
sign( [[ a) = C— 1)” = (— 1)"sign(| A, (p) |) 
ii 


在 上 式 最 右边 “二 ”号 的 两 边 同 乘 以 (一 1)”“", 有 
1= (— Dr?sign(| As (p) |) 
即 知 必须 要 有 
(一 D* | ApH I>0 p=n+1,n+2, mm 

故 必要 性 得 证 . 

再 证 充分 性 . 任意 取 定 的 n 宇 1, 对 人 A 短 阵 的 阶 数 m 作 归纳 法 证 明 . 先 对 m = 
n 十 1 的 情形 给 予 证 明 . 

此 时 Aw 和 矩阵 只 有 1 个 拟 特征 值 , 记 其 为 Cn 十 1), 由 (3.2.3.10) 式 ,有 


LA,Gn+ D | 


(n+1) = (— 1)" 
人 (B7B, | 


(p=nt+1) 


因此 , 若 
DT IAsnt+l))|>0 © m(n+1)<0 


BJ An Cn D 是 约束 负 定 的 . 
假设 m = k > n+ 1 Bf, 4 


(C—-1)”A,(p)|2>0 p=n+1, +, Ë 


成 立 , 则 A (p) 是 约束 负 定 的 结论 成 立 . 
则 对 m = k+ 1, ië 


C 1” | AsH) |>0 p=n+1,*, k+1 一 (a) 
成 立 . 那么 ,由 以 上 的 假设 ,这 表示 
P Bu 
Ay (k) = 
B 0 ] 


的 拟 特征 值 jk) < 0, i= 1, 2, 0, k— n, 即 Au 矩阵 是 约束 负 定 的 . 
记 An (k+ 1) 矩阵 的 拟 特 征 值 是 p(k 十 1) j= 1，2，…，, k—n+1, 则 由 
推论 3. 2. 4. 27 知 p(k) 隔离 py (k +1), Bp 


m (k+ D) S m (b) S pe (k+ 2) < e 
S< (+ l) L (b) S an EHD 
故 应 有 
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k+ D < n (k) < 0 


同样 ,再 由 (3. 2. 3. 10) 式 ， 


tan 
T[# k+ Dp (kt 1) 
pd 


两 边 取 符 号 有 


=" 


(一 1) 和 "sign(pa nn k+ D) = (— 1)"sign(| An k1) 1) 


sign(p ni (k+ 1)) = (一 1]D)*sign(| An (k+ 1) |) 


由 以 上 的 假设 (a) 式 成 立 , 故 应 有 


(— D'sign(| Ay (k+) |) > 0 


所 以 , 当 为 奇数 时 ,有 


|JA,Gk+1)|2>0 = phGk 十 1) 一 0 


当 上 为 偶数 时 ,有 


| Ap (k+1) 1<0 
故 总 成 立 Hanpi RHI < 0. RIN y H1) 


所 以 归纳 法 成 立 . 即 证 充分 性 . 


=> Mnl kt <O 
j=1, 2, =, k-n+1 全 部 小 于 0， 


而 对 于 A 矩阵 是 多 重 约 束 正定 的 判别 条 件 , 可 从 和 矩阵 约束 正定 时 的 拟 特 征 
值 均 大 于 0 条 件 类 似 以 上 作法 证 之 . 


即 证 定理 结论 . 


当 Mann 定理 中 的 ”= 1, 就 得 到 著名 的 Arrow-Enthoven 定理 . A -EE 定理 


通常 表述 为 以 下 几何 意义 的 判定 条 件 10. 


定理 3.2.4.31 设 曲面 f: f(x) = 0 x€ DC 有 R" 是 正则 的 . 


a: f 


CESI 


W Hk) 一 | af 


C1) 《 非 线 性 规划 》,M. Avriel. 同 前 注 , 上 册 , 第 142 页 . 


7 22 


Ər,əx, 


zf 


GEA 


3f 


CE 


一 (3. 2. 4. 65) 
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则 曲面 S fE x 点 处 严格 凸 向 曲面 法 方向 , 充 要 条 件 是 


det H,(k) 一 0 k= 1,2, =, m — (3. 2. 4. 66) 
曲面 f fE x 点 处 严格 四 向 曲面 法 方向 , 充 要 条 件 是 

(=D der K(k) >0 k=1,2,= m 一 (3.2.4.67) 
若 用 去 (之 ) 号 替代 以 上 不 等 式 中 的 一 (二 ) 号 , 则 * 严 格 凸 (四 )* 应 改 为 * 拟 四 
a”. Ë 


但 在 Monge 形式 
F:z= f(x) x€ DC R" 
Ayh li F L. Bete R"''ez[) E iñ 下 的 定向 是 
VF = (Vf! (x), — D" 
现 由 于 加 边 Hessian 矩阵 是 


vf o "| 
H; =|" 0 —1 一 (3.1.1.72) 


vr -1 o|] 


故 曲面 下 在 x 点 处 严格 凸 向 曲面 法 方向 VF 的 充 要 条 件 是 刀 的 拟 特征 值 
全 部 大 于 0, 即 应 当 是 


det H, =1,2, 
I et Hi(k)<0 k=1,2 m —(3.2. 4. 68) 
det H 二 0 
曲面 下 在 x 点 处 严格 凹 向 曲面 法 方向 的 充 要 条 件 , 则 应 当 是 
w D'detH, (k) >0 k=l, 2, , m 
一 (3. 2. 4. 69) 
(— 1)”"det H> 0 


这 里 再 ,(A) 仍 由 (3. 2. 4. 65) 式 给 出 , H = Vf). 
如 果 取 曲面 定向 为 (一 VA" (x), DT 方向 , 则 (3. 2. 4. 68) 式 是 曲面 下 在 x 点 
处 严格 上 四 的 充 要 条 件 ,(3. 2. 4. 69) 式 则 是 严格 上 凸 的 充 要 条 件 . 注意 ,这 里 的 
定向 ( 即 曲面 F 的 法 方向 ), 即 指 曲面 一 般 函 数 形式 是 
F: z— f(x) = 0 
对 此 一 般 曲 面 函数 ,其 加 边 Hessian 矩阵 应 是 


-Vf 0 Vf) 
H; = o 0 1 


—V'(x) 1 0 
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H (3. 2. 4. 68 一 69) 式 即 有 此 结论 . 
例 3.2. 4.2 Monge 形式 的 曲面 函数 


z= a,b2>0 zz 二 0 


考察 此 曲面 在 R° 空间 上 的 止 ( 凸 ) 性 状 , 以 及 对 任 取 的 办 过 0, 考 察 


= = ri 
决定 的 曲面 (曲线 ) 在 R: 空间 上 的 是 性 . 
解 : 由 
z= xz; = f(x) x€ R° (m= 2) 
得 


Sa E S bz 


9x! Ti gr x: 


of ala—Dz Ëf 600 一 1D)z Pf _ abz 


az z? az x? Əmər, “m. 
a(a—1) az 
# az 
H,(1) = š det H,(1) =—— < 0 
az z 
za 0 
s Ti 
ala— 1) ab az 
7 =. z — 
= Tit: 2i 
b b(b—1 b , 
B= | es | qr m EO 
zzy 六 =: zin 
jE bg 0 
L Tı T: 
ala— 1) ab 
T £ z 
H ka - det H =ab(1—a—b — 
E 二 
ab 6 一 D。 Ú * Z 
Tim = 
则 在 R° 空间 上 ,由 
= = zz 


决定 的 曲线 上 ,不论 a, b 取 何 值 , 均 有 
(— 1) + det H,(1) 20 (—1)?°det H,(2) > 0 


>o 
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由 (3. 2. 4. 67) 式 故 可 知 曲线 严格 四 向 其 法 方向 . 这 里 法 方向 由 


væ = (%, s= 


= x: 
给 出 . 
而 在 R°: Sak 4 a +b < 1, det 刀 二 0, 由 (3.2.4.69) 式 在 给 出 的 定向 为 
VF = C—V/!(x), DT 
时 ,曲面 F PZ E. a+ b= l, det H = 0, 曲 面 下 是 拟 ( 上 ) rd. B 4 a+ 
b > 1Bf,det H < 0, DA (3. 2. 4. 68 ~ 69) 式 均 不 能 满足 , 故 曲 面 下 在 其 任 一 点 
AÈ BP MI BP Ay. 
实际 上 , 当 a 十 6 二 1 时 , 加 边 Hessian 和 矩阵 


H 0 vi 
Hi=|O o -1 
yf —1 0] 


的 2 AMREF 0; atb = 1 时 , 则 拟 特征 值 中 一 个 为 0, 另 一 个 小 于 0 
当 a 十 b 之 1 时 , 则 拟 特征 值 中 一 个 大 于 0, 另 一 个 小 于 0; 即 知 上 述 结果 . 
$3.2.5 拟 特征 向 量 、 主 法 曲率 及 其 可 微 性 

以 下 均 设 AE R””, b € R”, b#0 4 是 4A 的 加 边 矩 阵 , 且 AT = A. 


由 于 实 对 称 加 边 和 矩阵 A, 的 m 一 1 个 拟 特征 向 量 & 是正 交 的 , 故 由 
(3.1.1.59~60) 式 ,构造 


Q= [oo ,as 一 (3.2.5.1) 


Q = [0 a, +, G. I, b] (Tb = 1, b7 a, = 0) — (3. 2. 5. 2) 


称 Q 和 矩阵 是 矩阵 A KARERE. QE RO, Q'Q= Inai BJ 
QQ 是 列 向 量 正 交 的 矩阵 . 


QTAQ = diaglpa, ps s Hmi) 一 (3.2.5.3) 
另 一 方面 , Q, € R”” B Q, 是 正 交 矩阵. 但 
m 0 — 
I -7 
QÏAQ, = 0 T š KAS: A) 
Pm- Ymi 
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其 中 , y, i=l, =, m- 1 是 (3.1.1.54) 式 中 的 辅助 参量 . 它 也 就 是 
(3.1.1.33) 式 中 的 工 一 乘 子 (之 一 ). 除非 7 = 0 ¿= 1,…，, ma, 否则 正 交 和 矩阵 


Q, 就 不 是 A 的 谱 分 解 矩阵 .但 若 X = 0, 由 (3. 1. 1. 54) 式 即 知 ,& 必定 也 就 是 A 
的 特征 向 量 , 从 而 上 :特征 值 一 定 就 是 A 的 特征 值 M. 特别 地 ,b"Ab 也 必定 是 A 的 
特征 值 之 一 , 故 b 必定 是 A 的 特征 向 量 511 

注意 Q@ 甜 阵 按 (3.2.5.3) 式 给 出 的 A 矩阵 的 对 角 化 形式 ,是 (m— 1) x 
(m— 1) 阶 的 矩阵 .其 主 对 角 元 素 刚好 是 A 矩阵 的 m 一 1 个 拟 特征 值 yx;. 故 也 可 
以 将 其 称 之 为 是 A 矩阵 的 m 一 1 阶 谱 分 解 . 

由 (3.1.1. 12) 式 的 广义 RayLiegh 商 有 (1) 的 形式 ,并 由 (3. 1. 1. 18) 式 可 得 一 
般 形式 下 


RD = ALAA — (3. 2. 5. 5) 
1TATAL 
的 广义 RayLiegh 商 的 极 值 R, 是 以 下 行列 式 
| RATIA 一 AAA |= 0 一 (3.2.5.6) 
的 根 . 
这 里 A € R™…"， 且 A 是 约束 条 件 
b'a = 0 


的 任 一 个 基础 解 系 矩阵 
将 A 用 正则 曲面 函数 f(x) = 0 的 Hessian 8 B£V°f(x)/ || Vf(x) | RA, b 


用 W (x) 代替 , 则 第 一 基本 二 次 型 矩阵 了 = ATA, 第 二 基本 二 次 型 矩阵 下 一 


AAA, MG. 2.5.6) 式 也 就 是 Weingarten 英和 的 特征 行列 起 , 
现 再 取 C € R” 是 bra = 0 的 另 一 个 任 取 的 基础 解 系 矩阵 , 且 C 满足 
CrC = Ipa BI, i= 1, …，m 一 1 是 CrAC KERERE AE, i E R", 并 记 
T= [人 和， bna] E RD TT = L., 


即 工 是 正 交 和 矩阵. 则 T HERE CTAC 矩阵 的 谱 分 解 矩 阵 , 且 
TTCTACT = diag(n » pes s Ani) 
pi EMAER A, 的 拟 特征 值 , 并 记 


a=Ahs P=Ct stEcR s,t#0 


C13 附带 可 知 , 若 如 4 是 A 的 特征 值 之 一 , 则 bTAb 只 能 是 A 的 最 小 .最 大 特征 值 中 的 一 个 . 
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则 @、B 分 别 是 以 A、C 为 基 的 bra = 0 的 解 向 量 ,a、B € R". 则 可 知 ( 见 
(3.1.1.58) 式 )， 


A A 
@_ =Ct, i=1,2, =, m—1 


是 A, 矩阵 的 拟 特征 向 量 . 
故 (3. 2. 5. 1) 式 的 和 矩阵 Q, 由 


Q= CT 2 人 
决定 . 且 由 于 基础 解 系 4、C 抑 阵 一 定 存在 (m— 1) X (m— 1) 阶 过 渡 和 矩阵 S, të 


C=AS 1SIz0 一 (3.2.5.8) 
一 般 地 S 并 不 是 正 交 和 矩阵 ,也 不 是 对 称 和 矩阵 . 
记 
Q. =ST Q € R” D |Q|z#0 一 (3.2.5.9) 
则 可 得 
Q= AQ, 一 (3. 2. 5. 10) 
因此 ,有 


| —(3. 2.5.11) 
QÏA"AAQ, = diag( , pes s pna) 


这 里 应 将 A. A fl Q, 都 理解 为 数值 矩阵 
G. 2. 5. 11) 式 表示 ,矩阵 ATA、ATAA 可 由 和 矩阵 Q, 同时 对 角 化 . 注意 ,这 里 
Q, 矩阵 只 是 可 道 矩 阵 而 一 般 地 并 不 是 正 交 矩阵 . 故 (3. 2. 5. 11) 式 表示 的 “对 角 
化 ”, 意 义 上 和 传统 的 实 对 称 和 矩阵 谱 分 解 的 对 角 化 是 有 区 别 的 .因此 ,ATAA、A7 
AREH Q, 矩阵 的 合同 变换 而 同时 对 角 化 ,不 表示 乘积 矩阵 ATAA ° (ATA)! 
一 定 是 对 称 矩 阵 . 
由 于 (3. 2. 5. 6) 式 
| RATIA 一 ATAA | =| (Q) 'Q'(R.ATA— A! AA)Q.Q;' | 
=| Q |7? -| R.(Q'ATAQ,) — (Q'ATAAQ,) | 
=| Q|? | RT。 — diag (> pzs pn) | 
=0 
即 (3. 2. 5. 6) 式 总 等 价 于 一 个 实 对 角 和 矩阵 的 特征 行列 式 . 但 同时 ,由 于 
| RATIA 一 AIAA |=| Rl, — ATAA * (ATA) |*| ATA | 
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故 
| RI n — ATAA s ATAO | S0 8 |R Ina 一 diag( s ps ts Hmi) | 
=0 


BPA JAB AAA (4A74) ' CH. ATA 为 正定 矩阵 ) 的 矩阵 ,其 特征 行列 式 实际 上 
等 价 于 一 个 实 对 角 和 矩阵 的 特征 行列 式 . 因为 ,车 记 


D = diag(pa, pzs s Hmi) 


则 
A'A= (QQ (COATA = QQ 
A"AA = (QD DQ;' 
ATAA -AAD = (QD ' DQ 

故 


AAA e (AITA) 一 一 了 


即 二 者 相似 . 由 于 乘积 矩阵 ATAA (4I4) 一 具有 与 W 映射 矩阵 相同 的 形式 , 故 
由 此 可 知 , Weingarten 映射 矩阵 W 总 相似 于 一 个 对 角 和 矩阵 ,所 以 ,W 映射 实质 
上 是 自 伴 映射 ,虽然 其 矩阵 一 般 并 非 是 对 称 矩 阵 . 


对 于 R” 空间 上 的 正则 参数 曲面 片 rw) ,将 并 给 出 的 Jacobi 矩阵 看 成 是 等 
价 的 一 般 曲面 函数 /(x) = 0 x = r(u) 的 切 超 平面 方程 


Vf œa = 0 
的 基础 解 系 矩 阵 , 则 
Poi —(3. 2. 5. 12) 
Ju 
arT ər 


由 于 I = W uT = A'A, 故 以 上 的 分 析 , 就 是 矩阵 理论 中 的 奇异 值 分 解 的 方 


法 . 在 这 个 意义 上 ,了 矩阵 的 特征 值 就 是 艺 矩 阵 的 奇异 值 的 平方 . 


对 于 以 上 所 指 的 矩阵 C, 可 以 看 成 是 以 上 切 超 平面 方程 的 另 一 个 列 正 交 且 
归 一 化 的 基础 解 系 矩阵 ,可 用 
ar o 
== 


表示 . 由 于 在 正则 曲面 上 任 一 点 x 的 邻 域 ,总 存在 m — 1 条 正 交 的 曲率 线 ( 见 下 


一 (3. 2.5. 13) 
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文 ) ,因此 ,(3. 2. 5. 13) 式 表示 的 C 矩阵 总 是 存在 的 . 
由 (3. 2.5.8) 式 ,就 有 


EL 一 (3.2.5.14) 
故 将 u = u(v) 看 成 是 作 了 一 个 参数 变换 ,所 以 S 是 u 关于 v 的 Jacobi 矩阵 
g=% 一 (3.2.5.14a) 
ðv 


将 (3. 2.5. 14a) 式 写成 为 下 式 


ar arad 一 (3.2.5.15) 

ðu av ðv 

则 这 一 关系 ,就 是 矩阵 理论 的 奇异 值 分 解 中 的 极 分 解 定理 的 结论 所 保证 . 
定理 3. 2. 5. 1( 极 分 解 定理 ) i A € C” llm > n, WJ 


A= XZ 


其 中 ZE CEFER, Z = A'A, mi X € C”" 是 列 正 交 的 , X'X = I € 
C", 且 半 正定 因子 Z 由 矩阵 A 唯一 确定 ,2 的 特征 值 就 是 A 的 奇异 值 . 当 AE 
C" "上 且 非 奇异 时 ,Z 是 正定 的 512 C 
推论 3.2.5.2 BAER” m2 n H A 是 列 满 秩 矩 阵 , 则 可 得 到 以 下 
分 解 ， 
A=XZ XER Z€ R" 


X 是 列 正 交 且 归 一 化 的 矩阵 ,1Z|>0, 并 且 Z J E — ffl 8 Be. = 

这 一 推论 的 结论 易 知 . 实际 上 ,由 于 A 是 列 满 秩 矩 阵 , 记 A = [al a，…， 
an], 则 可 通过 Schmidt 正 交 化 ,使 A 成 为 列 正 交 的 矩阵 B. 由 Schmidt 方法 ,B 
的 列 向 量 b, 可 以 由 下 式 递 推 得 到 ， 


b =a, 

b Sub 2,3 
Saa p a i 

Š {bro ? 


将 以 上 第 2 式 中 的 b Ha k = 1, 2, ++, i 表示 出 来 ,如 


T 
a;a, 
3a 
aja, 


ala, 
J)a = acuta cu = 


b — a, — [ 


F. 
aa, 


(ll 《特殊 矩阵 ), 陈 景 良 、 陈 向 晖 , 同 前 注 , 第 336 一 337 页 ,定理 5.4. 11, 极 分 解 定理 对 于 mn、 m= n 
的 情形 都 男 有 结论 ,但 这 与 本 书 的 内 容 无 关 , 故 不 详细 引用 .A7 SER H RREA JENER. 
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同 理 有 
b, = a, 一 caal 一 coagz 


aja, (ala)(alqa;)— (alas)(alas) ala, 


c P 
rt (aja, ) (azaz) — (ala,)° aia, 
Caja, )(a}a;) —(ala,)(ala,) 
cn 一 


(aral)(azas) — (a; a2)? 


REHE O, AT ff tE F. — ft Ms W: 


1 一 ca 一 cn _ <, 
1 一 ca 一 ca 
Č= 1 ca 
| 9 1 
使 
AČ=B 
Ba, 线性 无 关 , 故 b, Z 0. 可 作 
lb ~ "EA 0 | 
Š= DAE 
9 Mb. ai 
则 
BB = Xx (ČŘ = Z>A = XZ 


显然 ,2 是 上 三 角 和 矩阵 ,上 且 Z 的 主 对 角 线 元 素 


Z,= lb >0 ií=1,2,-, n 


故 121> 0. 
将 推论 3. 2. 5.2 应 用 于 (3. 2.5. 15) 式 , 知 必 也 是 上 三 角 和 阵 , 且 | > o. 
EZ 给 定时 ,2 由 2 唯 -决定 
av d GI 


C13 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ,ca 、cz 的 分 母 在 a, 线性 无 关 时 ,是 重大 于 0 的 , 余 可 类 推 . 
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ar ðr Ju 


将 二 看 成 是 元 经 Schmidt 正 交 化 ` 归 一 化 得 到 的 矩阵 , 则 区 矩阵 由 下 式 给 出 


I 
2 一 (3.2.5.16) 
av ðu ay 

Ər' a a Ər' a 

Jep I w = Z 字 , 类 似 地 记 了 (v) = D T gg, 

ou Ju 3v av 


得 现在 的 问题 是 这 样 得 到 的 到 矩阵 并 不 一 定 是 关于 v 变量 可 积 的 51), 即 


可 微 参数 变换 u(v) 并 不 一 定 存在 . 若 满足 以 上 性 质 的 参数 变换 u (v) ff fE > WJ Hi 
ulv) 函 数 的 二 阶 可 微 性 ,应 成 立 可 积 性 条 件 


Fu, u, 


=- Vi, j,k 8.2.5.1 
3999,  3v,ðv, 7 


将 (3.2. 5.16) 式 的 等 号 右边 看 成 是 短 阵 [/] — | | ,其 中 /显然 只 含有 we，， 
uas s 1 变 元 ， 散 可 积 性 条 件 可 表示 成 ,对 Vi js k 


P a s 3 
J Da ED E agg, 28: 18) 


£! au, fHu, guiau  dv;ðv, 


所 以 , 当 且 仅 当 (3. 2. 5. 6) 式 右边 的 函数 矩阵 满足 (3. 2. 5. 18) 式 , 则 以 上 的 参数 
变换 函数 u(v) 存 在 . 


注意 以 上 所 确定 的 区 矩阵 是 带 有 随意 性 的 . 因此 ,可 以 想见 ,随意 确定 的 


ər 
av 
敌阵 ,不 一 定 满足 可 积 性 条 件 . 其 次 ,也 可 以 想见 ,要 求 业 是 正 交 且 归 一 的 秆 阵 , 对 
于 曲面 显然 是 不 可 能 的 条 件 . 故而 ,可 以 更 符合 实际 地 将 以 上 um) 变换 表述 如 下 . 

若 正则 参数 则 面 片 存在 用 < 参数 表示 的 丽 数 r(z), 且 于 是 列 正 交 的 (但 不 是 
归 一 的 ), 则 曲面 片 的 任 一 u 参数 表示 的 函数 r(a) ,可 经 以 下 变换 


A ar 9 a 
= pwa S TT) = TH) Tü) € R- 
az ðu ay ay 
一 (3.2.5.19) 
使 
Ər ou _ ar 
ju az 3z 


a 当 可 积 时 ,这 符号 可 视 为 篇 导 数 ( 甜 阵 ) ,否则 ,只 是 一 个 矩阵 的 符 对 . 
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其 中 rež Tya TREE ERES Sea TE h 36 pE 


a 
a 3 Aare 
9z 3v 


HG. 2. 5. 19) RIA W if) P BGE BF 8 E n| BUPE 38 fF. 

换 句 话说 ,如 果 正 则 参数 曲面 片 r(w) 能 够 经 适当 选择 参数 ,使 得 曲面 片 能 
在 正 交 的 曲线 坐标 网 上 得 到 表示 ,那么 , 充 要 条 件 是 存在 一 个 矩阵 T, 使 
(3. 2. 5. 16) 式 右边 的 函数 矩阵 在 了 的 ( 右 乘 ) 作 用 下 满足 可 积 性 条 件 . 由 于 过 渡 


矩阵 了 的 右 乘 ,(3. 2. 5. 19) 趟 得 到 的 变换 垂 阵 到 就 不 再 一 定 是 上 三 角 矩 阵 


(3. 2. 5. 19) 式 给 出 的 变换 u( v) ,与 曲面 之 间 的 保 角 对 应 ( 共 形 映照 ) 和 等 温 
参数 变换 有 关 , 对 此 不 再 详 述 . 仅 给 以 下 示例 予以 说 明 . 
例 3.2.5.1 R? 空间 上 的 单位 球面 


COS u COS u; 
r(u) = |cosuisinu; 
sinu, 


RAM OUR N 985 BU t. 


解 : 
一 sin kicos uz — COS usin uz 
ər š š 
— = |—sinuysnu COS u COS u; 
au 
cos u, 0 
mı 0 ] n 0 ] 
=! I '= 
LO costu, LO cos u, 
易 知 
— sinuicosu: — Sin uz 
ar ' à 
一 一 | 一 sin usin uz cos us 
3v 
cos u, 0 
故 
ðu ar™ a 1 0 了 
-x arf Pe 
az au 3v 0 cosu, ay 


现在 易 知 如 果 取 T= I , 则 上 式 给 出 的 2 不 满足 可 积 性 条 件 , 因 为 此 时 “1) 


51] 以 下 的 二 阶 偏 导数 符号 仅 有 形式 上 的 意 指 , 只 为 了 简化 表述 . 
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au, Fu, 
du ðv? guidu: 0 0 
Jviðv |u: Puz -k cos AREN 
3v? gotgu: 


故 
Iu: RE Puz 
= cos uis =0 
PREE cos wnt a 
显然 , 若 取 
0 cosu, 
r=| ] 
COS ul 0 
则 
au Ñ TR] 
az [1 o 
R Ju 
易 证 这 样 的 5 满足 可 积 性 条 件 . 并且, 知 
一 cos uisin uz — cOsuisinuicOS u; 
ər _ ər ou | P | 
一 一 一 一 一 COS kicos kz — COS kisin Usin uy 
9z u əz 
0 cos’u, 
得 
ər" 9 cos’u 0 
r-r -[ : ] 
9z gz 0 cos'u, 


为 等 温 参 数 形式 的 第 一 基本 二 次 型 矩阵 (12 还 可 以 知道 , 若 要 求 世 的 列 向 量 是 


归 一 的 , 则 汪 就 仍 不 能 满足 可 积 性 条 件 . 


au 


D g 


变换 就 是 Mercator 映射 . 
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由 此 例 可 见 ,求解 正 交 曲 线 网 上 的 正则 参数 曲面 函数 r(z) 可 转变 为 求 过 渡 
矩阵 了 ,使 到了 满足 可 积 性 条 件 . 但 这 在 R” 空间 上 仍 是 很 困难 的 . 

由 于 曲面 上 任 一 点 处 均 有 一 1 条 正 交 的 曲率 线 ( 见 下 文 ) , 故 在 局 部 ,曲面 
可 以 用 正 交 的 曲率 线 作为 其 参数 表示 , 在 这 个 (局 部 的 ) 意 义 上 ,上 述 的 2 这 样 的 
可 积 的 变换 矩阵 是 存在 的 . 

因此 ,在 开 算 阵 变换 下 ， 


du” 


IG) = 


a 
I G) = diag(gu s gas es Bon vim) 
az 


Iu" a 
IQ) = “E g = diaglen, cr s Cenni) 
9z 3z 


T aT 
wo = Ewa (E) = diagten gi s caga» es co penn Eiio) 
az Ju 
-(3. 2. 5. 20) 
这 里 不 成 立 &, 三 1，Vi, 一 般 也 不 成 立 g = g, Vi, jA c, 不 是 主 法 曲率 ， 


而 主 法 曲率 z, = cv,/&,. 注意 在 (3. 2. 5. 20) RP, I. 了 下 之 间 的 变换 是 合同 变换 ， 
而 W 矩阵 之 间 的 变换 则 是 相似 变换 . 

RAHI, TOR RIE u 参数 向 量 已 给 定 某 个 值 的 条 件 下 的 数值 矩阵 ， 
则 可 经 (3. 2. 5. 11) 式 ,由 数值 的 变换 矩阵 Q,, 得 到 对 角 化 的 Q' IQ, Q IQ, 8: 
阵 , 且 前 者 为 单位 阵 , 后 者 的 主 对 角 元 素 就 是 主 法 曲率 . 

曲面 的 以 上 性 质 与 曲面 上 一 点 处 的 主 法 方向 向 量 之 间 的 相互 关系 有 关 . 在 
本 书 以 上 的 分 析 中 ,其 实 给 出 了 意义 上 有 差异 的 又 相关 的 三 个 不 同 的 主 法 方向 
向 量 的 概念 . 它们 都 表示 为 矩阵 的 特征 向 量 ( 拟 特征 向 量 ). 


(1) Weingarten 映射 矩阵 W 的 ( 非 0) 特 征 向 量 , 用 上 表示 .1 满足 
WEAF, — (3. 2. 5. 21) 
(2) Weingarten 映射 (行列 式 ) 的 ( 非 0) 特 征 向 量 ,用 & 表示 . u, 满足 
Hu =à Iu, — (3. 2. 5. 22) 
(3) 加 边 Hessian 矩阵 的 ( 非 0) 拟 特征 向 量 ,用 & 表示 . a 满足 


[VFO — pln] a + Y, Wx) = 0 —(3.2. 5. 23) 
其 中 4、Ai 分 别 指 特征 值 . 拟 特征 值 . 
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这 三 个 ( 拟 ) 特 征 向 量 之 间 存 在 以 下 关系 (参见 (1. 2. 32a) 式 )， 
w= It t= Iu, 
i ara ar aA —(3. 2. 5. 24) 
a, = t: 


注意 以 上 未 考虑 4 &，&, 的 归 一 化 . 

由 于 在 了 克 不 同 为 对 角 和 矩阵 时 ,W 矩阵 不 是 对 称 和 矩阵 , 故 一 般 地 ,向量 之 
me, 也 一 样 ) 不 会 是 正 交 的 . 只 有 gx, 向 量 之 间 总 可 以 保持 正 交 性 . 当然 ,在 给 定 
rm) 曲面 函数 的 参数 u 的 某 个 数值 时 ,将 7、 下 看 成 数值 矩阵 ,那么 ,可 以 由 前 述 
的 Q, 矩阵 变换 ,得 到 全 部 正 交 的 5、&; 和 &, 向 量 组 ,并 可 以 同时 使 它们 归 一 化 . 

在 1、 了 1 均 为 本 数 短 阵 的 条 件 下 ,由 于 不 存在 可 积 的 毕 变 换 , 使 曲 面 的 第 一 


基本 二 次 型 甜 阵 成 为 单位 阵 , 故 ,不 可 能 使 8,、#,、 5 对 所 有 下 标 i 同时 归 一 化 ， 
并 且 保 持 (3. 2. 5. 24) 式 成 立 . 


只 有 在 局 部 的 意义 上 ,利用 前 述 的 开 变 换 ,由 (3. 2. 5. 20) 式 ,可 以 得 到 对 角 


化 的 印 (z) 矩 阵 ,这 时 ,各 ，& 和 人 向 量 组 均 是 正 交 向 量 组 . 但 这 三 者 依旧 不 能 在 
保持 (3. 2. 5. 24) 式 关系 的 条 件 实现 同时 归 一 化 . 且 由 W(z) 与 W(w) 和 矩阵 间 的 相 
似 变换 关系 , 知 二 者 具有 相同 的 特征 值 , 但 特征 向 量 间 有 关系 
Lan = 20 hor) —(3.2. 5. 25) 
əz 

余 可 类 推 . 

再 考虑 拟 特 征 值 p MAPIE ta, 的 可 微 性 问题 . 由 于 拟 特征 值 (向 量 ) 本 
质 上 等 价 于 特征 值 ( 向 量 ) , 故 有 关 函 数 矩 阵 特征 值 (向 量 ) 的 可 微 性 定理 ,可 以 直 
接 移 用 于 拟 特征 值 (向 量 ). 

Br € C' AW) € C™ EH Euclid 空间 上 连续 可 微 的 函数 向 量 、 矩 
阵 51 

“定理 3. 2.5.3 ”特征 值 是 连续 地 依赖 于 矩阵 的 ,其 含义 如 下 : 如 果 {A。} 是 
KAHI nx n 矩阵 序列 ，limA。 = A, 那 么 ,A。 的 特征 值 集 收敛 于 A 的 特征 值 集 . 
换 句 话说 ,对 每 个 二 0, 存在 正 整数 ,使 得 当 m > kt, A, 的 所 有 特征 值 属于 
A 的 各 特征 值 以 其 自身 为 中 心 以 e 为 半径 的 圆 盘 之 并 . " 


51] 以 下 关于 特征 值 , 特 征 向 量 的 可 微 性 的 分 析 , 均 引 自 (特殊 矩阵 ), 陈 景 良 、 陈 向 晕 , 同 前 注 , § 9.5 W 
有 关内 容 . 所 引用 的 定理 的 证 明 (车 未 写 出 的 ) ,具体 可 见 原著 ,所 引用 的 定理 以 “* ”上 标注 明 . 
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“定理 3.2.5.4 设 A(0) 是 实 变量 HTM n < n 矩阵 值 函 数 ,A(0) 有 单 重 
特征 值 ,其 含义 为 0 是 A(0) 的 特征 多 项 式 的 单 根 , 则 对 于 足够 小 的 t+，A(1) 
有 一 个 特征 值 XC). 它 对 4 可 微 ,而 且 X(0) = X. C 

证 明 : A(0) 的 特征 多 项 式 

FO, O = det QI — AG) 


是 4 的 n 次 多 项 式 ,其 系数 是 上 的 可 微 函 数 . AQ 是 ACO) Ky A YE WJ 8 2, FAL 
涵 着 


, 0) = 0, =f, 
JSA 0) = 0 r 0) #0 


Pere 


根据 隐 函 数 定理 ,在 如 此 条 件 下 ,方程 
fO, = 0 


有 解 = AGO. iñi H k 4" f fE t = 0 的 一 个 邻 域 中 对 上 可 微 , 即 证 . 

在 定理 3. 2. 5. 4 的 条 件 下 ,可 以 选取 属于 特征 值 A(1) 的 特征 向 量 对 1 是 可 
微 的 , 这 里 的 “可 以 选取 ”说 法 的 意思 是 因为 特征 向 量 总 可 以 差 一 个 不 可 微 的 纯 
量 函 数 因子 . 这 一 结论 可 表述 为 以 下 定理 : 

“定理 3.2.5.5 Ü A 是 定理 3.2.5.4 中 描述 的 矩阵 值 函 数 ,4(1) 是 那里 找 
述 的 A(4) 的 特征 值 , 则 可 选取 ACO 8 F At) 的 特征 向 量 x(0) 是 对 上 可 微 的 ， 国 

证 明 从 略 . 

以 上 所 引 的 这 三 个 定理 中 ,对 于 所 指 的 矩阵 4, 并 没有 是 自 伴 矩阵 这 一 要 
求 .但 对 于 和 矩阵 的 多 重 特征 值 的 可 微 性 问题 ,情况 就 会 很 复杂 ,通常 只 能 限定 在 
A 矩阵 是 自 伴 和 矩阵 的 场合 . 但 这 一 限制 ,对 于 本 书 所 分 析 的 问题 已 足够 了 . 因为 
曲面 函数 的 Hessian 矩阵 或 其 第 一 二 基本 甜 阵 均 是 自 伴 (对 称 ) 矩 阵 . 

“定理 3.2.5.6 设 4(0 = [a (1)] 是 自 伴 矩阵 ,其 每 个 元 素 a 是 实 变量 : 
的 可 微 函 数 . 假定 在 上 = 0, ACO) H k > 1 重 特征 值 x. 用 .表示 A(0) 属于 和 的 
特征 向 量 生成 的 上 维 空间 , P 表示 映射 至 W 上 的 正 交 投影 . 假定 # 到 的 自 伴 
映射 PA(0)P H k 个 不 同 的 特征 值 

to, š, 


并 用 
y, e y” 
表示 相应 的 规范 化 的 特征 向 量 , 则 对 足够 小 的 ACORT k ARETE 
AC), e, À. (O 


近乎 于 ,具有 如 下 性 质 : 
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(1) 每 个 1(O 可 微 地 依赖 于 :而 且 随 一 0 Aho. 
(2) 当 4 关 0 时 ,和 (1),，…, (2) 是 不 同 的 . 
(3) A(D) 属 于 4(1) 的 特征 向 量 x (2)， 


AXP GO 一 和 CO (O 
可 以 如 此 规范 化 ,使 得 x (2) — y”, "4 — 0. 加 
证 明 从 略 . 但 应 说 明 , 当 :充分 小 时 ,以 上 所 述 的 特征 值 


d 
(CO ， 


存在 , 即 A, CO JETI DARY. 并 且 ,以 上 定理 的 结论 可 见 , 当 上 充分 小 但 不 为 0 B$, 8: 
阵 A(z) 近 乎 于 & 重 特征 值 M, 的 有 上 个 单 根 特征 值 4,(2) 以 及 4,(4) 所 对 应 的 特征 
向 量 x (0. 4 80, AD Ao s xÀ (1) 一 y”, 由 单 根 特征 值 对 应 的 特征 向 量 的 
可 微 性 (定理 3. 2. 5. 5) ,可 推 知 这 里 的 x (OZE t 充分 小 时 是 可 微 的 . 

H T AGE fe EBE k ACOH 人 >1 重 特征 值 x 的 特征 向 量 可 生成 k 维 
子 空间 , 记 其 为 .人 当 特 征 向 量 x(2) 连 续 变化 时 ,如 果 其 可 微 , 则 对 


AMW) = Axl) 
求 导 ,并 在 上 = 0 取 值 ,有 
AC0)x(0) + A(0) x(0) = A(O)x(0) + A(0) x(0) 


一 (3.2.5.26) 
其 中 

Àw = 2222 

用 P 了 表示 映射 至 .上 的 正 交 投影 ,应 有 

PA(0) = A(O)P 

而 且 中 的 特征 向 量 x(0) 满 足 
Px(0) = x(0) 

故 将 已 作用 于 (3. 2. 5. 26) 式 有 


PACO)Px(0) +A(0)P x(0) = À(0)x(0) +A(0) P x(0) 
亦 即 


PA(0)Px(0) = À(0)x(0) 一 (3. 2. 5.27) 


AAW HEKA APELA P KIE i PA(0)P 也 就 是 自 伴 的 . 所 以 ,上 式 
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表示 PA (0) P A A #J AM JEHA OBAE P À (0) P 在 .W 上 的 一 个 特征 值 ,而 
x(0) 是 A(0) 的 一 个 相应 的 特征 向 量 . 

故 (3. 2. 5. 27) 式 所 表示 的 关系 就 构成 了 定理 3. 2. 5. 6 中 的 一 个 条 件 511 

由 定理 3. 2. 5. 3 一 6 所 给 出 的 条 件 与 结论 下 ,可 以 说 ,曲面 函数 f(x) = 0 给 


出 的 加 边 Hessian 年 阵 的 拟 特征 值 六 , 拟 特征 值 向 量 & 对 x 变量 在 &, 为 单 重 拟 特 
征 值 时 ,Ap 、& 是 可 微 的 ,在 人 是 > 1 重 拟 特征 值 时 ,在 x 的 领域 ,可 将 n, 近乎 
于 看 成 是 4 个 单 重 拟 特征 值 /7 ,并且 ,pA” 对 应 特征 向 量 &” j=l, 2，…,，A， 
从 而 ,wm AP 关于 x 是 可 微 的 . 因此 ,以 下 总 是 不 加 区 别 地 假设 在 正则 曲面 上 
的 任 一 点 的 邻 域 , 拟 特征 值 久 、 拟 特征 向 量 &, 关于 x 可 微 . RUS D, 是 k > 1 ft 
拟 特征 值 时 , 均 用 上 述 的 29, G 来 近似 地 表示 与 y、 色 等 价 的 量 . 


附带 指出 ,对 于 AE RU, R AEA 的 单 根 特征 值 ,a 是 其 对 应 的 特征 向 量 ， 
则 (3. 2. 5. 27) 式 可 表 成 以 下 关系 


d d 
aa = A 
Ti dt j 


Àa+Aa 一 ja 二 ha 
arAa+arAa 一 ii 二 MaTra 
因为 I 
a'a=1]1 > a'a=0 


arAa =AaTa=0 


À = a' ja -(3. 2. 5. 28) 


但 (3. 2. 5. 28) 式 在 拟 特征 值 x 不 同时 是 A 矩阵 的 特征 值 时 ,一 般 是 不 成 立 的 ， 
因为 此 时 有 


从 sn 
a' Aa = ù—2ya' b 
ñkq b > 0 or y 0 (ËJ p RERE ACO695546 48) ,就 得 不 到 总 成 立 
aask 


C1) 定理 3.2.5.6 AF AREER ACKER, E. S 3. 13 W. 具体 证 明 可 见 原著 - 
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的 关系 . 这 里 g 是 对 应 的 A, 垂 阵 的 拟 特征 向 量 513 

推论 3.2.5.7 R" 空间 上 的 正则 (参数 ) 曲 面 (或 曲面 片 ) 的 x 点 处 的 m 一 1 
个 主 法 曲率 必 ( 或 <) 及 其 对 应 的 主 法 方向 向 量 &, ,作为 自 伴 的 Weingarten 映射 
矩阵 的 特征 值 ,特征 向 量 所 构造 的 拟 特征 向 量 ,在 定理 3. 2. 5. 3 一 6 所 指 的 条 件 
和 结论 意义 上 是 可 微 (或 近乎 于 可 微 ) 的 . 
83.2.6 ”加 边 正定 矩阵 拟 特 征 值 的 积分 特性 


由 和 矩阵 分 析 已 知 , A € R” 是 正定 矩阵 , 则 有 以 下 关于 二 次 型 x'Ax 的 积分 
关系 25, 


Í etude = — (3.2.6.1) 
ae vdet A 
以 下 推广 这 一 关系 使 其 运用 到 加 边 正 定 矩 阵 的 情形 . 


为 此 设 
= fo) D, CR" 
É: foD E€ 一 (3.2.6.2) 


xz=r(u) ue DCR 
给 出 一 个 Mogne 形式 的 函数 和 维 正则 参数 曲 片 . 则 积分 


a | swa Q= {x|x=ru) u€ SC D,} 一 (3.2.6.3) 
a 


称 为 函数 f(x) 关 于 曲面 r(w) 的 面积 的 积分 . dV 是 r(w) 决 定 的 正则 参数 曲面 片 
上 的 微 元 超 立 方面 积 (也 可 称 为 体积 ),S 是 属于 DD, 的 一 个 闭 子 集 上 且 是 n 个 闭 区 
间 的 直 积 集合 . 

(3.2. 6. 3) 式 的 积分 也 就 是 普通 的 多 重 积分 的 定义 . 所 以 这 里 不 再 从 S 集合 
的 任意 的 无 限 划分 再 求 和 去 给 予 分 析 ,而 只 是 利用 Gram 矩阵 的 性 质 直 接 给 出 
(3. 2. 6. 2) 式 中 微 元 体积 dV 的 表达 式 . 

设 w = (u) € S, WJ 


f = plate sss MP ya Hyo Qh Ya eos a) —(3.2.6.3) 


Xj i= l, 2, e, n HIIR í fg x° 一 re) SR n ff Bi imi E R — 4 Ili # 42 pp E OR 
一 定 是 正 交 的 ). 因为 


C13 这 里 使 用 了 L 一 乘 子 y 也 是 可 微 的 假设 . 
C23 引 自 人 特殊 算 阵 》, 陈 景 良 . 陈 向 晖 , 见 前 注 .第 211 一 213 页 ,定理 3. 10. 8 太 其 证 明 . 
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是 这 一 曲线 坐标 网 在 x° 点 处 的 切 方向 向 量 . ñK, Cu ) 构 成 了 x? 点 处 的 一 个 n 维 
仿 射 坐标 系 . 这 个 仿 射 坐标 系 位 于 rE x 点 处 的 切 超 平面 上 . 这 个 仿 射 坐标 
系 以 (Cw) ,FCw )，… ,fF, (Ww ) 为 基 向 量 组 . 则 对 正 的 微 元 增 量 dui, duz, =, 
du, >0, fE 


x' = jh (u° du + Ps (u° )dus ++ + F, Cu ) du, —(3.2.6.4) 


给 出 了 这 个 仿 射 坐标 系 上 的 充分 接近 x° 点 的 另 一 个 点 x'. 将 x. x' 看 成 是 仿 
射 坐标 系 上 的 一 个 平行 四 边 形 超 立 方 体 的 2 个 对 顶点 . 因为 这 个 仿 射 坐标 系 以 
为 原点 ,所 以 ,向 量 x' 一 x 在 仿 射 坐标 系 上 就 是 x' 即 (3.2.6.4) 式 . 这样， 
r (u )du; 就 是 这 个 超 立方 体 的 AS bb. 由 Gram 矩阵 的 几何 意义 ,这 个 ra) fE 
x° 点 处 的 切 超 半 面 上 的 n 维 超 立 方 体 的 体积 的 平方 是 


F (w ) dus 


dV? = e [P G° dw, =, P.G )du,]| — G. 2. 6. 5) 


| LE w du, 


RHF u 是 任 选 的 , 故 对 任 一 uw€ S, TE u 处 rCu) 曲 面 上 的 微 元 体积 (用 切 超 平 
面 来 近似 代替 曲面 ) 就 是 
dV: = KE” 
(3. 2. 6.6) 式 可 以 从 (3. 2. 6. 5) 式 等 号 右边 的 Gram 矩阵 行列 式 的 展开 式 通 项 中 
直接 得 到 . 
对 (3. 2. 6.6) 式 作 开 方 ,并 注意 到 dV > 0, 就 有 


dui duzdu} -(3. 2. 6. 6) 


1⁄2 


du, du du, 


drT ər 


WV 


a ' —(3. 2. 6. 7) 
dV =| I |7 du, duzdu, 
这 里 du, i= 1, =, n TAAK F S 积分 区 域 的 任何 一 个 (无 限 ) 划 分 中 
给 出 . 
将 (3. 2. 6.7) 式 代入 (3. 2. 6. 3) 式 ,并 将 其 写成 通常 的 重 积分 形式 ,就 是 


< 一 | | eoo 17 15aduidmw--du 一 (3.2.6.8) 


“s 


当 了 = In, (3.2. 6. 8) 式 就 是 普通 的 m 重 积分 . 
对 (3. 2. 6. 8) 式 再 作 可 微 的 1 一 1 变换 


u=u(v) v= (W, Ws s v)" 
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从 (3. 2. 6.7) 式 中 直接 得 到 


gr ar 
dV = v w do, dv; +° do, 
因为 
ar _ Ar Ju 
ay Ju Əv 
故 
ar" ar|'2 | /|au 
i= [75 | P|) |dnduesdu 一 (3.2.6.9) 
wa|(2)|=sa(|2) E| tiean n 
从 而 ,在 给 巴 参 数 变换 的 形式 下 ,3.2.6.8) 式 就 是 
"n aor 
a= | 下 CA qzp dudurdu 7 = E 3 
一 (3.2.6.10) 


S, 由 逆 变 换 u '(S)—S, 决定 . 

(3. 2. 6. 8) 式 (3. 2. 6. 10) 式 就 是 R" 空间 上 的 函数 == f(x) X: T. n H li Iñi 
ru) 上 的 而 积 积分 公式 “22 

特别 地 如 果 是 /(x) 函数 关 于 


F(x) = 0 x€ DCR" 
决定 的 一 般 形 式 曲面 函数 曲面 上 的 面积 积分 ,应 有 


a 于 有 -re ye VEC di da 
Se Ü 
a. 
(E2 < vres) 一 (3.2.6.11) 
ər, 


如 果 F(x) 是 由 Monge 形式 的 函数 给 出 
z*z=F(x) xe DCR" 
则 


C1) 这 一 点 在 传统 文献 中 往往 林子 强调 而 仅 是 以 变换 u(v) 保 持 右 手 性 定向 不 变 来 表示 的 . 
C2) 参见 ( 微 积分 和 数学 分 析 引 论 》，R + Courant,F < John, 见 前 注 ,第 二 卷 第 二 分 册 第 4.5 章 内 容 . 
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a= Í fx, z)dV =Í Í [e Fœ) || 1 + V F! (o) V Fœ) || dr, dz; dr, 
Es, 


anes 
一 (3.2.6.12) 
(3. 2. 6. 11 ~ 1D RË H (2. 4. 5. 20~21) 式 导出 . 


利用 (3. 2. 6. 8) 式 ,可 得 关于 约束 正定 矩阵 AER"…“ 的 二 次 型 x"Ax 函数 的 
以 下 积分 关系 


m. 
e “dr = 


zemm Teo V— det A, 


A b 
其 中 =a = [i T] A, mEt > 0, i= 1, 2, =, m— 1. 


证 明 : 利用 A, 的 拟 特征 向 量 @, 作 A 的 拟 特征 值 谱 分 解 变换 ， 
x=Qu Q= [aow,…a ] € R”, ue RT 


将 上 式 看 成 是 ra) = Qu 决定 的 一 个 正则 参数 曲面 片 . 将 (3. 2. 6. 13) 式 的 左边 
看 成 是 ez 关于 ra) 曲面 (平面 ) 面 积 的 积分 ,由 (3. 2. 6. 8) 式 ,因为 


一 (3. 2. 6. 13) 


IIl=|QQl=| Imi |=1 (x€ R", b!x = 0)@u € R” 
以 及 x'Ax = u! Q'AQu = Dy pu? 
= 
得 
e" dx 一 Í < En du 
1ER”. blx=0 aeRm ' 
但 
wl I 
Í e Pat da = T Í e“ du, 
se" ' II ¿ez 
因为 上 > 0, 再 作 变 换 
dy, 
y, = Vu, — = du 
ve, 
得 
f efi din a | qay, 2 P 
weR ms V 


将 此 结果 代入 前 一 式 , 并 注意 到 
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Pip $ th e Paa =— det A, 
即 证 得 结果 . 
G. 2. 6. 13) 式 容易 推广 到 多 重 约束 的 情形 , 即 有 以 下 积分 关系 ， 


m 


Í e“ dxe = — — (3. 2. 6. 14) 
SA T" det A, 
Wamo i1, ms n EBT 


A B 
JEP B= [bis b, =, bJ, A, = [ o ] ,条 件 仍 是 Au 矩阵 的 全 部 拟 特征 值 


p>0 i=l, =, m—n. 
G. 2. 6. 14) 式 由 以 上 的 分 析 及 (3. 1.2. 16) 式 即 可 导出 . 


$ 3. 3 ” 拟 特征 值 (向 量 ) 与 曲面 上 的 特殊 曲线 


$3.3.1 曲面 上 的 (一 般 ) 曲 线 与 曲率 线 


过 曲面 了 上 的 x" 点 且 位 于 曲面 /上 的 曲线 c 可 由 以 下 方程 组 表示 ,其 中 * 
是 弧 长 参数 ， 


ds 
x(0) = x° 


e A(x)t(s) 
c: 一 (3. 3. 1. 1) 


这 里 x€ R” A € Rw™™? 4E€ R"'. 对 于 正则 参数 曲面 片 r(w)， 


AGO 一 于 =i) = x 
dx _ 3r. gaa 
全 = 六 (3.3.1.2) 
对 于 一 般 曲面 函数 f(x) = 0, x € D C R",A 可 以 是 切 超 平面 方程 
Vii(Wa=0 


的 任 一 个 连续 可 微 的 基础 解 系 函数 矩阵 ACx) , !(s) 是 关于 s 连续 可 微 的 向 量 函 数 . 
注意 ,这 里 并 没有 要 求 4ACx) 和 矩阵 满足 (2. 4. 6. 4) 式 的 可 积 性 条 件 . 具体 地 
讲 ,(3. 3.1.1) 式 有 解 的 条 件 由 以 下 定理 给 出 512 


CI 引 自 (现代 应 用 数学 手册 一 分 析 与 方程 卷 ), 清 华 大 学 出 版 社 ,2006 年 ,第 532 页 ,定理 23. 2. 6. 
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定理 3.3.1.1 记 x € R', fu, = (filt, x), =, fats x))', 则 方 
程 组 


dx _ 
T f, x) 


MARRA SO OEK D C R 内 连续 ,而 且 所 有 偏 导数 3 六 ，w i, j 均 有 


界 , 则 对 任 一 (1。，x*) E D, 该 方程 组 存在 唯一 的 解 x = xU), 并 满足 初始 条 件 
x(to) 二 x， 而 且 此 解 都 能 向 左右 延展 至 D 的 边界 . L. 


由 于 基础 解 系 矩阵 A(x) 是 (可 微 的 )3 函数 经 代数 运算 所 构造 , 故 A(x) 总 
是 关于 x 连续 可 微 的 . 因此 , 任 取 可 微 的 15) 向 量 ,并 确定 以 下 区 域 ， 


Ja: = (x | AODA) = Im x€ D) 
D, = (s| (su(s) =1 s€ R) 


则 显然 因为 
ATOA) = aar DA w +AT AO = [0] k=l, sm 
有 定 值 , 故 
[el 


因此 ,在 D, x D, € R" 上 A(x)t(s) 关 于 zz 的 偏 导 数 必 有 界 , 从 而 (3. 3.1.1) 式 
fE x € D, 上 有 唯一 解 x(s). 这 里 D, 非 空 显然 易 见 . 并 且 可 知 (3. 3. 1. 1) 式 的 解 
x(s) 一 定 就 是 满足 /(x) = 0 的 曲线 . 

将 (3. 3.1.1) 式 的 解 表 成 


xG) = [avast 
并 设 
fx) = < 
则 
irawo = Vf (x) * AOD) = 0 
故 co 是 与 * 无 关 的 常数 . 所 以 
f(x(0) = fa) = 0=c = 0 
即 知 x(s) 满 足 f(x(s))=0. 
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在 (3. 3.1.1) 式 中 ,t(s) 决 定 了 过 x 点 的 一 条 曲线 的 切 方向 . 故 *(s) 曲 线 是 
有 向 的 曲线 . 其 正 向 由 A(x)、t(s) 共 同 给 定 . 用 一 A(x) 代 替 A(x) ,或 用 一 上 Cs) 代 
PG) , 则 x(s) 都 将 在 形状 、 位 置 均 不 变 的 状态 下 改变 其 定向 . 

例 3.3.1.1 fE R° 空间 的 单位 球面 


f: zi+zi+zxi=1 
上 ,过 z, > O 的 点 的 切 平面 方程 的 基础 解 系 矩阵 , 取 为 


1 i 
XS 3 


将 A 表 成 归 一 化 的 列 正 交 和 矩阵 ,有 


[a Snr 

1 2 2 

Alx) = 0 ZI +z; 
Vz += | 

= xí = em 


显然 AT(x)ACx) = 1, 成 立 的 条 件 是 zi +a Z 0, 不 妨 取 
D, = (—1, 1) X (一 1, 1) X (0, 1) 
# x€ D, 上 难于 = 1, 2, 3 的 有 界 性 显然 . 则 对 任 取 的 (Cs) € R° 可 微 向 量 ， 


t = 1, 以 及 给 定 的 x(0) = x° , (z5 去 0) 初 值 条 件 , 便 决定 过 x 点 且 位 于 球面 
的 一 条 曲线 . 
如 简单 地 设 上 一 (1, OT x° = (G, cs G) c 天 0 iiti 


便 有 解 


Tı = clcos as + casin as 
Cs {t =e 
Ta = C3 COS as — Ci SÌN as 


c 是 以 x 轴 为 极 轴 的 纬 圆 曲线 族 . 
定义 3.3.1.1 设 < 是 正则 曲面 了 上 的 一 条 曲线 ,如 果 c 曲线 上 的 任 一 点 的 
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切 方 向 同时 是 曲面 f 在 该 点 的 一 个 主 法 (曲率 ) 方 向 , 则 称 c 是 曲面 了 的 曲率 线 . 8 
在 正则 参数 曲面 片 r(w) a € D. CR 上 , 设 曲 率 线 c 由 x(s) 表 示 , 则 由 W 
映射 的 性 质 及 以 上 定义 ,有 


ar 2n", 3n Iry 
Wi nanan 
dr _ ər du _ dx 
且 有 EE N ds SC 


dn _ Ən du __ 9rwr du 
ds ðu ds Ju ds 


当 x(9) 是 曲率 线 , 故 型 是 W RA ATAO MAGEE, ISE = 17 S, p 


dn_ ər ,ıydu__,ðrdu ___, dx Siaka 
rr i IJ E T a aT (9.38. 1. Sy 
这 里 W 是 Weingraten 映射 策 阵 (或 理解 映射 本 身 均 可 ),n 是 + 的 单位 法 向 量 
(由 多 重 矢量 积 决定 ) ,4 是 W 映射 矩阵 的 特征 值 即 r 的 主 法 曲率 (函数 ). 
定理 3. 3. 1. 2(Rodriques Æ) R” 空间 的 曲面 rCw) 上 的 一 条 曲线 c 是 曲 
率 线 的 充 要 条 件 是 对 曲线 c 上 的 任 一 点 均 成 立 


dn dx 
ds =À ds 
JEH A AEM iñi ry 59) Js pa RAAR EL 2 同时 是 主 法 曲率 ， C 
在 一 般 曲 面 函 数 表示 的 曲面 了 上 ,由 
S = V 
~ Twi 
则 在 x(s) 表 示 的 曲率 线 上 ,由 曲率 线 的 定义 
g =a, 一 (3.3.1.4) 


a, 是 加 边 Hessian 矩阵 的 ( 非 0) 拟 特征 向 量 (不 一 定 要 求 归 一 ). 另 由 


dÑ 1 GQ. NNOD 9 LNN wà 
Pi TFT NND Vf T TFT NN') V fa, 
由 拟 特征 向 量 的 定义 ， 


2A A 
V'fa, = pa, — Y, Vf 


故 知 


因为 


故 总 成 立 
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dÑ 1 


Aor i 
ol, — NN") Cpa, — Y, Vf) 
TFT 4 f 


1 A 
= ry ua, — Y, Wf + y, Vf) 
TFT Jf +y, Vf. 


dÑ _ m A 
和 一 TFT 
地 二 -二 及 
1 =— TVA 
dN „dx 
ds T“ ds 


—(3. 3. 1.5) 


(3.3.1.6) 


(3. 3. 1. 6) 式 就 是 Rodriques 定理 应 用 到 一 般 形式 的 曲面 函数 上 的 形式 ,其 中 心 
是 主 法 曲率 (之 一 ). 
设 x(s) 是 正则 参数 曲面 片 /上 的 曲线 ,x(s) 的 曲率 <, 由 (2. 2. 2. 6) 式 


由 (3.3.1.2) 式 


以 下 用 缩写 符号 


则 


K, = || V° xc) l| 


V xls) 一 52 


ds? 


s T A Du,” ds 
Xe] 余 可 类 推 .有 


ds 
dy Usa ae l n” 
= Vra + Vxiu 


dx 


—(3.3.1.7) 
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2 
其 中 人 
ds 
ù Vr ü 
2p dx |i Vir) aro = 
Vr= SE = i + 还 (3.3.1.8) 
lu Viri) 
再 由 自然 标 架 方程 组 的 (2. 4. 3. 2) Ç 
WT Vr u 
ve | S r 
S S Dudu 
ù Vizni 
ai PNE = . 
= Dirasu, 十 S Cy ne úu, 
Yan <, 
=. = f Z 
= Dn YU Tue )+n. J) Cjui; 
全 =a 
利用 Gauss - Codazzi 方程 推导 中 的 符号 规定 
=. k Jea 
(BD rhii) = Zari) 一 (3.3.1.9) 
h=1 k, jel ðu 
其 中 
Da De … Dee ] 
Pa Pa 


Tew 
— re = Ph Phe rs 


To Femi 


Teano 


—(3. 3. 1. 10) 
即 荆 是 以 m 一 1 E T, 20 38 09 8 BE. 故 u! Tu 也 是 m — 1 维 向 量 . 


= 
D Cyu, = ù 


ETE 


—(3. 3.1.11) 


所 以 ， 


日 . . 
wx = sz = tn) +n ea Fi 一 (3.3.1.12) 
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(3. 3.1. 12) 式 将 曲面 了 上 的 曲线 xs) 的 一 阶 导数 向 量 9 分 解 为 灌 曲面 切 
空间 的 分 量 部 分 ( 记 为 Dx(s)) 和 和 法 方向 的 分 量 部 分 ( 记 为 Nx(s)). 
这 样 
| = Gü + n ni) —(8.3. 1.13) 
Nx (s) = x, * n 
这 里 , 设 曲线 x( 00538 * 是 弧 长 参数 , 故 由 
lVli = sr ù= 
可 得 沿 x(s) 的 切 方向 上 曲面 f 的 法 截 曲率 是 


x< = i= u Tu 一 (3.3.1.14) 


与 (3. 3. 1. 12) 式 相 比 较 即 有 (3. 3. 1. 13) 式 的 第 2 Z. 
所 以 


Vx= Kü +ü" ni) +e, + n = Dx(s) + Nx(s) —(3. 3. 1. 15) 


显然 Dx(s) 就 是 Vx 的 协 变 导数 . 
由 有 曲线 x(s) 的 (绝对 ) 曲 率 *, 的 定义 即 知 
x, = ( || Dx(s) I? +<)! 一 (3.3.1 16) 


I pro | = |a ani | 一 (3.3.1.17) 


当 x*(s) 是 曲面 上 的 直线 , 必 应 有 <, = 0. 由 (3. 3. 1. 16) 式 即 知 应 有 上 = 0, 
M Dx(s) || = 0. 曲面 上 直线 的 切 方向 的 法 截 曲 率 <, 无 疑 为 0. 再 由 (3. 3. 1. 17) 
式 即 知 ,由 FOE REINTRE RE si lÍ Dx Cs) || = 0 就 意味 着 曲面 上 的 直线 应 满足 
以 下 微分 方程 . 
ü+ ùri = 0 —(3. 31.18) 
由 以 下 分 析 可 见 (3. 3. 1. 18) 式 同时 就 是 曲面 上 的 测 地 线 方程 . 
由 以 上 分 析 可 见 (3. 3. 1. 18) 式 的 分 量 方程 的 形式 就 是 


=: 
u, + D rhi; =0 h=1,+-, m—_1 (3.3.1.18a) 


并 可 知 对 任 一 个 h,is + 5 Tiunu, 就 是 曲线 x(s) 二 阶 导数 向 量 Vzx(s) 在 
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曲面 自然 标 架 系 ( 产 , Fo s Ps as n) 上 的 切 空间 的 基 向 量 z. 上 的 分 量 . 

当 曲面 上 的 直线 的 切 方向 给 出 的 曲面 法 截 曲 率 <, — 0 就 是 曲面 在 该 直线 上 
的 ( 任 一 点 处 的 ) 主 法 曲率 (之 一 ) ,那么 ,这 一 直线 就 同时 是 曲面 的 曲率 线 . 

推论 3.3.1.3 设 在 R” 空间 的 正则 曲面 f(x) = 0 上 的 曲线 x(s) 是 一 条 直 
线 , 且 x(s) 同 时 又 是 曲面 / 的 曲率 线 的 充 要 条 件 是 Vx (s) 是 VY(x) 矩 阵 的 特征 
向 量 . " 

证 明 : 不 妨 设 * 是 弧 长 参数 ,已 知 曲面 了 上 的 曲线 x(s) 是 直线 , 故 曲 面 了 沿 
Ve 切 方向 的 法 截 曲率 


K, = Vx" Vif(x) Vx = 0 


但 同时 Vx 又 是 曲面 的 切 向 量 , 故 总 有 Vf"(x) Vx = 0. 因此 , 当 Vx 就 是 VY 的 特 
征 向 量 , 即 知 与 Vx 对 应 的 特征 值 *; 是 


2, = Vx! V°f(x) Vx = 0 
因此 , 取 y, = 0, 则 Vx 又 是 以 下 拟 特征 向 量 方程 组 的 解 


[VFO — pil n) Vx + y, Vf 
Vf! Vx 
Vx! Vx 


这 里 必 可 取 A = à, = 0 使 上 式 成 立 .由 此 即 知 ,f(x) 的 加 边 Hessian 矩阵 H,# 
拟 特征 值 x = 0. 所 以 ,曲面 / 沿 x(s) 直 线 的 任 一 点 处 的 主 法 曲率 «) 中 有 0 E 
法 曲率 . 因而 直线 x(s) 沿 Vx 方向 的 曲面 f 的 法 截 曲率 «, 就 是 0 主 法 曲率 , 即 知 
x(s) 直 线 同时 就 是 曲率 线 . 充分 性 即 证 . 

反之 , 设 x(s) 是 曲面 /上 的 直线 曲率 线 . 那么 ,Vx 应 是 H , E Re B) 5 tE t] 
量 ,0 是 昌 , 矩 阵 的 拟 特 征 根 .如果 0 是 本 ,的 单 重 拟 特征 根 ,由 (3. 2. 5. 4) 式 等 号 
右边 行列 式 总 能 表示 为 


l 
=. 


m =i 
0 =n 
: =0 
Pmi — Ym 
一 为 e Shn e Ymi VVF 


这 里 设 0 是 日 ,的 (从 小 到 大 排序 的 ) 第 上 个 拟 特征 值 ,从 而 总 有 


ú. [a =0 £40 ik 
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MOD f y, = 0=>0 EV f(x) 的 特征 根 二 Vx 是 VY(x) 的 0 特征 值 对 应 的 特征 向 量 . 
其 次 ,如 果 0 是 HERR p > 1 重 拟 特征 根 , 则 由 已 ,的 拟 特征 值 与 H 的 特征 
值 间 的 隔离 关系 , 即 知 0 同时 也 必 是 VY(x) 的 特征 值 ,所 以 Vx 也 必 是 VY(x) 的 特 
征 向 量 . 即 证 必要 性 . 

以 上 推论 说 明 曲 面 上 存在 的 直线 不 一 定 都 是 曲面 上 的 曲率 线 , 对 此 可 以 由 
下 例 予 以 说 明 . 

例 3.3.1.2 R° 上 的 鞍 面 ,可 用 以 下 方程 表示 


过 
将 它 表 成 一 般 形式 
/re = = 一 气 十 点 =0 
有 
vœ = (一 至, 22, 1) 
2 0 0 
a 
Vif(x) = i 
2 
0 0 0. 
在 曲面 上 任 一 点 的 Gauss 曲率 可 表 成 
2 2 
一 二 0 0 == 
° ġo 2 2 
ass 多 下 | /ITV =—-— I 
=a 
O ONE: +(+) 
— 2 2y 
a, sQ xO 


所 以 曲面 上 任 一 点 处 的 主 法 曲率 中 总 是 一 个 正 数 另 一 个 负数 ,没有 0. 但 鞍 面 上 
存在 以 下 两 组 直 ( 母 ) 线 族 


z= 和 (c+) [|z = 


a 
2 
s= 5-2) p=- 


) 
) (c. dZ 0, t 为 参数 ) 


z=t z=t 
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故 这 些 直线 均 不 可 能 是 鞍 面 上 的 曲率 线 . 


附带 地 ,这 里 先 给 出 以 下 两 个 定义 : 
定义 3.3.1.2 设 x(s) 是 曲面 /上 的 一 条 曲线 ,如 果 x(s) 上 的 任 一 点 处 切 
方向 决定 的 曲面 f 的 法 截 曲率 为 0, 则 称 其 为 渐 近 线 . C 


由 定义 即 知 曲面 上 的 直线 都 是 渐 近 线 ,反之 不 尽 然 . 

定义 3.3.1.3 设 x(s) 是 曲面 /上 的 一 条 直线 ,如 果 x(s) 同 时 又 是 曲面 了 
的 曲率 线 , 则 称 其 为 线性 方向 线 , 否 则 , 称 其 为 浙 近 方向 线 . = 

线性 方向 ( 直 ) 线 、 渐 近 方向 ( 直 ) 线 都 是 渐 近 线 .二 者 的 区 别 在 本 节 ( 附 录 一 ) 
中 予以 说 明 . 一 般 的 渐 近 线 ( 曲 线 ) 则 放 在 下 一 节 予 以 说 明 . 这 里 仅 指出 ,曲面 上 
的 渐 近 线 是 曲面 的 凹面 部 分 与 凸 面部 分 的 分 界线 . 这 里 所 说 * 目 "“ 凸 "是 由 曲面 
上 一 点 处 的 法 截 曲率 符号 给 出 的 . 

这 里 还 应 指出 ,由 (3. 3. 1. 16) 式 ,x, 的 表达 式 中 含有 曲面 法 截 曲率 <, 因子 ， 
而 <, 与 第 二 基本 不 变量 有 关 , 故 «, 不 是 曲面 内 区 的 几何 量 . 


$3.3.2 曲面 上 曲线 的 测 地 标 架 


fE m = 3 W R° 空间 上 ,对 于 一 条 位 于 曲面 /上 的 曲线 x(s) 上 的 一 点 x* = 
x(s") 处 ,可 得 到 如 图 3. 3. 2. 1 所 示 的 关系 . Hp L, 是 曲面 f f x° 点 处 的 切 平 
面 ,Vx 是 曲面 上 的 有 向 曲线 x(s) 在 
x° 点 处 的 切 向 量 . Vx 的 方向 代表 了 
x(5) 的 正 向 ,Vx 位 于 切 平面 L, 上 ， 
H Vl| =1. n 是 曲面 /在 x* 点 
处 的 单位 法 向 量 . nLVx,n 与 Vx 可 
WEL, 平面 .Vx 是 曲线 x(s) 在 x 
点 处 的 主 法 方向 向 量 . Vx Vx, Vy 
tjn 可 决定 平面 L.. k PE fE x° 点 
处 正 交 的 Lys L,. L, 可 构造 原点 
在 x" 点 的 局 部 坐标 平面 . 即将 L, 
理解 为 是 x， 曲线 的 密切 平面 ,L。 
理解 为 是 法 平面 ,L, 理解 为 是 从 切 

图 3.3.2.1 平面 . 而 x, 曲线 的 意义 则 是 

将 曲线 x(s) 正 投影 (在 图 中 是 沿 一 n 方向 ) 到 切 平面 L, 上 ,得 到 x 表示 的 
投影 曲线 . x, 是 平面 曲线 . x, 曲线 在 x° 点 处 的 曲率 是 平面 曲线 上 的 一 个 (相对 ) 
曲率 ,以 下 用 x, 表示 这 个 曲率 . x, 曲线 在 x° 点 处 的 法 方向 ,应 当 就 是 Vx 在 切 平 
面 上 的 投影 得 到 的 向 量 和 所 指向 的 方向 .了 显然 是 与 Vr、n 正 交 的 向 量 . 

由 曲线 曲率 的 定义 可 知 ， 


Darboux 标 架 


K, =+ IPI —(.3.2.1y 
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RO ghp DUERO: B. 四 刚好 是 右手 系 的 关系 (如 图 3.3. 2. 1), 则 取 
= lB! 一 (3.3.2.2) 
EWP =- hp Mee, B. 四 构成 右手 系 的 关系 ,并 取 


«, =— l B| 一 (3.3.2.3) 


以 上 关于 «, 取 符 号 的 说 法 ,可 以 反 过 来 规定 : 在 曲面 的 x° 点 处 ,构造 右手 
系 的 局 部 坐标 系 (Vx， B, n) , 则 若 Vex 与 的 夹 角 为 锐角 «, > 0, 即 投影 曲线 四 向 
方向 ,反之 wk, < 0, 即 x, 西向 及 方向 . 


至 于 取得 可 构造 右手 系 局 部 坐标 的 有 方向 向 量 , 可 从 矢量 积 (与 逆 矩 阵 的 行 
向 量 的 关系 ) 中 得 到 


n im m t 
B= |z: j m|=|m z: jl|= nx Vk 
zy k n m z k 


其 中 z/, n 分 别 是 下 ，n 的 分 量 ,i, j. k ERRER T, 的 第 1，2,3 列 向 量 . 由 
Vx, n 均 是 单位 向 量 且 正 交 , 故 户 也 是 归 一 化 的 . 这 样 构造 的 局 部 坐标 系 (Vx， 
B. nn) 显然 等 价 于 原点 平移 到 x 点 并 经 适当 旋转 的 标准 坐标 系 (el ,es ,es) ,其 
中 ,是 1 的 第 i 列 向 量 . 

图 3.3.2.1 中 

=% N je —(3. 3. 2. 4) 

nm 应 平行 于 切 平面 Ly. 在 图 中 上 方 所 标 出 的 n' 为 作 图 方便 ,也 将 n RRR L , 平 
面 上 的 向 量 . 一 n E n” 的 反方 向 的 向 量 . 之 所 以 要 标 出 一 mn" ,下文 会 看 到 其 用 意 . 
Pr’ Wè n AEF Ly 平面 上 ) 在 了 轴 上 的 投影 . 

n Vx 的 夹 角 0 显然 含有 反映 了 投影 曲线 x,( 从 而 也 就 间接 地 反映 了 曲面 
上 的 曲线 x(s))fE s 从 s* — ss + As, As 二 0 时 离开 工 , 平面 的 速率 的 意义 .0 角 总 
取 为 锐角 . 

规定 


== |In l| sin 8 一 (3.3.2.5) 


与 (2. 3. 1. 10) 式 相 比较 ,r 与 挠 率 概念 具有 相似 的 几何 意义 . =, 的 符号 ,由 n fE 
了 轴 上 的 投影 Pn 的 方向 决定 . 当 Pn' 的 方向 与 的 方向 相反 ,r 取 正 号 ,否则 ， 
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取 负 号 51. 当 曲线 的 定向 改变 , 则 因为 (比如 曲面 了 由 参数 函数 表示 )， 


dn ondu 


"Td dds 


Miey E M 将 改变 为 一 ,从 而 = 就 将 改变 符号 . 当 曲面 了 的 定向 


改变 方向 , 则 n 将 变 成 为 一 n, 故 党 也 将 改变 符 功 , 从 而 也 将 改变 符号 . 


所 以 r, 的 符号 与 曲面 / 和 曲线 x(s) 的 定向 均 相 关 . 
称 (3. 3. 2. 1) 式 规定 的 x, 是 曲面 上 的 曲线 x(s) 在 x° 点 处 的 测 地 曲率 ,而 称 
(3. 3. 2.5) 式 规定 的 r. 为 x(s) 在 x? 点 处 的 测 地 挠 率 . 


在 局 部 坐标 系 (Vx， B, n) 上 构造 Darboux 标 架 ‘27， 


a TOB 


Patom ~= (3. 3. 2. 6) 
e =— bw — cB +0 


并 由 以 下 方式 可 决定 上 式 中 的 a, b, c 系数 . 由 


d Vx 2 ye Vx'n 
b=n — = n! V'x = ||Vx || - — —— 
ds IV xl lall 


= |Vxl * cosZ(n, V° x) 
故 由 Meusnier 定理 
b — x, 


Kals) fÉ z° 点 处 的 法 截 曲 率 即 曲面 f 沿 Vr 切 方 向 的 法 截 曲率 . 


a= = p tr = Iw I|. — P 
x MV xl MBI 


l| V° x || cosZ (B, V° x) 


a= (BI B= IV xl cosZ(B, Vx) 


C1) 参见 (数学 手册 ), 人 民 教育 出 版 社 ,1979 年 ,第 409 页 
52] Darboux b 8 Jë Frenet R IR HY AE JÉ. 见 《曲线 与 曲 商 的 微分 儿 何 Ydo Carmo, M. P. ,网 前 注 ,第 
190 一 191 页 , 题 14. 
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由 (3.3.2.1) 式 


a = x, 
c= p B pn = | —w l * cosin, p 
由 图 3. 3. 2. 1 的 关系 可 知 (注意 这 里 使 用 了 一 必 向 量 ) 


cosZ(— m, B) = cos p = sin 0 


| — n il = cose = || — Pn’ || = || Pn ll = |n ll sin 0 


c =+ |in || sin 0 
在 图 3. 3. 2. 1 上 ,ce 在 绝对 值 上 就 是 Al 线段 的 长 度 , 也 就 是 | Pn’ Il 的 值 . 
但 由 于 这 里 用 的 是 一 Pn' 方 向 (此 方向 与 及 方向 同 向 ) 上 的 度量 , 故 c 应 为 AL' 线 
段 的 长 度 . 而 AZ 的 长 度 显 然 就 是 x(s) 曲 线 偏离 L, 平面 速率 的 一 个 度量 . 所 以 ， 
这 样 给 出 < 具有 挠 率 的 几何 意义 ,并 且 , 由 于 它 的 测度 利用 了 曲线 x(s) 法 向 量 
Vx 的 投影 向 量 B, 故 , 称 它 为 测 地 挠 率 是 很 恰当 的 . 由 (3. 3. 2.5) 式 ， 


c= r, 


再 由 wx, B, n 的 正 交 性 和 归 一 性 , 即 知 (3. 3. 2. 6) 式 等 式 右边 的 系数 年 阵 的 
反对 称 性 一 定 成 立 . 


故 有 
dVx =0 tep + x,n 
ds 
dfw +io+un (3.3.2.7) 
ds 
dn __ 8 
ES K, Wk — xf + 0 


以 上 关于 测 地 曲率 、 测 地 找 率 概念 的 导出 以 及 Darboux 标 架 的 推导 稍 嫌 繁 
琐 , 但 这 对 于 说 明 一 些 细节 问题 仍 是 有 帮助 的 . 

现在 再 将 测 地 曲率 、 测 地 挠 率 的 概念 推广 到 R” 空间 上 去 . 对 于 R” 空间 上 
由 一 般 曲 面 函数 f (x) = 0 给 出 的 一 个 正则 曲面 ,x(s) 是 该 曲面 上 过 <° — xG) 
点 的 曲线 . 曲面 / fE x° 点 的 法 向 量 由 V/(x?) 给 出 .Vx,，V x( 在 s = s* 点 处 取 值 ) 
分 别 是 曲线 x(s) 的 切 向 量 和 主 法 向 量 . 但 现在 不 再 能 利用 R” 空间 上 的 矢量 积 
Vf X Vx 来 确定 向量. 故 向 量 只 能 以 极 值 规 划 方 式 求 得 . 由 于 向量 是 Vx 在 
切 平面 上 的 正 投 影 决定 的 方向 向 量 , 故 它 应 当 类 似 (2. 3. 2. 5 一 15) 式 分 析 所 给 出 
的 向 量 . 但 这 里 的 情况 与 那里 的 分 析 还 是 有 些 区 别 ,所 以 ,有 必要 写 出 较 完整 的 
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推导 . 并 且 , 为 具有 更 广泛 的 适用 性 ,以 下 的 推导 ,将 曲面 /上 的 曲线 x(s) 看 成 
是 非 弧 长 参数 给 出 的 函数 . 
与 (2. 3. 2. 5) 式 相似 ,构造 以 下 2 维 平面 


Oph = ixlp, h) | x = xG) Hp + BGOh p. h € R ue R"!) 
一 (3.3.2.8) 
其 中 


fano Bay B... p= š o ksi 
vV = Tv Bu) TAT B= Bu) = (x° )u u € R 


I, Jë V'a = 0 WEER RE JEE x = x° 取 值 , H. € R, 
由 此 可 得 x(s) 在 Oph 平面 上 的 投影 曲线 的 参数 形式 
Wi = (x(s) — x(s°))! VŠG’) 
x — (3. 3. 2. 9) 
hls, u) = (x(s) — x(s°)) TB) 
可 得 到 在 s = s 处 的 关于 s 的 一 、 二 阶 导数 
P = Vx! (s) + VŠG) |a = || Vrs) || 
p = V x!(s) V xG) | = V° xt (s) VG) 
h = Vx! (s)BGu) |,e = 0 
h = V: xt (BC) |,- = V° TGO BUD 
由 曲率 公式 


k T Š T 058 
K = h bh h PEOP 3.3.2.10) 
(apa ËP I Vxcs°) || 


现 应 要 求 gcu) 是 与 YA(x") 正 交 的 , 故 构造 以 下 极 值 规划 
V GOP) 
极 什 Îl Væcs®>) I|? =A iy 
st Vx)Bw=0 
构造 Lagrange 函数 ,并 省 略 上 式 中 的 “(x*)” 和 “(5s*)”， 


Vrp 
Il Vx || ° 


+ EV BG) 一 (3.3.2.12) 


“是 乘 子 . 由 极 值 条 件 
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可 得 到 极 值 处 应 满足 


pH) =o 


(TET l 
由 (2. 3.2.11) 式 ,又 可 得 
P T Vx ai g 
tarl (TaT tes) — (T+ ) Pr)= 
Jep n, 仍 是 Vx! B = 0 HAE — 4 3 RB e # E E O C2. 3. 2. DR). 从 上 式 可 
得 到 ， 


V: xt 


m (Er +W )= (qep t EV PS 


记 极 值 处 的 了 是 B”= Bu), 则 将 上 式 写成 
V: xt 


n (qir tY) (qer r E) mn, qi 
再 从 上 式 用 忌 CID,) 左 乘 等 式 两 边 , 得 
P,- (Ter HY) (qp H) 
其 中 
P, = II, (TI, "IT: (2. 3. 2. 20a) 
是 正 投影 矩阵 . 从 而 得 到 
Ce š Vx _ 
TTP = P. "(TE a: +E vr) (3.3.2.13) 


用 Vix" 左 乘 上 式 等 号 两 边 , 得 


2 TB y: T. 2 
Vp): VAP, V x pyrp, yf 


I Vx ||? W Vx I|? 
故 
è Tp: Vx P, V 12 
Tar = THV) —G.3.2. 14) 


将 (3. 3. 2. 14) 式 代 回 到 (3. 3. 2. 13) 式 ,并 经 整理 ,得 


Vx 
> ES tN) 
i sa 5 (uw tt V) a 
Vx Topy? 1 r Bo 
(East tv p, v) 
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(3. 3. 2. 14 一 15) 式 在 意义 上 有 类 似 于 (2. 3. 2. 13 一 14) 式 的 地 方 . 
由 下 投影 矩阵 P, JEH’ 点 处 出 发 的 向 量 沿 Vx 方向 投影 到 Vx 的 正 交 补 空 
间 赵 平面 (如 图 3. 3. 2. 1 中 的 平面 ), 即 知 


P. W: = V° x 一 (3.3.2.16) 
这 里 的 V3 六 由 (2.2.2.16) 式 给 出 : 


ied Var 
Vi 


(2.2.2.16) 
HJV x AE H Ve, Vx # Schmidt 正 交 化 方法 得 到 的 与 Vx 正 交 的 那个 向 量 . 
注意 让 投影 矩阵 尸 是 对 称 的 、 宕 等 的 ， 
P = PIP = P 


并 注意 到 Vf i RL A R EV 的 正 交 补 空间 上 的 向 量 , 故 应 有 


P, Vf = V/ 
则 从 (3. 3. 2. 15) 式 中 可 得 到 
P. Vx 
BE KLOER IAA i 
22: T 
ià Š DIENER ipt y) 
从 而 有 
Ma aN 
WT -+ Tar — (3. 3. 2. 17) 
Ivi t yy a aa 3. 3. 2. 
(Tert 5V v) 
再 由 约束 条 件 VB = 0, 即 得 到 
s: VX VS a 
t= Ti VV G. 3. 2.18) 
最 终 得 到 及 的 表达 式 
”一 十 vr- (VY NN Ñ = — Vf 2vT y?y ju 
pret rer wa NA a eh Ë" Vk > VINY 


— (3. 3. 2.19) 


由 (3. 3. 2. 10) 式 ,得 到 测 地 曲率 <, 的 表达 式 
ep l o Vi (VN) (SIN 
i IVl? (yr viž ViN) 


应 注意 (3. 3. 2. 1O RPV x, V° x f$ fE xO li 2 5 09 s 参数 不 是 弧 长 参数 时 
的 区 别 .而 当 * 是 弧 长 参数 时 ，| Vx | = 1, VX = V’ x, 则 上 式 就 简化 为 


(3. 3. 2. 20) 


x, =+ (V° xt V° x — (V° x" N)? (3.3.2.21) 
注意 到 当 s 是 孤 长 参数 时 


VxT V x= i 


(V2xTN): = ( IVx) e — TW = 
MV ull INI 


故 (3. 3. 2. 21) 式 表示 在 曲面 f AVe 方向 的 法 截 曲 率 «, .曲线 x(s) 的 (绝对 ) 曲 率 
x, 和 其 测 地 曲率 «, 之 间 , 成 立 以 下 人 所 熟知 的 关系 ， 


K = x + x 一 (3. 3. 2. 22) 


R Ñ 也 可 以 用 正则 参数 曲面 片 r(a 的 一 阶 偏 导数 区 的 列 向 量 由 多 重 矢量 积 
方式 决定 的 单位 法 向 量 n, 代替 . 


由 (3. 3. 1.16) 式 和 (3. 3. 2. 22) 式 ,直接 得 到 
K; =s | Tü tirni || =+ || Dx% | — (3. 3. 2. 23) 


所 以 测 地 曲率 <, 是 内 蕴 儿 何 性 质 的 度量 . 它 只 与 曲面 的 第 一 基 不 变量 及 其 偏 导 
Ru. u FHAR. 
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式 形式 的 Darboux 标 架 . 设 曲面 / 上 的 曲线 x(s)(s 是 弧 长 参数 ) 上 可 得 到 


(Vx. B. Bes =s B... m) 一 (3.3.2.25) 


这 样 一 组 正 交 且 归 一 的 基 向 量 组 . 则 R” 空间 上 的 Darboux 标 架 是 指 


和 

= “W 十 0 +ob+- +a 

dB, š: l -(3. 3. 2. 26) 
B+to + + Orm- Baz + Tn 

mos w rb dp oeh +0 


其 中 是 曲面 了 在 曲线 x(s) 上 的 单位 法 向 量 . (3. 3. 2. 25~ 2030p 084 B 3810 
量 组 , 仍 需 由 x(s) 的 各 阶 导数 (向 量 ) 予 以 构造 . x、 符号 的 “ 记 不 是 赛 指数 而 是 
上 标 . 
但 这 里 必须 注意 这 样 一 点 , 即 向 量 组 

Vx, Vx, =, Vx, n 
其 中 Vx 是 *(s) 的 第 d 阶 导 函 数 向 量 , 可 能 是 (函数 ) 相 关 的 . 比如 ,在 x(s) 曲线 
上 ,车 有 

VXT VX (Vn) 一 (3.3.2.27) 


RAY MD B. 基 向 量 即 可 由 (3. 3. 2. 19) 式 给 出 . 但 车 成 立 
VX Vy = (Vi e, =+ x, 

由 下 文 可 知 ,Vx 就 是 与 共 线 的 向 量 , 即 Vx 与 a 是 相关 的 (如 x(s) 是 曲面 f 的 
测 地 线 时 ). 这 时 ,局 基 向 量 就 不 再 能 利用 (3. 3. 2.19) 式 构造 出 来. 

因此 ,关于 Darboux 标 架 (3. 3. 2. 26) 式 成 立 的 条 件 , 是 要 解决 在 Vx 与 a 向 
量 间 不 存在 相关 性 以 及 存在 相关 性 时 ,Darboux 标 架 的 构造 性 问题 . 

以 下 即 分 析 Darboux 标 架 的 存在 性 问题 ,同时 给 出 (3. 3.2.25 一 26) 式 中 各 
B. 基 向 量 的 构造 方法 . 

构造 沿 曲面 /上 一 点 x" 处 的 法 方向 n 到 曲面 的 切 空 间 Ly 的 正 投影 矩 
B P. 


一 ar 了 -ar 


-= Ju Ju —(3. 3. 2. 28) 
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在 曲面 函数 由 一 般 函 数 形式 f(x) = 0 给 出 时 ,P, 可 由 
P. = AAAA" -(3. 3. 2. 29) 
给 出 ,其 中 A 是 Vi"a = 0 的 任 一 个 基础 解 系 矩阵 . P. € R™™. 
用 下 式 表示 x(s) 的 第 1 — m — 1 阶 导数 向 量 构造 的 Wronski 矩阵 ， 
D,(m — 1) = [Vx, V° x, =, V” x] 一 (3.3.2.30) 


各 Vx 导数 均 在 x = x° 点 处 取 值 . D,(m — 1) € R”, 

根据 矩阵 乘积 的 秩 关 系 511, 有 

rankP,D, (m — 1) = rankD, (m — 1) — dim(R(D,(m — 1)) N N(P,)) 

一 (3.3.2.31) 

其 中 dim(。) 是 指 维 数 ,R(， ) 是 指 和 矩阵 的 列 空间 ( 值 域 ),N(。) 是 指 矩阵 的 零 
度 空间 . 

现在 ,将 曲面 /上 的 点 x" 规定 为 x(s) 曲 线 上 的 点 x (5) ,这 样 ,P,、D,(m 一 
1) 和 矩阵 都 应 看 成 是 以 * 为 参数 的 函数 矩阵 . 所 以 ,说 “是 数 矩阵 的 秩 " 的 意思 ,是 
将 s 看 成 一 个 给 定 值 (常数 ) 时 , P,、D,(m 一 1) 或 P,D,(m 一 1) 这 样 的 矩阵 ,就 
可 看 成 是 常数 矩阵 ,并 可 分 析 它们 的 秩 . 

现在 

N(P,) 一 (rzlPxr 一 0 x€R")=(x|x=Üü@ 5 关 0 《ER) 

故 dimN(P,) = 1 
所 以 


0 < dim(R(D,(m—1)) N N(P,)) < 1 


因此 
rankD, (m — 1) 当 dim(R(D, (m — 1)) N N(P,)) = 0 
rank(P,D,(m— 1)) = 
rankD:(m—1)—1 ?” dim(R(D,(m— 1)) N N(P,)) = 1 
一 (3. 3. 2.32) 


并 且 , 若 


dim(R(D,(m—1)) N N(P,)) = 1 


(1) 引 自 4 常用 的 矩阵 理论 和 方法 》, 倪 国 昭 编 ,上 海 科技 出 版 社 ,1984 年 ,第 20 页 ,定理 2. 3. 
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即 表明 与 D,(m 一 1) 的 列 向 量 组 线性 相关 . 但 已 知 mLVxr, 故 这 即 表明 n 与 
Vy, V x, +, V" nx 向 量 组 线性 相关 517. 
推论 3.3.2.1 x(s)ER" 是 曲面 /上 的 曲线 , D,(m 一 1) 是 x(s) 的 第 1 一 
mm 一 1 阶 导数 向 量 组 成 的 Wronski 矩阵 ,P, 是 曲面 f 沿 在 x(s) 处 的 法 方向 n 到 
曲面 切 超 平面 的 正 投 影 矩阵 , 当 Wronski 矩阵 是 列 满 秩 的 , 即 
rankD,(m — 1) = m —1 
MJ 
m— | < rank[P,D,(m — 1), n] < m —(3. 3. 2. 33) 
C 
HH (3.3. 2. 32) 式 即 知 此 结论 . 因为 已 设 rankD, (m — 1) = m — 1, 当 
dim(R(D,(m— 1)) N N(P,)) = 0 
即 表明 n Vk, Vy. e, V" z 线性 无 关 , 故 n 与 P,D,(m 1) 也 是 线性 光 关 
的 ,此 时 应 有 rank[ P.D, (m — 1), n] = m. 
当 
dim(R(D,(m —1)) N N(P.)) = 1 
W n Vx, Vx, e, V "x 线性 相关 ,此 时 
rank(P,D,(m— 1)) = m — 2 


但 现在 P.D, On — 1) 全 部 在 曲面 了 的 切 空间 上 , 故 P.D, (m — 1) tj n 必 是 线性 
无 关 的 ,所 以 ， 


rank[P,D,(m—1), n] = (m—2) +1 = m —1 


推论 3.3.2.2 x(s) 是 R” 空间 上 曲面 /上 的 曲线 ,车 O 1—m—1 
阶 导 数 向 量 Vx， Vx, e, V x 是 线性 无 关 的 , 则 x(s) 的 Daxboux 标 架 是 存 
在 的 . = 

证 明 : 由 推论 3. 3. 2. 1, 构 造 正 投影 矩阵 P. ,矩阵 [P.D, Om — 1), 四 的 秩 或 
H m RA m 一 1. 车 其 秩 为 mm, 则 对 其 列 向 量 组 作 正 交 化 和 归 一 化 处 理 ( 详 见 下 
文 ), 所 得 到 的 加 个 向 量 就 是 中， 局，B，…, B. , n 向 量 组 . 这 即 为 Darboux 标 
架 的 基 向 量 组 . AERE CP, D, (m— 1), n] 的 秩 为 m 一 1, 则 


CAJ 确切 地 说 ,这 蛙 的 "线性 相关 "应 理解 成 “函数 相关 ”. 但 将 s 参数 看 成 为 给 定 的 值 ,而 将 mn, Vx… 看 
成 是 常数 向 基 , 则 函数 相关 在 意义 上 等 价 于 线性 相关 . 
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rankP,D,(m — 1) = m — 2 
那么 ,从 P.D,(m — D 中 可 取出 m 一 2 个 线性 无 关 的 列 向 量 , 记 它 们 是 
Vixp，Varp，…，Vn 2Xo， Vx = P, Vz", —(3. 3. 2. 34) 
显然 ,向 量 组 
Vix, Vix, =, Vimex, n 


Jë m — 1 PERPE X; X: ftJ 18] R 09 6] Ht #B.. 则 记 


A 


B = Vix, X Vix, Xe XV x, X n -(8.3.2.35) 
则 


À 
B. Vx, Vx, , =, Vex n 


是 线性 无 关 的 向 量 组 ,对 这 一 向 量 组 作 适 当 的 排序 ( 见 下 文 ) 并 经 Schmidt 正 交 
化 、 归 一 化 处 理 , 就 可 以 得 到 Darboux 标 架 的 基 向 量 组 . 即 证 . 

推论 3. 3. 2. 2 只 是 给 出 了 Darboux 标 架 的 存在 性 条 件 ,至 于 Darboux 标 架 
的 系数 甜 阵 的 各 系数 的 符号 选取 ,可 按 以 下 方式 决定 . 


(a) 车 rank[P,D, 0m — 1), n] = m, 则 按 右手 性 的 要 求 ,决定 取 记 或 一 
以 保证 行列 式 
| ve, +B, B, ,Bs,nl=1 一 (3.3.2.36) 


(b) 车 rank[P, D. (m—1), n] = m—1, WE 3. 3. 2. 30 RPH is izo …， 
in 是 一 个 递增 排序 , 且 是 所 有 可 以 选取 出 的 m — 2 个 线性 无 关 的 V,x， 向 量 
组 中 的 最 小 数 所 在 的 那个 子 序列 ,并 记 


Bb, = Vix, j=l, =, k 
B=B CB HG. 3.235) 式 给 出 ) =(3. 3. 2. 37) 
B = Vix, j=k+l, =, m—2 
且 其 中 的 上 由 下 式 决 定 
k= min(j | ia ~G 22 j=1,2,-, m—3) 一 (3.3.2.38) 
对 按 (3. 3. 2. 37) 式 编号 的 
Bs» Bis Bes s B... n 
向 量 组 , 作 Schmidt 正 交 化 和 归 一 化 处 理 ,得 到 


392 实 对 称 超 阵 的 拟 特 征 值 理论 与 应 用 


基 向 量 组 , 则 选取 色 或 一 如 ,以 保证 行列 式 
IB. +B. Bes s Barnl=1 一 (3.3.2.39) 


由 上 述 的 (a) 或 (b) 方 式 所 得 到 的 就 是 Darboux 标 架 的 基 向 量 组 . 这 里 可 以 
指出 , 按 (3. 3. 2. 37 一 39) 式 得 到 的 及 向 量 组 ,其 中 的 忆 向 量 一 定 是 Vx. 这 是 因为 
Vxl n, 故 Vx 定 是 与 a 无 关 的 . 故 可 以 以 (Vx, n) 为 2 个 起 始 向 量 , 在 
P,D,(m — 1) 的 列 向 量 组 中 选取 其 他 的 与 we、n 线性 无 关 的 极 大 线性 无 关 向 量 
组 Vix,. 由 此 构造 出 来 的 (3. 3. 2. 39) 式 中 的 肯定 就 是 Vx 向 量 .因此 可 以 统一 
地 把 构造 Darboux 标 架 的 基 向 量 组 表示 为 该, Bo s B... n JEH B = Vx R 
| Vxl =1. 

以 下 假设 已 得 到 一 组 基 向 量 组 ,为 简化 叙述 ,不 妨 设 与 各 VY 向 最 无 关 ， 
JAT Vx, VX，…，V"'x, n 就 是 可 构造 Darboux 标 架 的 基 向 量 组 . 考虑 对 这 一 
基 向 量 组 作 满 足 Darboux 标 架 要 求 的 投影 及 正 交 化 、 归 一 化 处 理 . 

在 实际 应 用 中 ,不 需要 构造 正 投影 矩阵 P, ,而 可 以 出 以 下 方式 得 到 各 VA 向 
量 在 曲面 /的 切 空间 L, 上 的 投影 向 量 Vw ，， 

Vx, = Vx — (V xTn) en d =2,3, =, m—1 一 (3. 3. 2. 39a) 
因为 wx | onik Ve, = Vx. 由 此 得 到 了 以 下 革 向 量 组 


Wi 


对 这 一 基 向 量 组 中 的 Vx,,d = 1, 2, =, m 一 1 向量 ,用 Schmidt 正 交 化 、 归 一 
化 处 理 , 即 令 


B. = Vx, = Vx 
Ei y? 
Syny Sh Yke 
B, =V" x, Ep? il m—2 03.3.2. 39b) 
人 s Ro s S w 
B= TB t50 1.2, m—2 


最 终 即 得 到 Po Bo oe Bazs n 基 向 量 组 . 这 就 是 Darboux 标 架 所 要 求 的 基 向 
mA. 


BERM Bo Bo =s Bacs mn 已 经 确定 . 则 记 
D, = [Bs B. =s B... n] 
并 且 设 已 选 定 士 记 ,使 | D, |= 1. 那么 , 易 知 类 似 (2. 3. 1. 28) 式 ,由 


= AS 
b; = £b, 


8$3 加 边 实 对 称 矩 阵 的 拟 特征 值 及 拟 特征 向 量 393 


一 (3.3.2.40) 


便 得 到 Darboux 标 架 的 系数 矩阵 . 注意 (3. 3. 2. 40) 式 中 最 右 端的 系数 矩阵 的 前 
(m—1)X (m — 1) 阶 主子 矩阵 ,由 以 上 关于 向 量 组 的 构造 方式 即 知 , 其 形式 上 
一 定 是 类 似 Frenet 标 架 的 系数 矩阵 , 即 次 对 角 线 元 素 不 恒 为 0 且 负 对 称 . 至 于 
(3, 3. 2. 40) 式 中 的 0 系数 ,是 在 R" 空间 维 数 m > 3 时 才 会 出 现 的 . 可 以 称 m 系 
数 为 曲面 /上 曲线 x(s) 的 测 地 交叉 挠 率 “1). 

由 此 可 得 到 以 下 关系 ( 设 x(s) 曲 线 函 数 中 的 s 是 弧 长 参数 ) 


r= h B r P ¿i= 1⁄2, m—2 
_ nd |i=1,2,-, m—2 
S = qe Ba s S pl 一 (3.3.2.41) 


注意 ,现在 (3. 3. 2. 41) 式 中 , 记 的 确定 在 Vi 六 与 4 线性 相关 时 ,可 由 以 上 的 
(b) 所 述 的 方式 ,从 多 重 矢量 积 中 得 到 . 这 种 情形 ,所 对 应 的 实则 就 是 曲面 /上 
的 曲线 x(s) 是 曲面 测 地 线 的 情形 .对 这 一 情形 ,可 给 出 稍 详细 的 说 明 . 

推论 3.3.2.3 x(s) 是 R" 空间 上 的 曲面 /的 ( 非 直 线 的 ) 测 地 线 的 充 要 条 
件 是 Vx(s) 导 数 向 量 与 曲面 f 在 x(5) 处 的 法 向 量 n 函数 相关 的 . 这 里 ,s 是 弧 长 
参数 . a 

这 里 “函数 相关 ”的 意思 是 指 存在 非 0 的 因子 A( 可 能 与 有 关 ) ,使 Vx 二 4。 
n. Bj)V°x Jë n 的 共 线 向 量 . 

证 明 : AV 55 n 线性 相关 , 则 有 非 0 因子 4, 使 


Vx=àen 


则 由 (3. 3. 2. 21) 式 , 知 ， 


CII 其 几何 意义 尚 有 待 说 明 . 
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K, =+ Q — 22): = 0 
故 x(s) 是 曲面 的 测 地 线 .反之 ,车 x(s) 是 曲面 了 的 测 地 线 , 则 应 有 
(VixT Vix— (V° x'a)? = 0 
而 
(Vx! Vx — (V x'a)? = |V'x—(V'x!n) en | 
故 由 Euclid 范 数 的 性 质 即 知 
IV: x—(VixTn) .nl = 0V x—(V'x!n)*n = 0 
Vr=An A=Vxrn 
即 证 . 
由 此 即 知 , 当 x(s) 是 曲面 上 的 ( 非 直线 ) 测 地 线 时 ,就 有 
Vx=A.n 120 
从 而 
P.,V'x=0 
并 可 有 
rankP,D,(m — 1) = 
rank[P,D,(m — 1), n] =m—1 


这 时 ,就 不 能 利用 (3. 3. 2. 19) RKR E B. 从 而 只 能 利用 上 述 (b) 的 方式 ,用 多 
重 矢 量 积 算法 来 确定 忆 , 并 以 此 确定 Darboux 标 架 . 

可 以 恰当 称 Darboux 标 架 是 曲面 /上 的 曲线 x(s) 的 测 地 的 Frenet HA. 

当 曲 线 x(s) 的 1 一 mm 一 1 阶 导 数 向 量 短 阵 D, Cm — 1) 的 秩 二 mn 一 1 时 ， 
(3.3. 2. 40) 式 那样 的 Darboux 标 架 是 无 法 构造 的 . 但 类 似 Frenet 标 架 的 情形 ， 
这 时 可 以 构造 k 维 (或 k 一 1 维 ) 的 测 地 标 架 .只 是 这 一 标 架 上 的 系数 矩阵 只 能 是 
非 负 的 , 即 是 上 文 所 说 的 “自然 "的 测 地 标 架 . 它 依然 可 通过 选取 [P,D,Cm 一 1)， 
n] 的 极 大 线性 无关 列 向 量 组 的 正 交 化 和 归 一 化 得 到 、 

这 里 附带 地 还 应 指出 , 当 避 2 0, 由 (3.3.2.19) 式 给 出 的 忆 向 量 ,与 


P,D, Gn — 1) 的 列 向 量 组 经 Schmidt IE 3 4648 #J B, 向 量 组 中 的 向 量 完全 
— 


这 样 , 由 (3. 3. 2. 36) 式 或 (3. 3. 2. 39) 式 ,就 已 经 解决 了 (3. 3. 2. 19) 式 中 的 符 
号 选取 问题 . 而 由 (3. 3. 2. 41) 式 , 则 可 以 给 出 全 部 的 r... o, 的 符号 . 


以 下 给 出 r; 的 投影 性 质 的 表达 式 , 记 Z = va, I — VB. 由 (3.3.2.41) 式 
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的 第 1 式 
ri — - B. Wn = n" VB, 
由 向 量 内 积 的 几何 意义 ,= Vn [BJ B fE B, 向 量 给 出 方向 上 的 投影 . 注意 , Vn 上 


n, 故 W fJ f t3 B, 均 是 曲面 在 x(s) 处 的 切 超 平面 上 的 方向 向 量 . 因此 ,|ri| 是 


Vn t B, 的 正 交 方 向 到 及 上 的 投影 径 长. 因此 构造 切 超 平面 上 到 忆 的 正 投影 算 
阵 P,, 则 P, 应 是 以 下 齐 次 方程 组 


Ja =o 
Ç (3.3.2.42) 
Wa=0 j=1,2,-, m—2, j i 
的 基础 解 系 矩 阵 IT, 构造 的 正 投影 矩阵 P,， 
P, = H, IL, IT: 一 (3. 3. 2. 43) 
可 得 
1z:|= |P, Wha |l (3. 3. 2. 44) 


(3.3.2.44) 式 ,在 及 空间 上 的 表示 ,可 见 图 3. 3. 2. 1 所 示 . 那里 的 Pn 向量 就 是 
(3. 3. 2. 44) 式 中 的 P, Va 向 量 . 
由 P, 矩阵 的 对 称 宕 等 性 质 ,(3. 3. 2. 44) 式 又 可 表 成 


ri=+ (Vn'P, W)? i=1, 2, =, m—2 (3. 3. 2. 45) 


;的 符号 , 当 一 已 Yn WI B, 相同 时 取 十 号 否则 取 一 号 . 其 几何 意义 已 在 图 
3.3.2.1 的 说 明 中 给 出 .由 (3. 3. 2.45) 式 即 可 见 ,r 依赖 于 Vn 向 量 ,P, 矩阵 也 依 
赖 于 n 向 量 , 故 ;不 会 是 内 蕴 几 何 性 质 的 度量 . 

类 似 地 可 知 , 测 地 交叉 挠 率 mw 也 可 表示 为 


o; =+ (WP BT i=1l,2, m2 j=itl 一 (3.3.2.46) 


其 意义 与 符号 的 取 法 均 类 似 于 (3. 3. 2. 45) 式 . 不 再 熬 述 . 

应 当 指出 , 当 曲 面 /上 的 曲线 x(s) 的 参数 ; 不 是 弧 长 参数 时 , (3. 3. 2. 45 一 
46) 式 等 号 右边 应 再 乘 上 iVx l| AF. 

《3. 3. 2. 45) 式 也 可 以 看 成 是 以 下 条 件 极 值 规 划 的 解 . 


i Vn" 


VxeTB = 0 
z — (3. 3. 2. 47) 
s.t. 4 Bp = j=1,2, =, m—2 j#i 
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构造 1 一 函数 


L = vpn Fp + Ç VB SPB, 


jæi 


并 记 B=lu H,€ R u € 及 . 则 中 — 区， 并 由 极 值 条 件 


Pe L SugÁ r pre ) a8 _ 
S = VM — 2⁄8" + Ç Va +D 3 一 


可 得 
Vn' II, = 24" II, 
或 写成 
H! n = 2AT Nu 
从 而 解 出 
p BACA N -(3. 3. 2. 48) 
ti =+ (Vn! P, a)! 


当然 ,(3. 3. 2. 48) 式 要 依赖 于 羽 向 量 组 事先 已 给 出 的 条 件 , 故 它 不 具有 构 
造 性 的 意义 ,而 只 在 于 说 明 = 仍 具有 极 值 意义 (om 也 一 样 ). 故 Darboux 标 架 也 
是 一 个 极 值 意义 上 的 标 架 . 

在 Darboux 标 架 (3. 3. 2. 40) 式 的 最 后 一 式 中 ,可 得 到 


= _ 
Vn =— x, Wk — > eP, —(3. 3. 2. 49) 
= 
从 而 有 
Vn” Vn = 2 + (Ti)? H (E? pes E 一 (3.3.2.50) 
由 定义 
T Yn = ù" 2P Ən, 
Vn” Vn = i S Spi 
而 
anT oan _ E . 
Sm = (3.3.2.51) 


JEPE 即 为 曲面 了 的 第 三 基本 二 次 型 矩阵 . 故 
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Vn Vn — u' H ù (8 3.2. 52y 
由 Weingarten 映射 的 定义 


am yar 


aq W Well™ 
故 有 以 下 关系 ， 
F.W aw =II-II I=II`I=WI 一 (3.3.2.53) 


第 三 基本 二 次 型 矩阵 可 由 第 一 .二 基本 二 次 型 矩阵 构造 出 来 . 
由 (3. 2. 5. 11) 式 ,利用 那里 定义 的 变换 矩阵 Q,( 由 拟 特征 向 量 a, 构造 ), 对 
五 矩阵 作 变 换 ,并 将 和 看 作 给 定点 处 的 数值 短 阵 ， 


(e)? 
oå)? 0 
Q EQ = s: 一 (3.3.2.54) 
0 (w: 
其 中 是 曲面 f 09 3508, BUE R E CHO EE S DE. 
(3.3. 2. 54) 式 可 由 以 下 方式 推 知 . 将 如 也 看 作 给 定点 处 的 数值 矩阵 ， 


Q; IQ, = q: on ana， 


au Ju 


在 一 般 曲面 函数 f(x) = 0 E,n = ,而 x 又 可 由 x = ru) 参数 形式 表示 . 


— a 
Ivf 


ði 
起- ToT C TT (VA Sa) 
a TSF (GE vrvi) TT E VY) (wr Vr) 
ər Ərq 


以 及 (3. 2. 5. 10) 式 ,4 后 二 = Q. Q 是 (3.2.5.1) 式 给 出 的 加 边 Hessian 


3u’ auQ 


矩阵 的 拟 特征 向 量 G, HERI m — 1 阶 谱 分 解 和 矩阵 . 从 而 有 


Ju Ju = gy L VIV- (QT Vf VI) VT VifQ) 


并 易 知 


TWT 
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mal =n yf ki 
; 
qv = | #@- | avp = nh 
Apd Lr. 


ka — yo r Vf. 


其 中 必 是 拟 特征 值 ,x 是 上 一 乘 子 (辅助 参量 ). 
所 以 , 记 7 = (Yu Ves s Yma)" A 


2 


“ 

0 
an! ang _ l “ r HIFI pyr AYAN 
Q u u = TVT n, tT iye YT 

fe 

再 由 
EREI -POA 
“= TVI 


即 有 (3. 3. 2. 54) 式 . 
若 将 大 看 成 是 函数 矩阵 ,并 由 (3. 2. 5. 19) 式 的 参数 变换 短 阵 吃 给 予 变换 ， 
那么 ， 
H (z) 一 w H Cu) z = diag(clh /gu + Ch/g= Ü to Cimin D /Bowdenn) 


— (3. 3. 2. 55) 


对 于 参数 曲面 函数 的 情形 ,直接 利用 (3. 2. 5. 25) 式 和 (3. 3. 2. 53) 式 即 可 得 
到 (3. 3. 2. 54) 式 . 


在 m = 3 的 情形 ,直接 展开 便 可 知 有 以 下 关系 
E=2hļ -rI —(3. 3. 2. 56) 
JU h, < 分 别 为 平均 曲率 .Gauss 曲率 ,并 且 还 可 以 导出 
Vn” Vn = <; + (z!) 
Wie c = r, FHG. 3. 2. 52) 式 
Va Vn =ù Hù = 2h- wu «re utu 
且 在 曲线 x(s) 上 ,应 有 || Vel = 1=>w ù= 1, 


wu 


K, 7 ri 
uu 


Tu 
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从 而 有 
如 十 已 一 2hk + x = 0 (3..352..57) 
其 中 心 是 曲面 f 沿 x(s) 的 切 方向 的 法 截 曲率 . 
于 是 由 曲率 线 的 定义 ,车 x(s) 是 曲面 了 的 曲率 线 , 则 
K. =< i=1or2 
K, EERE, AE h= (G 十 心 )/2 x 二 Kxs， 从 (3.3.2.57) 式 使 可 得 到 在 曲 
率 线 上 恒 有 = 0. 
这 邮 是 R° 空间 上 曲面 上 的 曲率 线 的 测 地 挠 率 恒 为 0 的 结论 . 但 在 m > 3 
时 ，(3. 3. 2. 56 一 57) 式 一 般 不 能 成 立 . 但 可 以 通过 以 下 分 析 来 推 知 在 曲率 线 上 
仍 有 r':= 0 的 结论 . 即 直接 出 Rodriques 定理 便 得 到 在 曲面 的 曲率 线 上 ,成 立 
Vn” Vn = x; Wx" Vx = x; —(3: 8, 2,58) 
再 由 (3. 3. 2. 50) 式 ,得 


K + (ri): + = + (z 


= 好 
便 知 
Ct) = 02ri= 0 i= ,2,--, m—2 -(3.3.2.59) 
所 以 ,可 以 用 r:= 0 i=1,…,m 一 2 作为 曲率 线 方程 的 一 个 条 件 . 这 一 条 
件 由 (3. 3. 2. 44) 式 , 知 在 非 直线 的 曲率 线 上 ,必要 成 立 
WneNixlx=Py ny=0 y#0 y€R) 
由 正 投影 矩阵 P; 的 构造 ， 


由 tlz=Py ny=0 y€ R° y#0) 
=(x|x=c+*Vxk c€ R co0} 
即 
VEtrzlx 一 c*Vr c€ R c#0) 
因此 ,在 曲率 线 上 总 要 成 立 
Vn // Vx —(3. 3. 2. 60) 
从 而 Vn E Ve 平行 的 向 量 场 . 
由 于 曲率 线 又 是 测 地 线 , 故 曲率 线 也 必 满 足 (3. 3. 2. 24) 式 给 出 的 微分 方程 ， 


可 以 推论 3. 3. 2. 2 再 验证 这 一 点 . 
由 推论 3. 3. 2. 2, 应 有 曲率 线 微分 方程 


V'x = n —(3.3.2.61) 
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再 由 (3. 3. 1. 8) 式 ,上 式 应 可 写成 


ú" Vr Ver 
ar- ú" Vr; Ərtər- rT [oT VE _ ər _ 
P |a aon a 2 |a s= 9 
ú Vizni) lù" Viri 
但 这 即 表示 在 曲率 线 上 成 立 (3. 3. 2. 24) 式 . 
再 由 曲率 线 上 
n! V: x = À = x, 
以 及 (3. 3. 1. 14) 式 ,可知 在 曲率 线 上 
ùH ù = K, 
所 以 ,曲面 r(u) 上 的 曲率 线 应 是 以 下 方程 组 的 解 
ut+un=0 
1 PEP —(3. 3. 2. 62) 
Vn // Vx or ú` I ú = x, 


与 (3. 3. 2. 24) 式 相 比 较 , 上 式 增加 了 一 个 一 阶 条 件 . 

在 此 还 有 必要 指出 ,曲面 上 曲线 x(s) 上 的 测 地 挠 率 zx 的 几何 意义 不 仅 包含 
有 x(y) 在 切 超 平面 上 的 投影 曲线 离开 L, 平面 (参见 图 3. 3. 2. 1) 的 速率 这 部 分 
内 涵 , 同 时 ,由 于 现在 的 工 , 平面 由 (Vx, n) 基 向 量 所 张 成 , 故 , 测 地 找 率 5 还 必 将 
含有 nn 法 方向 向 量 绕 Vx 转动 所 产生 的 x(s) 的 投影 曲线 偏离 L, 平面 的 速率 这 部 
分 内 涵 . 

这 个 问题 可 以 利用 曲面 上 非 曲率 线 的 直线 的 测 地 挠 率 不 等 于 O 的 性 质 加 以 
说 明 . 由 例 3. 3. 1. 2 已 知 鞍 面 上 的 直 ( 母 7 线 不 是 曲率 线 . 下 证 直 ( 母 ) 线 的 测 地 挠 
¥ r, Z 0. 

续 例 3.3.1.2 在 图 3. 3. 2. 2 中 ,c 是 鞍 面 上 的 一 条 直 ( 母 ) 线 x(0), 在 c 上 
的 x? = xG) 处 ,由 基 向 量 (Vx, Bo nH 
右手 系 局 部 标 架 . n. 是 x° 处 鞍 面 的 单位 法 向 
量 . 当 直 ( 母 ) 线 方程 的 参数 pb -> b + At, 
At >>0, 有 < 上 的 对 应 点 

x' = x(t + At) 


鞍 面 在 处 的 单位 法 向 量 设 为 m. 将 nm 
平移 到 x? 处. 则 nm 一 定 是 (让 ，m) 平 面 上 的 
向 量 . 由 于 m 相对 于 n, 有 9 角 所 示 的 转动 ， 
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故 , 当 At 一 0 p0, Vn 应 是 (了, n) 平 面 上 的 单位 圆 ( 弧 ) 在 no 点 处 切 方向 上 的 向 
量 .所 以 , Vn | n, HVn | Vx. 由 此 即 知 P Wh 投影 ,就 是 Vn 平移 到 x? 点 .| wa | 由 
At 一 0 时 的 m 相对 于 m 的 转动 速率 决定 . 由 此 即 知 | Pn | = | Vn l) 在 单位 
法 向 量 n 随 i 的 变动 而 转动 时 不 会 为 0. 故 直 ( 母 ) 线 的 = Z 0. 

事实 上 ,以 


z=t 
为 例 .在 。 直线 上 
a z] 
2c °| 
dx 1 
Grav =l, n= 2y 
a £ IvA 引 
1 L 4 
1 
x 
dn _ s: 1 Sawl n dyfr 
d = Ty j- TT a V 
Lo 


故 
Vx! Vn = 0> Vn | Vx 
H Vn | n W8, Vn #0, | r. |= || Val] = o. 
H + c 直线 自身 的 挠 率 应 为 0, 所 以 c 直线 的 测 地 挠 率 r, EKR EHT c 
直线 正 向 , 鞍 面 的 单位 法 向 量 的 转动 速率 . 这 一 速率 应 是 曲面 自身 的 几何 性 质 . 
在 结束 本 节 时 ,再 补充 说 明 , 当 m > 3 时 , R" 空间 曲面 /上 曲线 x(s) 的 测 
地 曲率 , 找 率 的 符号 只 能 在 测 地 标 架 (Darboux 标 架 ) 的 基 向 量 B, j=0, 1,，…， 
m 一 2 给 出 后 才能 确定 .但 在 m3 时 ,利用 忆 — n >x Va 的 性 质 ,即行 列 式 
| 
的 要 求 ,可 知 由 (3. 3. 2. 19) 式 (在 «, Z 0 BD), 利用 其 等 号 右边 分 子 部 分 的 性 质 ， 
并 记忆 前 的 符号 为 s,, 则 
u! Vri) 
ù" veal. n 


lu" Vizsu. 


s, = sign | | Vx, — (3. 3. 2. 63) 
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上 式 右 边 的 行列 式 可 表示 为 
1 I 2 
T Vri u; 
2 
Vx, aala = D| Vei m|i 
iel u, 
W" Vit. Jz. 
i 
du U Vru m 


=— D ü" Vi + XI; n Ijeu, 
其 中 1= d, 1, D" 故 


: : 
s, =—sign( D ú" Vr, © È) | hon, 1| i) 一 (3.3.2.64) 
£t + 


(3. 3. 2. 63) 式 表示 了 s, 与 曲面 的 法 方向 n 及 曲线 的 方向 4, 均 有 关 . 
例 3.3.2.1 RF I 


Tı = ucos v 
rlu, v) = 42: = usin v 


EH u+ u= OREH c F 0938361838 <. 
解 : h utv = 0=>v = u. 在 曲线 c 上 x(s) ,有 


cosu —usinv ñ cos v + usin v] 
ù 
_ 


ú 


sin v — ucos v 


L 0 a L ->á 
B s 为 弧 长 参数 , 故 应 有 
ll Vx || = G +at+ ly = 1 
得 
z = 1 Freg 1 
ETES] Jeto 
ee 
TETES 
再 从 
cosu — usin v 
ar z 
ETIE = p roso >n 


L 0 a J 
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以 及 
2sin z — ucos v cos v + usin v 
V'x = Ë v— usin | + Ë v — ucos 中 
0 | -a J 
得 
Vix Vx = G + A)ut + uu uH G + a° + LD 
a 2au? 
V x'n, = = 
V+ a 
故 


tapay ua 
=s o (Vèrt Vr (V? TD tyi: = u GQ +a + 2) 
K. = s Vx Vx (V xn, =s[ antara) 


s 是 取 符号 因子 , 注意 以 上 开 根 (。，) 应 保持 非 负 , 故 V = | ul. 有 


K m su Pu kas 中 2 _ 
Vita(w + at + 12 


为 得 到 到 符号 因子 ,显然 应 
到 及 ， 


2sin o — ucos u] 
B. = s © ||— 2cosu— usin v| u’ + 


0 


cos v + usin v asin v 

: ú 2a „i 

sin v — ucos v |u — >“ | — cos v |u 
u +a 

=g 


u 


由 (Vx, B. n Wt FEER, GF 


cos v + usin v 2sin v — ucos v asin 引 
3 
sinv—ucosv —2cosv—usinv —acoso| —<= * s > 0 
Eu 
—a 0 | 
即 要 求 
y 
— ulw +a +2) -H + s, > OE — ut e s, > 0 
w + aš 
现 不 妨 取 
Pancic 
METES 


则 应 要 求 


403 


设 <, Z 0, 否则 没有 意义 . 故 可 从 (3. 3. 2. 19) 式 得 
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— u. s, > 0=>s, =— sign(wu) 


但 因为 


s, +| u |= signalu) .| u |=—u 
最 终 得 到 


o utt?) 
VEFE? +a + 1) 
由 此 例 可 见 , 这 里 给 出 的 方法 ,在 确定 测 地 曲率 <, 时 , 若 不 利用 曲面 法 向 量 


(如 用 (3. 3. 2. 23) 式 ) ,就 不 能 确定 <, 的 符号 . 但 这 里 的 方法 在 高 维 空间 的 情形 
下 , 仍 不 失 为 一 种 有 效率 的 计算 方法 . 


例 3.3.2.2 求 抛物 面 
xı = tcos 0 
r, 0) = | = tsin 0 


z = 


x, = 


上 9 一 曲线 的 测 地 曲率 . 
WL: 以 下 各 Vx 的 导数 , 均 是 关于 0 的 导数 . 


一 tsing 
Vx = | tcos 0 


0 j 


一 tcos — cos 
V'x = K: Vi¥= |— sin 0 
0 0 


— sin 0 
I Vx || = # 1( Bi t > 0) Vk = | = 
0 


易 知 
一 2t2cos — 2tcos 
N, = z x pa = Ë ce n, = TF - n 
由 Vervexz=1 VerVez = 
VixTn, = = er = a 


y: r j 
MERTI vi + 4r 
以 及 (3. 3. 2. 20) 式 , 即 得 


2 LT VX — (V? yT xr 
x, =+ 1 全 K Vand V In) _ 1 


TV tJi Fae 


$3 加 边 实 对 称 短 阵 的 拟 特征 值 及 拟 特征 向 量 


由 于 上，0 一 曲线 与 n, 一 定 构成 右手 系 , 故 上 式 应 取 十 号 , 即 得 结果 . 
例 3.3.2.3 圆柱 面 


好 十 风 十 0.z 一 1 
上 的 螺 线 


x = cosas 
| a+ =l a, b#0 
z= bs 
的 测 地 曲率 、 测 地 挠 率 . 


解 : 
a 
=-| =] lvl =1 
b 
故 s 是 弧 长 参数 . 
2z r= [一 ay 
取 v= B n= Ë w = | =] 
0 0 0 
以 及 
V'x= | 一 azy 
得 测 地 曲率 
K, =+ (V° x! V: x — (V  x1n)212 =+ (at ma) = 0 
所 以 ,这 一 螺 线 为 测 地 线 , 但 Vn 不 平行 于 Wr , 故 它 不 是 曲率 线 . 
由 
s by 
Bi —=nxVx= | 一 好 
a 
可 以 直接 得 到 


t, =— B: Vn = ab > 0 
以 下 再 利用 正 投影 矩阵 的 方法 给 予 检验 这 一 结果 . 由 


Vx'a = 0 


405 


406 32 4F E Ft 50 hith EAR € 5 8 JJ 


可 取 其 基础 解 系 和 矩阵 为 
1 0 1 
TS 0 1 
p o-i] 
从 而 可 得 


P, = I) "01 = 8 


2 


| 

P.W =b] “| VWP, n = at 
P | 
1 


(Vx, —P, W, nm) 构成 右手 系 , 即 P. Sh 与 一 局 同 向 , 故 
t, 一 (WTP.W)I: = ab 
结果 -一致 


附注 :R”" 空间 的 m 一 1 维 曲面 上 的 曲线 测 地 曲率 的 Liouville 公式 
由 (3, 3.2.23) 式 ,得 测 地 曲率 <, 也 可 以 表 成 


*= | 


Aü urpu) | 一 (3.3.2. 23) 
ðu 


现 设 于 矩阵 的 列 向 量 是 正 交 的 ,sw — O 是 符号 选择 因子 ( 见 上 文 说 明 ) 
设 
x(s) = r(u(s)) € R“ uls) € D, C R" 


是 rlw) 曲 面 上 的 一 条 曲线 , 且 s 是 弧 长 参数 . 
于 是 


dE o ri ama 
ds Ju ds 


并 应 有 
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PE 
Vx" Vx =ù" [ù= J gü =1 


=r di E 
L= 3 Ju 7 E88 8e t Eaa) 


这 里 g; = Hr = gs， 是 简 记 .由 


I`= diag( L° È 1) 


规定 


人 ESEA i 
Pi de( SE | 
所 以 ,由 内 积 的 几何 意义 即 知 


rðr" L è 
I w=] +I ù = cos 0 = (cos 0, , cos 0, , ++, cos On 1)" 


HJ 
= 


cos! 0 + cos 0 = Vx" Vx = cos: 6, = 1 


H 4; 
cos 0, — VE e u i= l, m—1 (3. 3. 2. 65) 
这 里 ,0 是 x(s) 曲 线 与 4 一 曲线 ( 见 下 文 ) 的 夹 角 . 
WARE u tu nu 的 分 量 是 


且 由 符号 

Igu Igu _ Igy 2 

E T Bu ae) (2. 4. 3.10) 
ar 


Hh SE EREI Ta Ht ftJ TEZE PE, BIN 


kZi,k2Zj,i#j Ti =0 


一 (3.3.2.66) 
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由 (2.4.3. 11) 式 和 上 式 即 得 


[pi =s u pe ia} 
l: T$ ZE, Du, i j 
|p 31 ag, i 
Pi = PREPA = i 

r = L g: 

”  2g, Ju 

其 余 ri=0 


利用 (3. 3. 2.67) 式 ,有 


Dr = Dri En P rhii ú; 
Ta 


“J 
i=j 


—(3. 3. 2. 67) 


-5 Tuut > Phu, + irt + Th 


wa ia 加 


a 加 
故 得 
ma a = 
Ime = SY lƏ9g  ; _ SY l dg.: 1 Igre 
2! ka se = E Buy Bgn Iu, 十 了 Iu, 
和 = 
或 表 成 
Pgri a&i 
2 uu, -È Ze, Jut (3. 3. 2. 68) 
从 而 
= a, 1 a, 
i + 了 Tw = ü + a5 Ea PEA Siu  — 8.3. 2.69 
ijel A i=l h 
对 (3. 3. 2. 65) 式 的 两 边 求 关 于 s 的 导数 ,有 
| 
和 r ¿+ D BQ, (3.3. 2.70) 
ijz OU; 
并 利用 (3. 3. 2. 65) 式 ,可 以 有 
[g ua, = + PISE £i cos 0,cos 0, 
Enr i Bj # 
(3.3.2.71) 
| 1 2gig = L. 2log g eos? 0, 
AEn Iur A Iu, 
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将 (3.3. 2. 23) 式 表 成 以 下 形式 
=s [Ss 十 Sr, x] -(3.3.2.72) 
将 (3.3.2. 69) 式 代入 (3.3.2.72) 式 ,得 
© y sinó dh 1 3 1 3g.. 1 12g s] 
一 “Dal VE Ta > Br du 2 > x Je) 


ë sd 15/21 dges Y gz, T 
= s[5 -sina q t +21[ 7 ttn 3)) 


再 将 (3. 3. 2.71) 式 代 人 上 式 ,最 终 便 得 


e- [E E ih d, g š (22 Əlog ga _ cos 0, Alog g, yes )] 
i 


所 s ffl g, w ga. Sur J 2 


一 (3.3.2.73) 
(3. 3.2.73) 式 就 是 R” Z EE hY m — 1 维 曲面 上 的 曲线 的 测 地 曲率 <, 的 


Liouville 公式 . 


当 m = 3, 记 


A — Sos0 Əlog g: _ cos 0, Ilog g: 
Vg: m Ja aa 
从 (3. 3. 2.73) 式 中 得 到 


d = [— sina, $4 288A)? + (— sing S s84] 


= (sing gh) + [sin 0, SY ++ (sin 6 cos 0, W - sin ñ, cos 6, Š P. na + 


一 (3.3.2.74) 
由 cos 0, + cos 6, = 1 f 


d Ceos? 0, + cost 0,) = 0=> sin @,cos 0, Š =— sin Q cos 0, 2 
ds ds ds 


cos 0, .cos 0, 不 能 同时 为 0. 设 cos 0, > 0. 故 从 上 式 得 


EzA g) = (ina S) 


于 是 
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š ; 
(sina, ay + (sin 6, 2) 
另 由 
sin? 0, = 1 — cos? 0, = cos? 6, 
所 以 
_ /day 
= (于 ) (3.3.2.75) 
青 由 
_ cosb, dô, d; 
cos de re 
得 
sin ños 0, S — sin ñ cos 0; Ë 
s ds 


因 sinô, = cos0, 便 有 


sin Qucos 0, SP 一 sin ñ cos 0, $ === (3.3.2.76) 
" s 


2.75 一 76) 式 代 人 (3. 3.2.74) 式 ,并 记 0, = 0, 使 有 


e= [E-A] 


_ „[(8— cos0 logg. | sing alog g: "|: 
= s| (3 2 VE u 2 Va ou ) 


Hgo =E, g: =G um =u, uz 二 v 代 入 ,并 设 s=1 t 


dô cos0 Əlog E , sin alogG 
十 (3.3.2.77) 
s 2⁄G 9 2VE ou 


这 就 是 人 所 熟知 的 R 空间 上 的 Liouville 公式 . 与 (3. 3. 2. 73) 式 相 比 较 , 可 见 在 
R" 空间 上 产生 了 复杂 性 . 

考虑 (3. 3.2.73) 式 中 , 取 x(s) 为 u 一 曲线 . 这 里 wu 一 曲线 是 取 w = c. ci 一 
const, í k Z i Ë u, = u, Cs) 构造 的 曲线 . 从 而 


ki =o sn =o kZi 
ds 


fi 
2 


sino, % =0 h=1, =, m—1l cos@ñi=0 h#i cos0 = 1 
|s 


Š$ 3 加 边 实 对 称 甜 阵 的 拟 特征 值 及 拟 特征 向 量 “ 411 


于 是 wu 一 曲线 的 测 地 曲率 <; 可 表 成 


_ [S1/ 1 alogg 1:12 D 
“= Sl ra (3.3.2.78) 
i 
当 加 二 3, 对 于 i 一 1, 并 参见 (3.3.2.77) 式 ,可 取 s 一 一 1, 从 (3.3.2.78) 式 
便 得 


a 1 Əlog E 


2 G an 


Mi= 2, 则 可 取 s, — 1, 有 

心 一 s Esas 
这 即 是 R° 空间 上 的 a H£. i£ 09 8438 lli R Liouville AR. 
$3.3.3 一 般 曲面 函数 决定 的 测 地 线 方程 


当 R” 空间 上 的 曲面 由 一 个 一 般 形式 的 曲面 函数 f(x) = 0 给 出 ,可 以 推导 
出 一 个 非 内 蕴 形 式 的 测 地 线 微分 方程 . 事实 上 ,可 以 直接 利用 (3. 3. 1. 15) 式 ,在 
曲面 测 地 线 上 ,应 有 I Do | = 0, 故 必 有 


V'x = N,(s) = x, * n = (80.4: 3.15 


(3. 3. 3. 1) 式 是 与 (3. 3. 2. 24) 式 等 价 的 测 地 线 方程 . 只 是 (3. 3. 2. 24) 式 是 以 “内 
蕴 ” 的 几何 量 给 出 的 微分 方程 ,从 而 更 受到 关注 . 但 在 一 般 曲 面 函数 情形 ,直接 利 
用 (3. 3. 3. 1) 式 是 更 可 行 的 方法 . 
设 
N= Wo 
N= Tv l| 
是 一 般 曲 面 函 数 给 出 的 自然 定向 的 单位 法 向 量 . 并 注意 (3. 3. 3. 1) 式 等 号 右边 的 
乘积 com 因子 与 曲面 定向 的 改变 无 关 , 即 车 取 曲 面 定向 为 一 n, 则 x, 也 将 改变 符 
号 ,成 为 一 , 故 en 乘积 不 变 . 所 以 ,可 以 不 问 Ñ 的 定向 是 否 与 正则 参数 曲面 函 
数 由 多 重 矢量 积 给 出 的 定向 n 一致 ,在 (3. 3. 3.1) 式 中 ,用 太 替 代 m ,并 规定 
Vx" H Vx 
5 


一 (2.2.1.9) 


UR H — VG, Ve = EO, çG) 是 曲面 上 的 测 地 线 ,就 可 得 到 
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r 
rv = 一 (3.3.3.2) 


这 就 是 (3. 3. 3. 1) 式 的 一 般 形 式 . 注意 (3. 3. 3. 2) 式 中 的 Vx(s) 、Vex(s) 的 参 
数 s 必须 为 弧 长 参数 , 即 Vx" Vx = 1. 
将 Vx 写成 x, 并 将 (3. 3. 3. 2) 式 写成 


(Vf! Vf) < x =— (Vx! Vf Vx) * Vf 一 (3.3.3.3) 
两 边 对 s 参数 作 积分 ,并 因 xds = dx, 有 
[vw Va =- jovs Vf Vx) + Vfds 
=- fv. (Vx! Vf Vx )ds — (3. 3. 3. 4) 


因为 

d(V/T Vx) = Vx! Vf Weds + Vf! dx 
得 

d(Vf! Vx) — Vf! dx = Vx" V’f Vxds 
将 此 结果 代入 (3. 3. 3. 4) 式 的 右边 ,得 


[vr ew vw = Wav vo — vf ap 

= | VAVE ve — [vy vf aš 

= Vf + (Vf! Vx) — [sr Vd Vf — Í VV Ta 
HF Vf Vx = 0 故 得 

[vw va =— [vf wa 一 (3.3.3.5) 
将 此 结果 代 人 (3. 3. 3. 4) 式 ,最 终 得 

fior VP » In —Vf Vf" Jäds = 0 — (3. 3. 3. 6) 


所 以 就 知 (3. 3. 3. 2) 式 可 等 价 地 表示 为 
LOF VA - I. — Vf Vf1]x = 0 一 (3.3.3.7) 


一 般 地 , 设 a € R” 是 任 一 非 0 的 m 维 向 量 , 称 
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€ R> — (3. 3. 3. 8) 


aa, aja, ° ab 


为 a 向 量 的 秩 1{( 自 偶 ) 和 矩阵 (Gram ERE). 因为 显然 , rank(aa!) = 1. 并 且 , 易 知 
aa" 矩阵 的 任意 二 1 阶 主子 式 均 为 0, 故 特征 多 项 式 
1M1。 一 aar |= MA 一 ara) = 0 一 (3.3.3.9) 
所 以 ,aar 的 特征 值 是 和 = o = Ama = 二 0 和 ,二 all. 
由 此 ,可 将 (3. 3. 3. 7) 式 的 意义 表述 为 如 下 推论 . 
推论 3.3.3.1 设 x(s) 是 一 般 曲面 函数 f(x) = 0, x € D C R” 上 的 测 地 
线 , 则 x 二 阶 导 数 向 量 必定 是 曲面 自然 定向 V/A(x) 梯 度 向 量 的 秩 1( 自 偶 ) 矩 阵 的 
特征 值 VAC || 对 应 的 特征 向 量 . C 
显然 ,在 正则 参数 曲面 函数 的 情况 下 ,应 可 以 有 曲面 r(u) 上 的 测 地 线 x(s) 
的 二 阶 导数 向 量 x 与 r(u) 决 定 的 单位 法 向 量 n 之 间 有 
[I.—m"]x = 0 一 (3.3.3.10) 
这 可 从 (3. 3. 3.7) 式 中 直接 得 到 . 
(3. 3. 3.7) 式 或 (3. 3. 3. 10) 式 的 工 就 是 (3. 3. 3. 1) 式 表示 的 x* — cm (或 如 
(3. 3. 3. 2) 式 那样 直接 表 成 常 微分 方程 组 的 形式 ). 其 中 工 的 一 阶 条 件 、0 阶 条 件 


sri 
Vfix=0 (orn"x = 0) (3. 3.3.11) 
f(x(s)) = 0 


由 (3. 3. 3. 1) 式 ,可 知 测 地 线 的 工 导数 总 是 与 曲面 的 法 向 量 n 成 共 线 的 关 
系 ,或 说 于 向 量 总 位 于 测 地 线 的 密切 平面 上 . 

当 w = 常数 , 则 可 直接 得 到 

x=àn 和 ER 一 (3.3. 3. 12) 

将 合并 到 以 上 二 阶 常 微分 方程 组 的 积分 常数 中 ,由 一 阶 条 件 即 可 给 出 测 地 线 
FE xO). 

由 上 显然 可 见 , 令 x = 0 当然 也 是 (3. 3. 3. 10) 式 的 一 个 特 解 . 所 以 ,曲面 上 
的 直线 一 定 就 是 曲面 的 测 地 线 .但 当 曲 面 上 不 存在 直线 , 则 x — 0 的 任 一 个 解 都 
不 可 能 满足 一 阶 条 件 中 的 对 所 有 的 s 均 有 Vf/"x = 0, 故 x 二 0 就 不 可 能 是 曲面 上 
的 测 地 线 方程 . 

在 曲线 测 地 线 的 情形 . 由 二 阶 常 微分 方程 组 
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x= x. 
Fi=l —(3. 3. 3. 13) 
vf'x=0 
所 得 到 的 解 函数 
x = x(s, c) —(3. 3. 3. 14) 


中 ,e 应 是 2m 维 的 积分 常 ( 参 ) 数 向 量 . 

由 (3. 3.3.11) 式 的 0、! 阶 条件 , 由 x(s, OM f(x(s, DRKAT c 向 量 的 
属性 ,决定 了 曲面 上 有 多 少 条 测 地 线 . 比如 , 若 有 一 特定 的 e 使 (3. 3. 3. 14) 式 决 
定 x(s, OWE O, 1 阶 条 件 , 且 xls, OM f(x(s, c)) 关 于 c 都 是 齐 次 的 ,那么 ， 
一 c 决 定 的 x(s， 一 c) 也 是 曲面 上 的 测 地 线 . 

例 3.3.3.1 R° 空间 上 的 圆柱 面 


f(x) 一 好 十 开 十 0.z 一 1 x= (m,y z)" 


上 的 全 部 测 地 线 . 
解 : 由 


x x 
v, 
v- fz] Vf Vf=4 we- r= Ë 


= xy 0 


Vf = 4|zy y 0 


0 0 o. 


VYAFVF 矩阵 的 IVA || 特征 值 对 应 的 特征 向 量 x 是 下 式 的 解 


1 一 习 一 my 0 
É 1—y 0lx=0 


0 0 1 


取 x 的 全 部 可 能 形式 求解. 
(1) x= 0, 可 得 


a 


x= ° a, b, c—const 


由 一 阶 条 件 
VFz 一 2ar 十 2by = 0 
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由 于 x=, y 具有 变动 性 , 故 要 使 上 式 成 立 , 必 只 能 有 a= b = 0, 从 而 可 取 


和 ñ 
£ 
a 
£= | a +b = 一 (a) 


这 是 曲面 上 的 直线 测 地 线 ,其 中 a, b 为 常数 . 


即 得 解 


(2) x 0. 由 
y -zy 0 
0 0 1 
得 
y(yr— zy) = 0 
{ z=0 
H y 的 变动 性 , 知 有 
xE — zy = 0 
I z=0 
这 一 方程 的 解 就 是 
但 由 


EV ED 
EZA 4 


以 及 z +y +? =1l>m +y =1-—= Mz = 0=>z= 常数 
故 知 , = 常数 . 从 而 其 解 可 表示 为 任 取 常 数 a > 0, 


工 一 士 ar 
: 一 土 ay 


z=0 
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则 由 上 式 右边 取 十 号 ,从 
Z=ar y=ay z=0 
中 得 


工 一 cle 十 cze y = ce” +c, ' 


但 这 一 解 的 形式 要 满 一 阶 条 件 , 只 能 是 c, >. :.， = 0, 故 应 舍 去 . 
再 由 工 = 一 ar y=—ay z=0 
可 得 到 解 


工 一 clcos as 十 czsin as 
y = cacosas 十 cusin as 


r= css+ c 


这 一 解 函数 满足 一 阶 条 件 的 关系 式 是 


d+ġ=1 
e+c=1 
CC 十 cc = 0 
a+c =1 

e ER 


先 设 cs Z 0, 并 简 记 cs = b. 则 对 于 任意 的 c + 0, 只 相差 一 个 坐标 平移 , 故 
不 妨 取 c = 0. 同时 , 取 最 简 形式 的 其 他 ,如 可 有 


便 得 解 

= = cosas 

| a+b =1 一 (b) 
再 可 以 取 c = 二 0 则 a = 1, 并 记 8= ceeR,c,i=1,2, 3,4 同 上, 便 得 


= = COSS 
y = sins 一 (@) 


z=b 


解 


所 以 ,(a) 、(b) 、(c) 三 式 给 出 了 圆柱 面 上 的 全 部 测 地 线 函 数 . 
例 3.3.3.2 R" 空间 上 的 单位 圆 球面 


f(x) =+ = 
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上 的 测 地 线 . 


N: H V/ — 2x, Vf Vf =4 Vf = á4xx! 所 以 测 地 线 x(s) 的 二 阶 导 
数 是 下 式 的 解 


(I.—xx!T)x = 0 
上 述 方程 组 中 的 第 i 个 是 
x = zx 
则 直接 利用 一 阶 条 件 
Vf = 0x" k = 0> x!x = 0 


所 以 ,应 成 立 
即 得 测 地 线 二 阶 导数 应 是 


这 方程 的 解 就 是 
=, = a;cos s + b;sin s 


ais b, 可 以 如 此 选择 ,以 过 单位 球面 上 的 (0，…，0，1)7 点 为 例 , 可 取 


Ë =acoss i=1,2,.-, m—1 2)a = 1 


=, = sin s 


因为 这 里 满足 3)a? = 1H a 有 无 穷 多 个 , 故 过 球面 上 任 一 点 的 测 地 线 有 无 穷 
多 条 , 且 它 们 是 过 这 一 点 的 球面 的 大 圆周 . 
例 3.3.3.3 证 明 R" 空间 上 的 旋转 曲面 的 子午 线 一 定 是 曲面 的 测 地 线 . 
解 : 设 旋转 曲面 用 以 下 函数 表示 
z= gv) Pow) = zl + zb fo) #0 and fw) Z 0 一 (a) 
EEA z= glv), f) = 常数 一 (b) 


这 里 ,之 所 以 要 用 (a) 、(b) 两 式 来 表示 R 空间 上 的 一 般 旋转 曲面 ,是 因为 
在 这 两 式 各 自 对 应 的 条 件 下 ,其 函数 形式 是 不 能 完全 替代 的 ,在 (a) 式 的 条 件 下 ， 
由 于 f. 矿 均 非 0, 故 偏 导数 


3u _ zd 
axr ff axm E ər, E ff 


是 存在 的 ,所 以 ,z 可 以 看 成 是 x = z(x) 函数 . 但 在 (b) 式 的 条 件 下 ,旋转 曲面 只 
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能 被 看 作 是 圆柱 面 ,所 以 ,z 不 能 表示 为 = = z(x) 函数 . 
先 考虑 (a) 式 . 将 其 表示 成 一 般 函 数 形式 


F(z, vx) = z—g() 一 0 x= x(s) 
并 设 x(s) 是 旋转 曲面 上 的 测 地 线 . 则 


— i x +: 
=-| “| VF' VF = 1 十 时 


1 f 
n 
PP -zg Z 
FE) 77 ff 
tj 
SIE i 
由 (3.3. 3.7) 式 
7 š 
; 1+ En In — Ro g 25 |; 
(CVET VE) Ina -vw wn [*]- ( ) ef J [:] 
= £x" s 
ff N 
=0 一 (@ 
这 里 的 x. z 都 是 关于 * 参数 的 导数 . 上 式 的 第 i 个 方程 可 表 为 
(+5)š = f naati Eon i =0 一 (d) 
第 六 十 1 个 方程 则 可 表 为 
fri + Gt =° 一 (e) 
从 (e) 式 可 得 到 
kasus 一 (D 
将 此 结果 代入 (d) 式 并 整理 , 即 得 到 
+ i=l, **, m 一 (的 


再 从 一 阶 条 件 


wr[ |=- SS+ = o9 g F —(h) 
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由 (h)、( 人 ) 得 
Eriti =0 —(i) 
这 样 ,(g) (iD 式 就 构成 了 测 地 线 x(s) 、z(s) 的 二 阶 导数 向 量 x、z 的 常 微分 
方程 组 .求解 这 个 方程 组 并 使 之 满足 另 一 个 一 阶 条 件 
i+ =l 
理论 上 便 可 确定 (a) 式 表示 的 旋转 曲面 上 的 所 有 测 地 线 . 容易 理解 g — 0 — 
z=0, Z = 0, 从 而 ,在 g' = 0 时 ,(g)、() 方 程 组 的 解 是 与 = 轴 正 交 的 直线 . 但 


由 旋转 曲面 的 几何 性 质 ,应 知 这 是 不 可 能 的 . 所 以 ,这 里 应 要 求 在 测 地 线 上 g Z 
0. 从 而 ,(g) 、(iD 还 可 表示 成 


me pusasqa ya 
fg G) 
=G 
" e 
2+ 人 :0 


另 一 方面 ,将 R"… 空 间 中 的 旋转 曲面 表示 成 参数 形式 


xi = f(u) sau) 一 1 m ue R 
= 


a (u) = T[ cos uj 
i 
=: 


a, (u) = «JI cos uj )sin umi 
r=] 


= 一 (k) 
a;(u) = ( [] cos wsin umis 


jai 


a,(u) = sinu, 


z = gv) 


则 其 子午 线 是 wu 取 常 数 向 量 时 的 v 一 曲线 . 从 而 在 子午 线 上 将 v 看 成 为 ;， 
并 求 导 , 有 


即 
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故 应 取 
y Für z 
' (fr gu 《万 十 有 
的 形式 ,并 得 
z. f fg i 
(rama T Fg? 
所 以 
本 LeeL == fm — x 
FEES FPO (ri ym ° fa, Eg Ti 


BI, WEO HMRI. z 显然 满足 . 由 此 即 知 (a) 式 决定 的 旋转 曲 
面 上 的 子午 线 是 测 地 线 . 

其 次 再 考虑 (b) 式 . 易 理 解 ,从 正则 性 的 要 求 , 应 挖 去 f(v) = 0 的 点 , 仅 需 考 
IE J Co) =0 的 旋转 曲面 .此 时 ,由 (k) 式 即 知 ,旋转 曲面 等 价 于 圆柱 面 . 故 其 子午 
线 是 平行 于 < 轴 的 直线 ,从 而 是 测 地 线 . 男 外 ,(b) 式 在 形式 上 又 可 看 成 是 
了 (v)== 常 数 时 的 R" 空间 上 的 球面 . 由 上 一 例 已 推出 了 球面 上 的 测 地 线 x(s) 的 
二 阶 导数 的 方程 . x(s) 是 球面 上 的 大 圆周 (应 有 无 穷 条 这 样 的 大 圆周 线 ). 

由 此 可 知 ,在 R"*' 空 间 上 的 旋转 曲面 上 的 子午 线 总 是 曲面 的 测 地 线 . 附带 
还 可 知 , 在 子午 线 上 其 切 方向 平行 于 = 轴 的 旋转 曲面 的 点 处 ,存在 有 无 数 条 过 这 
点 的 旋转 曲面 大 圆周 线 ( 这 与 R° 空间 上 的 情形 有 些 区 别 ). 

但 这 里 要 指出 ,R" 空间 上 的 旋转 曲面 上 的 大 圆周 线 ( 相 当 于 R° 空间 旋转 曲 
面 上 的 纬 圆周 线 ) 只 有 在 这 条 大 圆周 线 不 是 该 旋转 曲面 上 的 拐点 曲线 时 ,才能 成 
为 测 地 曲线 . 否则 , 它 只 是 渐 近 曲线 . 并 且 它 还 是 渐 近 曲线 中 测 地 挠 率 为 0 的 曲 
线 ( 见 下 一 章 分 析 ). 

以 下 再 对 于 R” 空间 上 的 维 曲面 上 的 测 地 线 给 予 一 个 简要 的 说 明 . 

Wir) € R” ue D.C R', 1<n<m-1l,u=u(s se DCR, 
x(s) —r(u(s)) 给 出 了 正则 参数 曲面 片 r(u) 上 的 一 条 曲线 , 且 * 是 弧 长 参数 . 

设 mm，m，…，nmo-* 是 ro) 曲面 上 的 法 空间 的 任 取 的 一 组 正 交 单位 基 向 量 
组 . fll ni, o, n... n Ë r(u) 曲 面 , 建 立 (2. 4. 4. 94 一 95) 式 表示 的 Gauss 一 
Codazzi 方程 组 . 

将 (2. 4.4.94) 式 代 人 (3. 3.1.8) 式 ,并 经 整理 ,可 得 


x = x ara arpay neq Z 
Vx = d? = ut" Tu) + IB(u) (3. 3.3. 15) 


其 中 
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Bua) = (w Fu, utu, Wu) 


I= [ns m, -, nan) 


则 
x, = I V! = [ SG aro | + pi) 
一 (3.3.3.16) 
其 中 
Say s. 202 
tr |- K, 
是 曲线 x(s) 的 测 地 曲率 . 在 x(5) 是 测 地 线 时 ,应 有 
tiri) = 0 +u ri = 0 一 (3.3.1.18) 
因此 ,在 *(s*) 是 r(u) 曲 面 上 的 测 地 线 时 ,总 有 
dx. > ~ _ du sp 
= HBO) u= 4 sS 17 
从 而 
x, = || BG) | (3.3.3.18) 


其 中 心 是 x(s) 的 绝对 曲率 . 

现在 ,(3. 3.3.18) 式 中 的 wu 其 实 已 由 (3. 3. 1. 18) 式 以 内 萄 的 几何 量 形式 给 
出 ,但 在 (3. 3. 3.17) 式 的 等 号 右边 ,由 n, e ,作为 列 向 量 组 成 的 矩阵 卫 可 
以 是 任 取 的 .所 以 ,有 以 下 推论 . 

推论 3.3.3.2 设 x(s) 是 R" 空间 上 的 n 维 正则 参数 曲面 片 rCu) 上 的 测 地 
线 ,x(s) = r(u(s)). M x(s) 曲线 的 (绝对 ) 曲率 <, = | Vx1 ,与 r(w) 曲 面 在 
x(s) 曲 线 处 的 法 空间 的 正 交 单 位 基 向 量 组 四，…，m。-, 的 取 法 无 关 . Ê. 

WEA: 只 要 证 明 (3. 3. 3. 17) 式 中 的 向 量 HBCu) E H E E 36 4846 F AE 
量 即 可 .设立 是 另 取 的 入，…， nn。 单位 正 交 基 向 量 组 构造 的 矩阵 , 则 总 有 正 交 
变换 矩阵 Q, 使 


=m Q= I, 


q, 是 Q 的 第 j 列 向 量 .于 是 
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E 
an; _ SX ən, 
3Əu H Fu” 


即 知 
ùW Pi = Siwa ú e q. 
所 以 ， 
Ba = QB) 
Bad = a P'a, e, i 
即 有 
Bio = IQQ" Pù) = IIB(u) 
即 证 . 


在 以 上 的 证 明 中 ,以 及 ( 2. 4. 4. 94) 式 关于 0 系数 是 政和 矩阵 的 元 素 这 一 结 
论 中 ,都 依赖 于 给 定 的 mw，…，n。-, 基 向 量 组 是 rw) 法 空间 中 的 一 组 单位 正 交 
基 向 量 组 . 所 以 ,以 上 推论 中 的 由，…，mo-, 是 单位 正 交 的 这 一 条 件 不 能 省 略 . 

推论 3. 3. 3. 2 给 出 了 r(uw) 曲 面 上 的 测 地 线 的 一 个 特殊 的 性 质 . 具备 这 个 性 
质 的 最 简单 曲线 当然 就 是 R" 空间 上 的 直线 . 在 直线 上 , 任 取 正 交 的 法 方向 
mo s n,-, ,直线 的 曲率 肯定 恒 为 0. 

(3. 3. 3. 17) 式 就 是 R" 空间 上 的 n 维 曲面 r(w) 上 的 测 地 线 的 一 个 非 内 落 几 


何 形式 的 解 (微分 方程 组 ). 容易 验证 ,符合 (3. 3. 3. 17) 式 的 这 一 TX, 一 定 又 是 
以 下 形式 的 微分 方程 组 的 解 ， 
An — OIX = 0 一 (3.3.3.19) 
(3.3.3.19) 式 ,在 n= m — 1 时 ,就 得 到 (3. 3. 3. 10) 式 . 
将 R”. 空间 上 的 r(u) 曲 面 写成 以 下 一 般 函 数 形 式 


e= 
Cakomo f= (o fO 


| "(x)=0 
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则 可 以 方便 地 直接 将 榜 度 向 量 组 ?7 作 正 交 化 ( 归 -化 ) 处 理 ,并 可 得 到 列 正 交 


H) I EBE, JF G. 3. 3. 19) 式 直接 得 到 测 地 线 函 数 . 
在 以 上 的 规定 下 , 当 n = m 一 1, 即 得 到 传统 的 测 地 线 函 数 . 当 n = 1, 设 
xu) = ru) ,u 是 弧 长 函数 . 


ar ar ar 


Su Vx Ju Ju 7 Í = Vx! Vx — 1 
故 u'Du = O 即 测 地 线 的 内 蕴 几 何方 程 只 能 是 
uls) = 0 
这 即 表明 
uls) 一 5 十 c 


这 实际 是 表明 对 于 1 维 曲 线 x(w), 则 其 上 的 测 地 线 就 是 x(w) 自 身 . 
对 于 例 2.4.4.5 中 的 R° 空间 上 的 2 维 曲 面 r(w) ,显然 ,其 测 地 线 方程 也 


可 由 
i 
[; Fe 
ò 
给 出 . 从 而 取 a, b, c, d 常数 , 作 
u= as +b 
vzad we 天 0 0o<u <+ 
其 上 的 测 地 线 是 
cos bcos as 一 sin bsin as 
sin bcos as + cos bsin as 
x(s) = 
cos dcos cs — sin dsin cs 
in dcos cs + cos dsin cs 
W b = 0, dZ 0),(bZ 0, d = 0) K (b = d==0) 便 可 以 给 出 r(u) 上 的 全 部 测 
地 线 的 函数 形式 . 
B x(s) = r(u(s)) uc D. C R' xE R" 是 n 维 曲面 r 上 的 任 一 条 曲线 . 
由 (3. 3.3. 16) 式 ,x 的 曲率 *, 有 以 下 关系 式 
从 一 十 所 —(3. 3. 2. 22) 


E = PWB = >1 G g'i 一 (3.3.3.20) 
8 
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那么 ,由 以 上 的 分 析 , 对 于 维 曲 面 r(u) 上 任 取 的 单位 正 交 法 向 量 组 n, 

i 二 1,…,m 一 n, |K, | 是 一 个 不 变量 .将 |x, | 看 成 是 曲线 x(s) 的 法 向 曲率 ( 隐 含 将 
测 地 曲率 <, 看 成 是 切 向 曲率 ), 则 以 上 结论 即 表 明 x(s) 曲线 上 的 法 向 曲率 |%, | 
与 r(w) 上 的 单位 正 交 法 向 量 组 的 选取 方法 无 关 . 当 x(s) 是 测 地 线 时 ,法 向 曲率 
自然 就 是 绝对 曲率 ,从 而 有 推论 3. 3. 3. 2 的 结论 . 

在 (2.4.4.92) 式 中 , 取 卫 矩阵 为 列 正 交 和 矩阵 , 则 a 向 量 为 这 里 的 & 向 量 ,从 
而 qr Ja=1 MI = TI。 ,于 是 (2.4.4.92) 式 即 成 为 (3. 3. 3. 20) 式 .由 
(2.4.4.93) 式 的 意义 即 知 , 当 (3. 3. 3. 20) 式 决定 的 忆 满足 (2. 4. 4. 93) 式 时 , 则 
局 就 是 (2.4. 4. 81) 式 所 给 出 的 ca, O 094848. h Š 2. 4.4 节 的 分 析 , 知 这 样 给 
出 的 一 定 是 «, = 0 的 ( 极 值 ) 曲 率 线 . 


$3.3.4 附录 : 线性 方向 线 


总 结 以 上 关于 曲面 上 的 直线 的 性 状 的 分 析 ,可知 R” 空间 上 的 曲面 上 上 可 
能 存在 的 直线 只 有 两 类 : 其 一 是 渐 近 方向 线 ,其 二 就 是 线性 方向 线 . 线性 方向 线 
在 R° 空间 的 曲面 上 ,可 以 归于 直 纹 曲面 ( 即 可 展 曲面 ) 的 讨论 中 . 渐 近 方向 
线 一 一 如 上 文 所 述 ,只 能 是 曲面 / 上 的 凸 曲面 片 与 凹 曲面 片 的 分 界线 而 不 是 曲 
面 的 曲率 线 . 而 线性 方向 线 则 总 是 曲面 的 曲率 线 . 
由 于 渐 近 方向 线 、 线 性 方向 线 均 为 直线 ,所 以 , 若 用 x(s) 表 示 , 就 一 定 有 
至 =w=。 a 一 常数 向 量 ara= 1 一 (3.3.4.1) 
将 这 一 性 质 与 以 上 的 分 析 综 合 起 来 ,可 有 在 r(w) 给 出 的 正则 参数 曲面 片上 ， 
渐 近 方向 线 的 微分 方程 
uturu=0 
i —(3. 3. 4. 2) 


ú] ù = const 


线性 方向 线 的 微分 方程 


ww = 0 一 (3.3.4.3) 
u!] ù = const 
(3. 3. 4. 3) 式 中 的 条 件 Vn 一 0 可 仍 由 图 3. 3. 2. 2 给 出 说 明 . 当 点 x° 沿 直线 c 
移动 到 x 时 ,车 曲面 在 x' 与 x 点 的 切 平面 的 单位 法 方向 m 只 是 n 沿 直线 c 
的 平移 ,那么 ,将 mm 的 始点 从 x 平移 到 x 后 ,mm = no, 故 


n — n; 
Vn = -JO— 
xx 


=0 
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作为 比较 ,以 下 示例 说 明 渐 近 方向 线 可 以 通过 曲面 围绕 在 其 上 的 一 条 线性 
方向 直线 的 扭转 得 到 . 
例 3.3.4.1 Rs 空间 上 的 直 纹 曲面 


z=ay’ (a<0) 


如 图 3. 3. 4. 1. 则 曲面 /是 O yz 坐标 系 上 的 


l:z = ay’ 


曲线 沿 x 轴 平 移 形成 的 .zx 轴 及 其 曲面 / 上 与 
z 轴 平 行 的 直线 都 是 曲面 / 上 的 线性 方向 线 . 
这 很 容易 验证 , 因 这 样 的 直线 方程 是 


r=. 


x(s)4y = y° w 
o X, z°—const 
z = z 


而 由 曲面 /的 一 般 函数 形式 ,是 
f(x) = x=—ay' = 0 
故 Vf = (0,—3ay’, DT 


N= TT = (0, — 3ay?, 1)" + (1 +9a? yt)? 
则 在 xG) F, y = y 是 常数 , 故 VN 二 0. 

现 对 于 曲面 / 的 两 端 按 箭头 方向 使 其 围绕 工 轴 产生 一 个 扭转 . 并 设 9 为 其 
扭转 的 角度 . 以 Oxyz ERR x° 点 处 的 扭转 为 例 , 可 见 下 图 所 示 . 

图 3. 3. 4. 2 是 原点 在 上 图 zx 轴 上 >° 点 处 Oyz 坐 标 系 绕 z 轴 转 动 的 示意 
Ë e = x°, WJ 


Y = ycos ze + zsin 2° 


Z =— ysin z° + zcos a° 
由 于 z 是 任 取 的 ,故去 掉 上 标 *0”, 并 由 
Z= aY° 


的 关系 即 得 扭转 后 的 曲面 函数 是 ( 取 a = 1) 


图 3.3.4.2 


f: C— ysin z + zcos x) — (ycos z + zsin z)? = 0 


所 以 


426 3 x] + 4E Ft 6ó hadh £= tš FF š€ 5 8 Jl 


—Y—3YtZ 
Vf = Ë sin z — 3Y° cos -| 


cos x — 3Y°sin z 


在 工 轴 直 线 上 ,其 函数 是 


fs n 
x(s) = B Vx = lo 

Lo. b 

故 在 x(s) 直 线 上 有 Y= Z = 0, 所 以 在 x(s) 直 线 上 有 


0 
vf = > =Ñ 
cos s! 


由 此 即 知 , 现 在 总 有 


0 1 
VN= Fd 


| 


即 知 VN 1 Vx. 所 以 , 直 纹 曲面 围绕 其 中 的 一 条 直线 扭转 后 ,作为 扭转 中 心 轴线 
的 直线 依旧 是 直线 ,但 该 直线 从 原先 的 线性 方向 线 转变 成 渐 近 方向 线 . 而 与 之 平 
行 的 其 他 直线 ,扭转 后 都 不 再 保持 为 直线 (而 成 为 螺 线 ). 

再 可 以 比较 一 下 工 轴 直 线 上 的 点 ,关于 曲面 主 法 曲率 在 扭转 后 的 变动 . 在 没 
有 扭转 的 直 纹 曲面 上 , 沿 > 轴 的 任 一 点 ,显然 有 


Vf = [o] 
故 主 法 曲率 如 = 心 = 0, AT z AE ii iñi 00 ER. 
扭转 后 ,在 工 轴 上 的 任 一 点 处 ， 


0 一 coss — sins 
Vi = |— cos s 0 0 
` — sin s 0 0 
可 得 拟 特征 多 项 式 是 
p? = sin's + sin2s + coss + costs = 1 — sins * cos’s 


不 论 * 取 何 值 心 2 0. 故 主 法 曲率 恒 不 为 0,z 轴线 不 再 是 曲率 线 , 而 只 是 渐 近 方 
向 线 . 

现在 转移 到 一 般 曲面 函数 /(x) = 0 给 出 的 Hessian 矩阵 H = Vf) E, 
由 (3. 3.4.1) 式 ,以 及 (2. 4.5. 32) 式 ,由 曲面 沿 其 上 的 直线 切 方向 的 法 截 曲率 为 
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0 的 性 质 ,应 有 
a'Ha = 0 Vx! H Wx = 0 


由 这 一 条 件 可 知 ,存在 渐 近 方向 线 的 充 要 条 件 是 H 矩阵 必 是 不 定 的 , 即 H 矩阵 
含有 正 数 .负数 特征 值 . 而 由 推论 3.3. 1. 3 存在 线性 方向 线 的 充 要 条 件 是 曲面 了 
上 直线 x(s) 的 切 方向 向 量 Vx 是 H 的 特征 向 量 . 从 而 H 必 有 0 特征 值 . 
一 般 地 , 设 Vx 是 曲面 / 上 某 一 曲 ( 直 ) 线 x(s) 的 切 向 量 , 则 若 Vx 就 是 线性 方 
向 ,那么 它 一 定 满足 以 下 条 件 
Vf" Cx) Vx = 0 
juwa Vx = — —(3.3.4.4) 
Vx = 常数 向 量 


从 而 Vx 一 定 是 加 边 Hessian 矩阵 H, 的 拟 特征 值 0 对 应 的 拟 特征 向 量 . 
将 Vx 为 常数 向 量 放 在 以 下 处 理 . 则 一 般 曲面 函数 上 的 线性 方向 的 必要 条 
件 是 


HWw=0 
一 (3.3.4.5) 
Vf Ce) Vx = 0 
此 即 表 示 一 般 曲面 函数 上 存在 线性 方向 的 充 要 条 件 是 
rank[ H : Vf] = rankH, < m (3.3.4.6) 
将 一 般 曲 面 函 数 转 换 成 Monge 形式 ， 
z = f(x) 


为 方便 ,依旧 设 x€ DCR". Wh 
F(x, z) = z— f(x) = 0 
得 下 的 Hessian 矩阵 是 


_ [vix) 0 
Hez [ o l 
梯度 向 量 是 VF = (一 Vf", 1)7. 注意 ,现在 H, 总 有 0 特征 值 ,但 这 不 表示 
z = f(x) 决定 的 曲面 上 总 存在 线性 方向 . 由 (3. 3. 4. 5) 式 , 现 曲面 上 的 线性 方向 
(VXT, Vz) 应 要 求 ， 

一 Von Vx + 0 * Vz =— Vf (x) Vx = 0 

|— Vf! G) Vx +Vz = 0 


显然 ,现在 只 要 Vx 是 VY(x) 的 0 特征 值 对 应 的 特征 向 量 , 令 
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Vz = Vf" Vx 
便 可 使 (Vx'，Vz)" 向量 是 Hs 的 0 特征 值 对 应 特征 向 量 ,并 且 加 边 Hessian 
矩阵 
mafie wI 
”Lver oj 
就 必 有 0 拟 特征 值 ,而 (Ver ，Vx) 就 是 0 拟 特征 值 对 应 的 拟 特征 向 量 . 
所 以 ,对 于 Monge 形式 的 曲面 函数 ,存在 线性 方向 的 充 要 条 件 是 
rank V°f(x) < mErankHs, < m 一 (3.3,4.7) 
并 可 以 直接 利用 
Vf(x) + Vx = 0 -(3.3.4.8) 


解 出 线性 方向 线 ， 
(3. 3.4.6 一 7) 式 的 意义 其 实 已 在 拟 特征 值 的 分 析 中 论述 过 . 
由 以 上 的 分 析 即 知 ,对 于 一 般 曲 面 函 数 


f(x)=0 x€ D€ R" 
若 将 其 看 成 是 
fe)+0+z=0 xEDCR" zeR 
形式 的 R"… 室 间 上 的 曲面 , 它 一 定 是 R"*' 空 间 上 的 直 纹 曲面 . 因为 在 R”' 空 间 
上 ,曲面 任 一 点 处 沿 


O, 
= 


方向 的 总 是 直线 . 

如 zz 十 y = 1 Jš R° 空间 上 的 圆 ,但 又 总 可 以 表示 是 R' 空间 上 的 圆柱 面 ， 

以 上 的 分 析 可 以 延 拓 至 更 高 维 空间 . 

直接 由 Monge 形式 的 曲面 函数 ,从 (3. 3. 4. 8) 式 中 可 得 到 线性 方向 线 的 微 
分 方程 . 

HEH = V(x) 矩阵 作 分 块 处 理 , 并 设 H 的 前 + x r 阶 顺序 主子 矩阵 可 道 . 
这 里 + = rank H, r < m, iü 


H, H 
n=[ ] 一 (3. 3.4.9) 
Himo Himinn d 


因为 | H |= 0, 故 存在 (m 一 r) X r ËB Bb,， 


Bemor = Hian H;' —(3. 3. 4. 10) 
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并 有 
Himo = BonnrH, 
j: = H,Bi», 一 (3.3.4.11) 
H. nmn = Br 记 -BE or 
再 对 Vx 作 分 块 


Vx = (Vx; s Vxi.,)Y = (3:3, 4:123 
将 (3. 3. 4. 9~12ARA G. 3. 4.8) 式 并 整理 ,可 得 
Pror =H = 0 


一 (3.3.4.13) 
z = Vx, + Bin >, We, 

可 证 zx = 0, BD 
Vx, + Bimo Wm = 0 —(3. 3. 4. 14) 


就 是 (3, 3. 4. 8) 式 的 解 . 事实 上 
H, Han- 1[Vx, 
TEs pi a Hina ,J][ ] 
将 
Vx, = 一 BE VX mr 
的 关系 代 人 上 一 式 , 便 知 
H Wx = [0] Vem, =0 [0] € R” 
用 微分 符号 dx, = (dri, drz, +t, dx,)" däm, = (dEn drmz， ts dEn)" $y 
别 代替 Vx, Vxn , W 
dx, + Binor dx, = 0 —(3. 3.4.15) 


就 是 曲面 上 线性 方向 的 一 阶 常 微分 方程 组 . 并 且 ,这 里 的 Bi。 和 矩阵 应 看 成 是 数 
值 矩阵 , 即 若 将 >, 看 成 是 参数 s 的 线性 函数 ,那么 Bu。 当然 就 是 与 无 关 的 数 
值 矩阵 . 所 以 (3. 3. 4. 15) 式 满足 可 积 性 条 件 ,并 一 定 有 解 . 

(3. 3. 4. 15) 式 的 解 显然 可 表 成 


Silis zas Zar ° Z.) = c, i=l, 2, “t, r —(3. 3.4. 16) 
H f;(* ) 是 关于 其 变 元 的 线性 函数 ,c, 是 积分 常数 . 
类 似 地 在 正则 参数 曲面 r(u) 上 ,由 
ar! gapar 


Ju Ju 
TI =I asa” 
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HRR IREA Edu 总 是 f(x) 的 切 向 量 ,可 知 将 了 矩阵 作 分 块 处 理 ,可 得 


du, + Bim- dimn = 0 = 


其 中 应 有 r= rank 了 二 m 一 1. Bi 是 由 了 矩阵 的 分 抉 策 阵 的 子 和 矩阵 中 得 到 的 
一 个 可 视 为 数值 矩阵 的 子 挎 阵 ,意义 与 以 上 的 Bin- r Aa. 

(3. 3. 4. 17) 式 就 是 以 参数 表示 的 曲面 线性 方向 线 方程 . 

曲面 的 线性 方向 线 与 经 济 学 有 密切 关系 . 设 


u = u(r, Za s Im) 


是 一 个 消费 者 效用 函数 . 从 几何 上 讲 ,u(x) 是 Monge 形式 的 曲面 函数 . 它 在 
R""' 空 间 上 决定 一 个 曲面 ( 即 效用 曲面 ). >, 是 消费 的 第 i 种 商品 的 数量 . 若 zx, ， 
=, 之 间 在 消费 者 看 来 是 可 以 线性 地 替代 的 商品 ,并 设 x,， zr, 之 间 的 替代 率 是 
a, tb, Hp 


BIB 
= 


则 xi z, 就 决定 了 一 个 效用 曲面 上 的 线性 方向 . 因为 取 
azi +bjz, = y’ 

就 可 以 将 y* 数 量 的 商品 看 成 是 消费 者 消费 的 +,、z) 商品 的 加 总 商品 . 由 z. z, 
可 以 线性 地 (因此 是 完全 地 ) 互 相 替 代 , 所 以 ,x,，z; 商品 的 效用 可 以 完全 由 y” 
来 表示 . 

这 样 u(x) 函 数 中 所 有 可 线性 地 震 代 的 商品 可 以 被 归 类 合并 成 这 样 的 yw 商 
品 .这 就 简化 了 x(x) 的 形式 ,并 且 , 在 将 u(x) 等 价 地 转变 成 (适当 重新 编排 下 标 、 
并 取消 上 标 后 ) 


u(x)€2Ë(Tri, Eos ts Eng Vis Yes to Ya) 


H n+k<m. FHI is z2r s yis yes ZM CEM h 5) te [Ë Ek ij af 
以 ) 不 再 有 线性 关系 . 这 将 使 立 函 数 可 表现 为 严格 凸 函数 ,从 而 具有 良好 的 性 状 . 
例 3.3.4.2 设 有 曲面 函数 
z= x(x) = yi” 0<p<1 xER ys = y.:(x) 
以 及 z(x) 的 Hessian 矩阵 


=y? my -ay — byv'yz' 
iya -2 Aai et 
JTA = ayi yz) —Bbyyc 
H UDAI i ada 59661: 
—ayó ayi' yz a yi abyi’ yz 


byi'y) — by? abyi'y:) —b yz 
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考察 = 曲面 上 的 线性 方向 . 
解 : DA r= rank H = 1. 显然 ,yi，y: 二 0, 则 由 上 述 分 块 矩 阵 的 符号 并 省 
Moo- D 因子 ， 
Hi =y Hu =—y¥y Hu = O'yz's — ayi’, byr yz) 
便 得 
Bh = (— yy , a, — byi yz) 
H (3.3. 4. 15) 式 
dz 


a| = dz, — yı yz' dr; + adr, — byiyz' dr, = 0 
dr, 


dri + Ba 


dla tari) _ dlr: + bra) 
> x: 


显然 ,将 BI 理解 为 数值 或 要 求 上 式 可 积 , 均 可 得 到 以 下 解 


y = Tı Har, 
x: = Tı + br, 


且 线性 方向 共有 3 个 ， 


y = m-+an =e 

入 nt 
> 
y: 


其 中 = 取 恒 值 的 曲面 , 即 


=c 


z = AA” = (ay +ar,)”(z; 十 br 
决定 了 R' 空间 中 的 线性 拟 凸 直 纹 曲面 . 而 
z=yF” yx =c 


则 决定 了 Oyi yaz 坐标 系 上 的 从 原点 出 发 的 线性 齐 次 曲面 . 
这 两 个 线性 曲面 又 都 是 R° 空间 上 的 z 曲面 的 局 部 模型 . 
还 可 以 看 到 的 是 ,由 (3. 3. 4. 8) 式 的 意义 ,从 线性 方向 应 使 


Vf) Vx = 0€@d(Vf(x)) = 0> Vf(x) = 常数 向 量 "4 x — xls) 
这 里 x(s) 为 曲面 上 的 一 个 线性 方向 直线 . 因此 ,从 Vf(x) 为 常数 向 量 的 条 件 也 可 
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以 得 到 曲面 线性 方向 的 解 . 这 是 一 个 更 简单 的 条 件 . 
这 一 点 也 可 以 由 (3. 3. 1. 18) 式 得 到 验证 . 对 于 Monge 形式 的 曲面 函数 ,由 
定义 可 直接 导出 联络 系数 ,由 下 式 给 出 


= 3f . Zf, T 一 
rä In Imaal LEYS vn) (3.3.4.18) 
从 而 
x 
r, = -L WYAF VD) 一 (3.3.4.19) 
LETTER 


由 (3. 3. 1. 18) 式 ,得 到 Monge 形式 曲面 函数 决定 的 曲面 上 的 直线 方程 是 
Vfu 
“T Y+ Vf 
注意 (3. 3. 4. 20) 同 时 也 就 是 曲面 上 的 测 地 线 微分 方程 . 
但 现在 由 Monge 形式 曲面 函数 参数 化 的 表示 方式 ,应 有 
=u 
ë = f(u) 
所 以 ,由 曲面 法 截 曲率 的 定义 , 知 法 截 曲 率 <, 是 


“V1=0 一 (3.3.4.20) 


V» 
(Vx!, Vz) H; [ =] 
Vz 


i O Ve] WV o UV fi 
(1 +ÇV/' VJ)! a+) AQ+VAi VA 


因此 ,车 uls) 给 出 的 是 曲面 上 的 直线 ,就 有 x, 一 0. 由 (3. 3. 4. 20) 式 便 得 


u=0 —(3:3:4.215 


z = fluls)) 
也 必 只 能 是 * 的 一 次 (线性 ) 函 数 或 者 z 应 为 常数 ( 即 ;的 0 次 函数 ). 所 以 ,总 有 
Vfuls)) = 常数 . 


由 (3. 3. 4. 20) 式 附带 地 得 到 在 Monge 形式 的 曲面 函数 上 ,其 测 地 线 方程 可 
简写 成 x = x(s)， 


NS < 

xx 二 kNCx) =0 N= WE (3.3.4.22) 
当 (3. 3. 4. 22) 式 中 的 <, = x, (CE Hi) BJ 3 ii RRM E. 
最 后 可 以 指出 ,Monge 形式 的 曲面 函数 
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z= fa) xEDCR" 


上 ,使 x 取 恒 值 的 那些 线性 方向 ,在 任意 的 单调 增 变换 F = ) 作 用 下 是 不 变 的 . 
设 F(。) 是 单调 增 变换 ， 


Z = Ff) 
则 F 的 Hessian 和 矩阵 是 
Hr = F' + Vf Vf! + F' + V°f 
现 设 dx 是 /(x) 的 线性 方向 向 量 , 故 dx 是 f(x) 的 切 方向 向 量 且 又 是 VY(x) 和 矩阵 
的 0 特征 值 的 特征 向 量 , 则 因此 就 总 有 
H,dx = F” Vf Vf! dx + F' V'fdx = F' V’fdx = 0 
故 总 成 立 
Hrdx = 0 » dx 


即 Hr 有 特征 值 0, 且 dx 就 是 O 特征 值 对 应 的 特征 向 量 , 故 dx 就 是 FCFCx)) 的 
线性 方向 . 

在 以 上 的 推导 中 ,x 以 及 Z = Fa) 均 应 被 视 之 为 常数 . 换 句 话说 ,在 z = 
fx) 曲面 上 ,x 的 值 在 一 个 线性 方向 上 是 变动 的 , 则 在 单调 增 变换 下 ,这 一 线性 
方向 可 以 被 变换 成 非 线性 方向 . 


§ 3. 4 拟 特 征 向 量 与 主 法 曲率 一 Dupin 标 形 与 渐 近 线 
$3.4.1 R" 空间 上 曲面 的 Dupin 标 形 
设 f(x)=0 x€ DC R" ER” 空间 上 的 一 个 正则 曲面 / 的 函数 . 


-TS i=1, 2, =, m—1 

是 曲面 了 在 x 点 处 的 mm 一 1 个 主 法 曲率 (其 下 标 排序 是 < < ea) s u ESOM 

加 边 Hessian 逢 阵 的 拟 特 征 值 , 0, i= 1，…, m— 1 JE ya 决定 的 拟 特征 向 量 ， 

aia, = 1 O ya 的 排序 应 当 是 wu 之 加 之 … 之 1， 这 一 点 与 前 面 的 规定 不 同 ) 
则 由 (3. 2. 5. 1) 式 ,矩阵 
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Q=[6&, G,, =, z. ,] € Rose 


的 列 向 量 给 出 了 曲面 在 x 点 处 的 切 超 平面 的 一 组 基 向 量 组 . 因此 ,曲面 /上 的 
x° 点 处 沿 任 一 切线 方向 ! 直线 ,可 表 成 以 下 形式 


li:y=x+at a@a=1 € R 一 (3.4.1.1) 
由 于 @ 是 曲面 / 在 x" 点 处 的 切 超 平面 上 的 方向 向 量 , 故 可 将 它 表 成 
a — Qu u € R" —(3. 4.1.2) 


所 以 ,曲面 /上 的 x* 点 沿 /切线 的 法 截 曲率 *, Ca) ,是 


a Vf a uwu'Q' Vf )Qu 


“0 =— To Go 


K (a) = eui He +e Hauna a= Qu 
—(3. 4.1.3) 


ui t +e buka = l 

(3.4. 1. 3) 式 就 是 R" 空间 上 的 Euler 公式 . 

显然 ,x, (省 略 “(a) "符号 ) 的 符号 上 有 大 于 、 等 于 或 小 于 0 这 三 种 可 能 . 将 
(3.4.1. 3) 式 的 第 二 式 理解 为 uw = (u, uz, s uni)" 是 R" 1 空间 上 的 单位 球 
面 上 的 一 个 球 径 向 量 . 当然 , 若 所 有 的 < > 0( 一 0), 则 上 式 的 解 就 是 R"! 空 间 
上 的 单位 球面 . 这 是 平凡 的 情形 . 

现在 就 (3. 4. 1. DRE e W>0, =0. <0 这 三 种 可 能 情形 给 出 其 解 u 向 量 
集合 的 构造 511 

(a) x, = 0 的 解 集 合 . (3. 4. 1. 3) 式 在 «, = 0 是 


K + bus + +K. L. = 0 
一 (3.4.1.4) 
ui +u +e uaa 一 1 


上 式 有 解 的 充 要 条 件 是 
Kk. = 0 i=l, =, mm 一 1ork <0, xn 二 0 


在 «三 0 的 情形 ,相当 于 是 一 个 脐 点 ,uw 向 量 的 解 是 R"' 中 的 单位 球面 全 体 点 集 
合 (平凡 解 ). 以 下 考虑 x < 0. Kai > 0 这 一 有 意义 的 情形 . 
将 (3.4. 1.4) 式 看 成 是 下 列 线性 等 式 一 不 等 式 方程 组 ， 
Kul + Ku + K. ia = 0 
| Fo uži = 1 — (3: 4.13: 5) 
w >0 i=1,2,-,m—1 


C1) 本 节 以 下 内 容 可 在 读 完 本 名 下 一 章 关 于 线性 等 式 -不 等 式 方程 组 的 解法 之 后 再 行 阅读 . 
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为 方便 符号 表示 ,重新 编号 上 的 下 标 ,使 后 一 0, x, > 0. 这 样 ,(3.4. 1.5) 式 的 前 


2 个 等 式 方程 的 解 是 
K, — KUK _... “K, 
z= = K, — K; K, 一 K Ki Kz 
后 一 局 
uj Dathe nte tka 
uż Ki K, 一 Kz K) — Kz K, 一 K 
z S e aF 1 0 0 *9 
x 0 
ua 3 0 I 0 
0 : 
0 0 1 
一 (3.4.1.6) 
其 中 t € R", t= (hs tasts tma)" 
将 (3.4.1.6) 式 再 代入 (3. 4. 1. 5) 式 的 第 三 式 (不 等 式 组 ), 有 
end > —“ 
G ae kK 
Kan Hru, > A 一 (3.4.1.7) 
G 一心 Ai 一 k 
520 j=1,2,-, m—3 
Cx >b 
(3.4.1.7) 式 是 |V Z 0 形式 的 不 等 式 方程 组 .这 一 方程 组 的 解 集合 的 构 
造 ,可 由 多 胞 形 表示 定理 予以 确定 ( 见 本 书 下 一 章 ). 
将 (3.4.1.7) 式 的 前 两 个 不 等 式 相 加 , 即 知 有 
| Y, >—1 
rz; 
620 j=1,2,-, m—3 
从 而 可 知 
i 
0 和 26 和 1 iz0 一 (3.4.1.8) 
r=] 


BD, (3.4.1.8) (0088 — fi 6 REAME A t 有 界 . 并 


且 在 (3. 4. 1.7) 式 中 ,前 两 个 不 等 式 的 右边 


K; 
= < 0， 一 
Ki — k Ky — Kz 
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Wa, = 0, j=1,2,-, m—3 是 一 个 特 解 ,并 且 一 定 是 解 集合 ( 凸 组 合 ) 的 顶点 
(之 一 ). 由 此 可 知 存在 凸 组 合 解 矩阵 D ,使 


1 一 加 《>>0 0o< Xt <1 一 (3.4.1.9) 


(b)x, > 0 的 解 集合 . (3. 4. 1. 3) 式 是 


kiui + Ku; + H Kman 之 0 
PE EEO =1 — (3. 4. 1. 10) 


好 0 j=1,2, =, m—1 


现 由 (3. 4. 1. 10) 式 的 第 2 式 得 通 解 


u 


? 
i 
uż 


0 

=|.+|o 1 … ojs seR- 一 (3.4.1.11) 
My Lo Š 

将 (3.4. 1. 11) 式 再 代入 (3. 4. 1. 10) 式 的 第 1. 3 两 (组 ) 不 等 式 ,得 


= 
Dt)s, S 


-Prsi 一 (3.4.1.12) 


Siua f 
这 也 是 [Ù 全 形式 的 不 等 式 方程 组 . 由 上 式 的 第 2、3 个 (组 ) 不 等 式 ,可 知 


= 
0<2s<1 +>0 一 (3.4.1.13) 
各 
并 注意 已 设 <0>—r > 0,Ék s 一 0 i=1, =, m—2 RÈ. 4.1.12) 
式 的 解 . 这 样 , 其 解 一 定 可 表示 为 
s=&@ £ 6€>0 Xš =1 一 (3.4.1.14) 


(c) x, < 0 的 解 集合 . (3. 4. 1. DRE 
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— ul — ui ku 0 
| s basi esa) — (8. 4. 1. 15) 
u 20 j=1,-, m—1 


类 似 对 于 (3. 4. 1. 10) 式 的 作法 ,可 得 


= 
D a sn 
f 


= —(3.4.1.15a) 
5 20 j=l, =, m—2 
由 “过 0, 可 知 5 = 0 j=1,-*,m—2 是 上 式 的 解 ,同时 是 上 式 解 集合 凸 组 合 
的 顶点 之 一 . 所 以 ,可 将 上 式 解 表 成 
s=@ n n>0 0< n <1 一 (3.4.1.16) 


将 (3.4.1.9) 式 代 回 到 (3.4.1.6) 式 ,(3.4.1.14) 式 (3.4.1.16) 式 代 回 到 
(3.4.1.11) 式 ,并 注意 (3. 4.1.9)、(3.4.1.14) 和 (3.4.1.16) 式 给 出 的 解 均 为 凸 
组 合 , 故 这样 代 回 后 ,得 到 的 w? 的 解 也 是 一 个 凸 组 合 (经 平移 ). 从 而 ,这 样 的 好 
因子 的 解 集合 可 记 为 (不 改 用 新 符号 ) 
ui 


u 


kK20 | . |=8§ ¿>o D&=1p 一 (3.4.1.17) 


如 何 用 线性 不 等 式 方程 的 解 来 确定 上 述 的 各 下 矩阵 ,可 见 本 书 下 一 章 $4 
节 内 容 . 在 稍 后 ,还 会 直接 给 出 O NE BE 001838 rik. 以 下 给 出 一 个 示例 . 

例 3.4.1.1 设 已 知 =—2, x = 1, x, = 2, x, 一 2 是 Rs 空间 上 某 曲 面 
上 一 点 处 的 主 法 曲率 ,要 求 心 过 .= .<0 时 Euler 公式 中 的 好 因子 的 解 集合 . 

(1) x, = 0 的 解 
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ui + ug + u3 + ui 一 1 
u >20 i=1,2,3,4 
由 前 2 个 等 式 方程 , 按 (3. 4. 1. 6) 式 ,得 其 通 解 是 


[re 


t a k: Q 
ui 3 3 3 
u 2 4 4 í 
s|=13|+|I-5 -3lt tER 
DH 
Ps 0 1 O 

0 0 1 


得 (3. 4. 1.7) 式 的 不 等 式 方程 组 


t +h 2>—1 
| 一 2 一 24 过 一 1 
t ts 20 
由 此 即 可 得 解 
+ o 
pia 1 $ç CER o<t+<1 
g Aa: 
2 
将 此 解 代 入 (a) 式 ,得 
3. L 
> 6 6 
uf 3 2 2 
u 2 3 3 
FO a Ei ta ç G $ 20 0<t + <1 
u L , 
: 0 2 
wå 
0 1 
° z 
显然 ,上 式 可 表示 成 下 式 
1 1 1 
s 2 3 
ui 
a Zso Ó 
u 3 z 
;| 一 § CER +&+ü=1 G>0 
w o -0 
: 
u 
1 
0 0 + 


一 (a) 


一 (b) 
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(b) 式 等 号 右边 的 矩阵 就 是 (3. 4. 1. 17) 式 中 的 p° 矩阵 . 易 验 证 对 任 一 满足 (b) 
式 条 件 的 向量, 有 


区 ariei e k 
故 (b) 式 就 是 该 曲面 上 这 一 点 处 法 截 曲率 为 0 的 wi 因子 的 全 体 集合 . 
(2) <, > 0 的 解 . 由 (3. 4. 1. 10) 式 
— 2u? + uj + 2u} + 2u} > 0 
| u +u uj j =1 
| 20 i=1,2,3,4 
由 (3. 4. 1. 11) 式 ,得 以 上 第 二 个 等 式 方程 的 通 解 


1 —1 一 1 一 1 
0 1 0 0 
0 


g 


R =i 
ia. | e€ s 


0 0 0 1 


E 


: 
i 
uh 
将 (c) 式 再 代入 前 一 方程 组 的 各 不 等 式 , 有 
35 十 45z 十 453 22 
—s— s — s >—1 


s20 i=1,2,3 


解 这 一 组 不 等 式 ,可 得 其 解 集合 


2 
500100 
= 1 6 S 
s=|0 z 0 0 1 0 ER ë2>0 25=1 
1 
O “0 SO 0 
再 将 此 解 代入 (c) 式 ,得 
2 1 1 
= 
ut +£ 
2 
m z T 0 0 L 4 Q 
a= | | 二 š 
PA 9 0 + 0 D a 0 
ut 0 
1 
0 0 > ° 0 1 
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由 志向 量 的 性 质 即 知 上 式 等 价 于 下 式 


有 

Sua r Cw 
? 
uf 
< Z o o 100 F 
|= § ER ¿20 D&=1 一 (d) 
ee et, 0 $ 
: 2 
ut 

0 0 3 o 0 1 

2 


(d) 式 右边 的 矩阵 就 是 (3. 4.1. 17) 式 中 的 D 矩阵 . 易 知 


= BU 992. 000122 [o, 27 
[; 1 1 ee- | =-[ 1 | 
其 中 最 右 端 [，] 中 的 [0,2] 表 示 取 值 闭 区 间 . 
可 注意 到 0° 矩阵 的 列 向 量 被 D 和 矩阵 所 包含 . 这 即 是 曲面 上 一 点 处 的 法 截 
曲率 <, >> 0 区 域 与 — 0 区 域 相交 的 边界 区 域 的 特征 . 
(3) x, < 0 的 解 .类 似 ,有 


ui Huh ui aq 二 1 
t 好 0 i=1,2,3,4 


六 — u — 2uš — 2u > 0 


仍 利用 (c) ,可 得 


一 35 — 4s: — 4s 2—2 
| 一 5 一 2 一 59 过 一 1 


s20 i=l,2,3 


可 得 到 这 一 不 等 式 方程 组 的 解 集合 是 


|o 
° 
° 


í i 
s=|° + 0lmaneR n>0 o<2n<1 
i 
23 


将 这 一 结果 代 回 到 (c) 式 ,得 
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和 
` 3 2 2 
ut 1 2 
w| _ o. 3 9 0 š 
区 s 0 0 
a| lo f 
1 
|o 0 > 
再 由 9 向 量 的 性 质 , 即 知 上 式 可 表示 成 下 式 
1.331 
L x 
u 
| |2 o oo ， 
uz 3 
,|= n neR n>0 Dn=1 一 (e 
w Oni0 T 
: 2 
U4 
1 
0 0 > 0 
(e) 式 右边 的 矩阵 就 是 (3. 4. 1. 17) 式 中 的 D 矩阵 . 易 证 
Pi + ?]e pooo -?] se] 
和 


同样 ,@? 矩阵 的 列 向 量 也 被 和 矩阵 所 包含 . 
当 所 有 «; > 0, 已 指出 好 因子 解 即 为 R" 上 的 单位 球面 ,x; < 0, x, = 0 类 
似 . "4 x 宇 0, 且 至 少 有 一 个 = 0 心 二 0 (hZ i,j),BB8Z,03.4.1.17) 式 中 
就 没有 更 n ARWR, 4 < 入 0, 且 至 少 有 一 个 心 =0 % 二 0,(3.4.1.17) 式 
就 没有 B+ 名 表示 的 解 . 
(3.4.1.17) 式 给 出 的 解 集合 表示 了 R" :空间 上 uu = 1 决定 的 单位 球面 关 
+T x, 符号 的 分 区 . 
为 便于 应 用 ,以 下 不 加 说 明 直接 给 出 构造 画 矩 阵 的 方法 . 设 
T={ili=ji <0 j=1,%,m—1} 
| ={ili=j Mx =0 j=1,-*,m-_1 一 (3.4.1.18) 
PF=0|i=j; 3220 j=1,.%,m—1} 
即 三 “集合 是 主 法 曲率 z 的 下 标 子 集合 , 且 ， 
(l, 2, =, m—1) = 站 UPU 产 
Bnn, nt yj L. P. IRS 20343 H. DORA QR, 
按 递增 排列 ,分 别 记 为 二 , is e€ I A ji jen € It ,而 将 P 集合 的 元 素 记 为 
his hz» ... 
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对 任 一 i, € I ,构造 8(i,) 和 矩阵 


p 0 0 ] 
Ki, : £ 
ore ——— T TY Y …| — %:, ff 
lx Fe lx, Fe, t 
læ, | ” 
BGD = | T Tre 0 “| 二 第 方 行 一 (3.4.1.19) 
"s J 
le, l e 
0 和 
|x, Fe, 
L o 0 
共计 a” 列 


BG) € RO , pG.) > 0. 
则 (3. 4. 1. 17) 式 中 的 更 矩阵 可 表 成 


B= [Bi), BU), es Bi), en, Ens ts Enp] 
@'=[@, e, + e, > "> et] — (3. 4. 1. 20) 
= [8, es e ye] 
这 里 的 。 是 IT--, 单 位 矩阵 的 第 站 列 向 量 . 这 样 (3. 4. 1. 17) 式 中 的 
o e R'm-Dxn DEDE] eE RDX nt ntn eE Rox nt tt) 
çe R" ate ge R" nt pntant n e R" ndn’ +a 


多 矩阵 列 向 量 的 排列 次 序 是 可 以 任意 的 选 定 的 . 
注意 现在 得 到 的 还 只 是 (3. 4. 1.17) 式 关于 局 i=l, =, m 一 1 平方 因子 
的 解 集合 . 作 变换 


=u i=l, e, ml Dil L> 


WES (6, tas ts 4m-1)" 是 R"… 正 象限 上 顶点 在 坐标 平面 的 超 平面 上 的 点 . 记 


£ = @Ç 
fies ç >0 Dé, n=1 一 (3.4.1.21) 
r= en j 
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给 出 了 这 个 超 平面 上 的 一 个 曲面 法 截 曲率 符号 分 区 的 表示 . 

将 以 上 的 R、 疆 、 扩 的 分 量 再 开平 方 就 可 得 到 R" 空间 上 的 单位 球面 上 关 
于 曲面 法 截 曲 率 符号 分 区 的 表示 . 

现 以 m 一 1 = 2 为 例 对 以 上 分 析 加 以 说 明 . 在 
图 3.4.1.1 中 ,直线 段 1 代 表 了 二 ts = 二 1 n, 
t: 20 决定 的 线段 . 显然 e| 


u syn u = 土 Viz 


就 是 :上 的 任 - -点 上 = Gu. 4) 的 分 量 ( 坐 标 值 ) 开 
方 变换 . 如 上 上 的 < 点 . 


n=0 u =O 图 3.4.1.1 


ty 


则 (V 西 ,V Or ) 坐 标 就 决定 了 a' 点 . 显然 ,a' 点 是 单位 圆周 /, 上 的 点 .那么 ,由 
符号 的 取 法 

(yO , JO), (Nm Oc ), (VO, O ), MV) 
都 是 单位 加 周 上 的 点 , 故 + 的 分 量 开 方 变换 是 一 到 多 的 变换 . 将 这 一 变换 得 到 的 
点 连接 起 来 , 即 是 单位 圆周 . 将 /线段 看 成 是 单位 圆周 在 Out 坐标 系 正 象 限 上 
的 (最 大 ) 弦 , 则 可 将 以 上 开 方 变换 简 述 为 “ 弦 的 开 方 是 加 ”. 

再 考虑 主 法 曲率 的 符号 分 区 问题 . 现在 如 图 3.4.1.2, 在 Ot t, 正 象限 的 
l= 9 线段 (意义 同上 图 ) 上 有 <c 点, 分割 :线段 为 co . ch f c = (r. 2) 点 处 ， 
Kt 十 ki < 0 

这 里 设 w < 0, x, > 0. 同 样 ,在 c: = G, t7) 点 处 ,有 


Kt? +e? >0 
因此 ,在 c= Cti sti) 点 处 ,应 有 


Kt 十 kt = 0 
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设 c 点 的 坐标 开 方 对 应 到 单位 圆周 上 的 c 点 ,如 图 3. 4. 1. 3, 这 样 的 c 点 由 
开 方 号 前 的 符号 选取 应 有 4 个 , 且 这 4 个 c 点 由 镜面 映射 的 对 称 关系 ,两 两 在 一 
条 过 原点 的 直线 上 . 并 且 这 样 的 开 方 映射 ,使 6. 6 轴 被 cc 直线 分 割 .4 轴 所 在 
的 cc 直线 所 夹 区 域 (是 两 个 对 顶 的 扇形 ) ,就 是 法 截 曲 率 为 负 的 区 域 . 这 里 的 意 
思 是 ,将 Ouit; 坐 标 系 的 原点 视 为 曲面 上 的 x 点 ,xi < 0, x; 二 0 是 曲面 加 点 处 
的 主 法 曲率 ,那么 ,曲面 上 过 x° CBD O41; 原点 ) 的 切线 位 于 4 轴 所 在 的 cc” 8 BN 
夹 的 区 域 ,这 一 切线 决定 的 曲面 法 截 曲 率 为 负 , 切 线 位 于 r, 轴 所 在 的 cc 线 所 夹 
区 域 , 则 曲面 在 x" 点 的 法 截 曲 率 为 正 ,切线 如 与 c'c' 线 重合 , 则 切线 方向 上 的 曲 
面 法 截 曲率 为 0. 

注意 4 轴 正 半 轴 上 的 a 点 的 开 方 对 应 点 只 有 1 个 即 负 半 轴 上 的 a 点 ,i 
轴 上 的 6 点 类 似 . 

HE no n 轴 同 时 理解 为 wu，xz 轴 , 则 以 上 关于 法 截 曲率 符号 的 分 区 ,可 以 对 
应 到 Oux 坐 标 系 上 的 单位 圆周 上 的 弧 的 分 区 . 易 理解 ,在 图 3.4.1.3 上 的 
Cac' 弧 上 的 点 的 坐标 a, a ,都 使 


Ki ul + k; < 0 
E Che IERI 0 9 R u, us , 均 使 
kui + K; u > 0 


上 两 式 中 的 等 号 , 仅 在 取 单位 圆周 上 的 c 点 时 成 立 . 

在 R" 空间 上 ,依旧 可 利用 以 上 的 分 析 . 如 将 (3. 4. 1. 21) 式 得 到 的 集合 作 
开 方 变换 ,就 得 到 R" 空间 上 原点 在 曲面 /上 的 x° 点 的 坐标 系 上 的 单位 超 球 
面 上 的 一 个 区 域 . 这 个 区 域 即 相当 于 以 上 的 C 点 . 而 r 集合 的 开 方 ,其 实 就 是 指 
D 矩阵 的 元 素 的 开 方 . 具体 可 见 以 下 示例 . 

类 似 地 ,也 就 可 以 对 塘 、 驴 集合 予以 开 方 变换 ,从 而 将 R"-: 上 的 单位 超 球 
的 球面 确定 出 对 应 的 x° 点 处 的 曲面 法 截 曲率 的 符号 分 区 . 

在 这 里 ,曲面 在 x° 点 处 的 任 一 切 方向 上 法 截 曲率 的 绝对 值 并 不 是 关注 的 要 
点 ,而 关注 的 仅 是 法 截 曲率 的 符号 . 

法 截 曲率 的 符号 的 几何 意义 很 重要 . 在 曲面 x° 点 邻 域 ,具有 相同 符号 的 法 
截 曲 率 对 应 的 法 截 曲线 都 位 于 曲面 切 平面 的 同一 侧 , 否 则 ,就 位 于 异 侧 , 法 截 曲 
率 为 0, 则 法 截 曲 线 在 x° 点 邻 域 即 为 直线 (或 拐点 ) ,从 而 位 于 切 平面 上 . 由 于 切 
平面 一 侧 的 法 蕉 曲线 全 体 就 是 这 一 侧 的 曲面 本 身 , 故 又 可 以 说 是 法 截 曲率 符号 
给 出 了 曲面 被 一 点 处 的 切 平面 分 割 的 信息 5 

利用 开 方 变换 以 后 的 各 DER, MEDO GRR PERED Ht & Y 


C13 附带 说 明 , 设 arx 一 总 给 出 了 R" 空 间 上 的 一 个 超 平面 ,那么 ,对 任 一 了 E R", WR aT y> b. 就 说 在 
这 一 超 平面 的 正 向 一 侧 ,反之 则 说 了 位 于 这 一 超 平面 的 负 向 一 侧 ,或 位 于 超 平面 上 ( 当 aTy =b). 
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量 开 方 , 且 士 /， 前 恒 取 为 十 . 作 
办 一 (al 一 QT ¿>0 Xt - 1 
œ= (|a =Q: 6>0 D&E = 1) 一 (3.4.1.22) 


a= (a|a=Q@emi n>0 n =1) 


就 得 到 了 R" 空间 上 曲面 在 x° 点 处 的 切 平面 上 以 拟 特征 向 量 & 为 基 向 量 组 的 
局 部 坐标 系 上 的 法 截 曲 率 符号 分 区 的 表示 . 这 里 的 Q 甜 阵 就 是 拟 特征 向 量 &, 组 
成 的 矩阵 , 且 & 的 下 标 顺 序 是 按 p > ps  … 之 pna 的 顺序 排列 ,wu 是 拟 特 
征 值 C)3 (3.4. 1. 22) 式 中 Q 矩阵 的 各 列 向 最 K, 前 应 理解 为 有 土 符号 选择 . 通过 
+, 的 符号 选择 , 即 可 构造 出 a, 标 架 系 不 同 象限 上 的 法 曲率 符号 分 区 . 

从 而 ,曲面 上 x 点 处 沿 a 切 方向 的 法 截 曲率 


/=o aca 
>0 aca —(3. 4. 1. 23) 
(<。 aca 


H T a 向 量 是 在 过 x" 点 的 曲面 的 切 超 平面 上 ,从 x° 点 出 发 的 方向 向 量 . 在 
始点 的 邻 域 ,(3. 4. 1. 23) 式 就 给 出 了 曲面 与 切 超 平面 相对 位 置 的 一 个 分 类 , 当 
aca , 则 这 部 分 a 向 量 全 体 决 定 的 切 超 平面 ,曲面 是 位 于 其 正 向 一 侧 的 ; 当 a € 
a  , 则 曲面 位 于 切 超 平面 的 负 侧 ;xE a° ,曲面 是 与 切 超 平面 相 切 (或 相交 ). 

如 将 更 撼 阵 的 各 元 素 开 方 ( 取 十 号 ) iTA), 


: = (a |a= Q) ¿20 Ç¿=1) 


a Vf a 


so =— Tar 


a= (a| a= Q) 620 "E =1} —(3. 4.1. 22a) 
or 一 (aa 一 QT n>0 n= 1} 
WG. 4. 1. 22a) 式 即 为 (3. 4. 1. 22) 式 线性 近似 锥 . (@)" 和 矩阵 的 各 列 向 量 就 是 这 
个 线性 锥 的 极 方向 向 量 . 而 (3. 4. 1. 22) 式 给 出 的 一 般 不 是 线性 锥 . 
例 3.4.1.2 R' 空间 上 ,有 曲面 


z==+2 zy za € R 0< x, <+ 
a 


有 Flx, z) = z— r — 2 = 0 


= 


[1] 在 这 里 规定 的 u, 排序 下 ,使 主 法 曲率 <, 的 排序 刚好 是 递增 排序 . 
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—1 fo o 0 
ži 0 
ve-| ” VF = "re 
= 出 0 z 0 0 
1 0 0 oo 


易 知 ,ViF 的 加 边 和 矩阵 的 拟 特征 多 项 式 是 


1 
amas Fi = aR P= 0 
从 而 可 知 3 个 拟 特征 值 总 是 Am >O, ps = 0, ps < 0. 所 以 ,在 这 一 曲面 上 的 任 一 
点 处 的 3 个 主 法 曲率 恒 有 a < 0, x = 0, x, > 0 成立 . 
为 简单 起 见 , 不 妨 取 台 = (x°, z) = (0, 1, 0, 0)" 为 例 . 可 得 该 点 处 的 3 


个 主 法 曲率 是 避 一 -站 e=0 x= 2. 


0000 
; 0010 ; 
VFG’, 2°) = VEC, 2°) = (—1, 0, 一 1, DT 
0100 
0 0 0 O. 
从 而 得 到 拟 特征 向 量 是 
Ç (Z. 1 = - 
' 23 VZ V3 243 
A 1 1 
& = (A 0, 0, 2) 
A = (> Ll y 
' A 2⁄4 2 V3 25 
以 及 (3. 4. 1. 21) 式 中 的 非 负 更 矩阵 ， 
1 1 1 
> 0 > 0 0 > 0 1 
@=|o 1 @=|o 1 0 $=|0 1 0 
1 1 1 
7 0 7 0 1 > 0 0 


将 这 些 下 矩阵 的 元 素 开 方 , 得 (3.4. 1. 22a) 式 中 
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1 1 1 
= 0 — 0 0 — 0 1 

JZ VZ | V2 
(g) — |o 1| (= jo 1 of (@)“Z= | )0 1 0 

1 1 1 
— 0 = 0 1 — 0 0 

JZ JZ 2 


而 由 (3. 4. 1. 22) 式 给 出 的 法 曲率 分 区 ,如 a* 则 可 表 为 
Ce (16) +a KALETA (+ +&) ° 
t>o Xt =1 


me， 类 似 . 而 (@ 3838 D80943] t 3038: a, 标 架 系 ( 正 象 限 ) 上 法 曲率 分 区 线 
性 近似 锥 的 极 方向 向 量 . 

现在 可 以 在 R° 空间 上 夯 出 w 单位 球面 上 关 
于 法 截 曲 率 符号 分 区 的 图 形 . 如 图 3. 4. 1. 4 所 示 . 
这 里 只 标 出 了 R 正 象限 上 的 1/8 个 球面 上 的 分 
区 .点 就 是 坐标 为 ( 坊 ' 0， 7) 的 点 。 点 到 
(0, 1, OT 点 的 圆周 弧 就 是 法 截 曲率 为 0 的 
点 的 集合 .1* 球面 /球面 上 的 点 则 分 别 是 法 截 昌 
率 取 正 值 . 负 值 的 点 的 集合 . 

由 此 可 见 四 矩阵 ( 开 方 后 ) 的 列 向 量 所 给 出 m ue 
的 就 是 Re-: 室 间 上 uru = 1 单位 球面 上 法 截 曲率 符号 分 区 凸 组 合 的 顶点 . 

如 对 于 法 曲率 为 0 的 分 区 , 即 P 曲线, 在 图 3. 4. 1. 4 的 Oui vau 坐标 系 的 正 
象限 上 是 


ulb) 一 - (7 ge o a-p, zea ke [0, 1] 
则 
x= Qp = (p070. p7, 0, go") ke [o, 1 


就 代表 了 R' 空间 上 曲面 在 x 点 处 的 切 平面 上 的 一 个 切 方向 . 在 这 个 切 方 向 上 ， 
曲面 在 x 点 处 的 法 曲率 为 0. 取 QQ 矩阵 各 列 向 量 前 的 士 符 号 ,就 可 以 由 € [0， 
起 给 出 法 曲率 为 0 的 全 部 切 方向 . 

作为 比较 ,再 给 出 以 下 曲面 的 法 截 曲率 分 区 . 

例 3.4.1.3 尺 ' 空 间 中 的 曲面 
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z= f(x) = =I + zi — z 


由 
F(x) =z- — r + zš 
VF = (— 2z, s — 2r:, 2z3, 1)" 
—2 000 
0 一 2 0 0 
VF = 
0 0: p 
0 0 0 O. 
可 得 拟 特征 多 项 式 
(十 2)((1 十 4xTz)j2 —8z — 4) = 0 
故 拟 特征 值 是 


2 2 士 V1 十 4(Cx x+ =) 


Pis E e and i= TH 4AxTx 


可 知 a, 2.a Æ O. 从 而 曲面 在 任 一 点 处 的 主 法 曲率 .3 Z 0. 并 且 ,r 中 总 是 一 
个 负数 、 两 个 正 数 . 
d 


WP = Ge.) = (0 9， 后, 一下】 为 例 .可 得 2 点 处 的 拟 特征 值 是 


m= $ m= m= 2 IVEI = $, 即 得 主 法 曲率 


所 以 


(gy = 


JFJr i CD) 矩阵 的 列 向 量 , 给 出 了 曲线 在 Ou uz uy 坐标 系 正 象限 的 
坐标 平面 上 的 交点 . 


uO = (Ea te wan. was) nao +a =a 
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给 出 了 Quiuzus 的 单位 球面 上 的 P 曲线 . 
x= QO 

给 出 了 R' 空间 上 曲面 在 x° 点 切 平面 上 法 曲率 正 、 负 分 区 的 分 界 曲 线 ( 面 ). 
图 3.4.1.5 给 出 了 这 个 曲面 在 x* 点 处 ,R’ 空间 上 单 
位 球面 utu = 1 的 关于 法 截 曲率 符号 的 分 区 表示 . 
3.4.1.4 的 区 别 在 于 ,现在 代表 *. = 0 的 
P 有 曲线 不 与 w 坐标 轴 相 交 . 因为 该 曲面 上 任 一 点 处 
的 Gauss 曲率 均 非 0. 

对 R” 空间 上 的 一 般 曲面 函数 f(x) = 0, 由 以 
上 方式 所 得 到 的 R 上 uru = 1 单位 超 球面 上 的 
关于 曲面 了 在 任 一 点 x° 处 法 截 曲 率 <, 的 符号 的 分 
区 ,就 是 R*Y 上 的 曲面 的 Dupin 标 形 在 R” 空间 上 的 
推广 . 

虽然 在 m 二 4 时 是 无 法 再 给 出 Dupin 标 形 的 示意 图 ,但 利用 以 上 所 给 出 的 
矩阵 表示 法 , 仍 可 以 准确 地 得 到 曲面 上 一 点 处 法 截 曲率 符号 分 区 的 表示 . 并 由 
(3. 4. 1. 23) 式 ,还 可 以 直接 在 曲面 上 上 的 x° 点 处 邻 域 的 切 超 平面 上 给 出 曲面 与 
切 超 平面 相对 位 置 的 准确 表示 . 最 后 这 一 点 在 非 线性 规划 中 有 重要 的 应 用 ( 见 本 
书 $6 章 ). 
$3.4.2 XER 


附录 : 曲面 上 一 点 邻 域 处 的 几何 性 状 

当 R" 空间 的 曲面 上 上 在 x° 点 处 的 Dupin 标 形 (矩阵 表示 ) 中 ,a" 集合 非 
空 , 就 可 以 确定 曲面 / fE x° 点 处 存在 渐 近 方向 . 

定义 3.4.2.1 设 R" 空间 上 曲面 三 在 x" 点 CxER") 的 Dupin 标 形 的 o" 
集合 非 空 , 则 称 任 一 a€ o° 决定 的 曲面 / fE x° 点 处 的 切 方向 是 曲面 的 渐 近 
方向 . L. 

设 x(5) 是 曲面 /上 的 曲线 .如 果 x(s) 上 任 一 点 的 切 方向 都 是 曲面 /的 渐 近 
方向 , 则 x*(s) 显 然 就 是 曲面 上 的 渐 近 线 . 

定理 3.4.2.1 曲面 上 的 一 条 曲线 是 渐 近 线 , 当 且 仅 当 或 者 它 是 直线 ,或 者 
它 是 曲面 切 超 平面 上 的 曲线 . 

由 Meusnier 定理 及 渐 近 线 的 定义 3. 3. 1. 2 直接 可 得 到 以 上 定理 . 

G. 3. 4. 2) 式 已 给 出 了 在 正则 参数 曲面 片上 的 渐 近 方向 线 (直线 ) 的 方程 . 对 
于 一 般 的 渐 近 线 , 可 由 其 定义 直接 得 到 以 下 方程 ， 

在 正则 参数 曲面 片上 


图 3.4.1.5 


du! J du = 0 一 (3.4.2.1) 
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在 一 般 曲面 函数 上 ， 
dx! Vif(x)dr=0 —=(3. 4.2.2) 
这 里 的 du, dx 均 看 成 是 微分 . 
可 以 根据 方程 形式 的 复杂 程度 选择 (3. 4. 2. 1 一 2) 式 中 更 易 求 解 的 一 个 作为 


渐 近 线 的 方程 . 
例 3.4.2.1 RR 空间 上 


决定 的 曲面 上 的 渐 近 线 . 
解 : 取 


和 
2 = 2 2 
WW- EË -us o 
y y 
0 0 0 


记 dx = (dr, dy, dz)", 得 


tya 
dx" Vif(x)dx =— 2a 站 dz 十 2a Zj drdy— 2a 4 =0 一 (a) 
xy 


w 
一至, 则 上 式 又 可 表 成 
— s ss —(b) 
f y ,得 
y= 4 gie +y + G — y] 
所 以 , 当 


站 二 下 二 i SS s S 
Jj = e +y GP = yy] = Z 


可 得 
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y= <= z=a[c+ +) 
得 渐 近 线 
t 
Xw = |“ c>0,0< <+ 
(c+) 
OEHR. 
当 
y=T2[Dm +y (m y5)= 5 
得 解 
PT 
yTy: 
故 有 渐 近 线 x' (4) 
t I c>0 0<i<t+% 
n s sess <“ < FA 
4 再 或 c<0 -有 < 


由 此 例 可 知 在 R° 空间 上 的 正则 参数 曲面 片 (这 里 将 Monge 形式 的 曲面 函 
数 也 看 成 参数 函数 ),(3. 4. 2. 1 一 2) 式 (如 本 例 中 的 (a) 式 ) 若 可 以 被 转化 成 待定 
函数 导数 的 2 次 代数 方程 (如 本 例 中 的 (b) 式 ) ,从 而 ,可 知 在 R° 空间 的 正则 参数 
曲面 片上 ,如 果 存 在 渐 近 线 , 则 在 上 述 2 次 代数 方程 有 2 个 实 根 时 ,就 有 2 条 渐 
近 线 ; 当 上 述 2 次 代数 方程 有 1 个 重 ( 实 ) 根 时 ,有 1 条 渐 近 线 , 且 这 条 渐 近 线 一 
定 是 线性 方向 线 (由 R° 上 的 Dupin 标 形 即 知 这 一 点 ,也 可 由 (3. 4. 1. 20) 式 关于 
的 列 维 数 的 说 明 即 知 ). 

但 在 有 些 情形 ,(3.4. 2.1 一 2) 式 不 能 被 归结 为 待定 函数 导数 的 2 次 代数 
方程 . 

例 3.4.2.2 R° 空间 上 正 螺 面 


ucos v 
rlu, v) = |usinv| b>0 
U 


上 的 渐 近 线 . 
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解 : 易 知 正 螺 面 的 第 二 基本 二 次 型 矩阵 


二 o 
故 渐 近 线 方程 是 
dudv = 0 
从 上 式 中 不 能 得 到 待定 函数 导数 的 2 次 代数 方程 . 从 而 ,只 能 直接 令 


du=0 dZ 0 
du#0 dv=0 


得 到 2 个 渐 近 线 的 解 . 

du = 0=>u = c 
得 渐 近 线 
ccos v 
x' (v) = (e 引 
v J 
dv = 0>v = c 
得 渐 近 线 


tose: w 
x(u) = |since u] 


c 


由 上 即 知 在 R 空间 上 ,曲面 的 渐 近 线 或 者 有 2 条 或 者 只 有 1 条 线性 方向 
线 , 总 之 (3.4. 2. 1 一 2) 式 有 确定 的 解 . 但 在 R” 高 维 空间 上 ,由 于 a° 集合 给 出 的 
渐 近 方向 可 以 有 无 穷 多 个 , 故 曲面 上 的 渐 近 线 也 就 可 以 有 无 数 条 . 

续 例 3. 4.1. 2 由 前 面 的 分 析 , 该 曲面 上 渐 近 线 的 方程 可 表示 为 


一 瑟 dz 十 二 dr:dzr, = 0 
T? T? 
即 
dz: (— Zde: + dr )= 0 一 (a) 


由 (a) 式 直接 可 决定 


Uyin 0 Qy 0 Ds Gdn = dz = 0 
Ee a 
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3 组 解 . 以 上 作为 曲线 的 参数 ,有 


zi = z, (t) 
zx =b 
a) xC): dr = r(t) (> 0) 


z= nt +P 


其 中 z(t)、z3(t) 都 是 可 以 任 取 的 可 微 函数 . 容易 构造 z, CO. z C) ,使 x (OA 
过 给 定 的 x° 点 .如 取 


alt) =at+x z(t)=cti+7r b=7 ER 


HOD = x' t, a, c). W 
x (0, a, c) = (X, z°) 


显然 ,由 于 a,c BARIER , ktkt, x”) 点 的 渐 近 线 x'(1, a, c) 有 无 
KR. 


= = x(t) 
š z+ = Zz(t) 
(2) xG: (x(t) > 0) 
zs = cr2(t) 
z=x(t)+c 


这 里 z (t), z; (1 是 可 以 任 取 的 可 微 函 数 . 不 妨 仍 将 zx, (1) wa (1) 取 为 线性 
函数 ， 


z(t) 一 at 十 zi (t) =bt+z) z; = cb +z) z$ = cz 
z=at+= == +c 
这 里 上 的 定义 域 由 zz(t) > 0 予以 决定 . 


HORE xC, a, b), W xO, a, b) = (x°, z). 因此 ,由 于 a, 6 人 允许 
任 取 , 故 过 (x*， zx") 点 处 也 有 无 数 条 x (1) 渐 近 线 . 


zí = xlt) 

zm =b (b>0) 
(3) Pin =c 

z==x() ++ 


其 中 z, (0 是 可 以 任 取 的 可 微 函 数 . 仍 可 以 取 
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rG()=a+= b= c== t€R 
z=at+= x =a + 
x 
注意 , 当 给 定 (x ,xz ) 点 , 则 经 过 这 一 点 的 a OARRA 1 条 . 
车 将 以 上 可 任 取 的 x, (4) 函 数 取 成 非 线性 函数 形式 , 则 可 以 爸 造 出 过 (和 ， 
zz ) 点 的 浙 近 曲线 族 . 
在 以 上 所 给 出 的 x (1)、x*(z)、x* (2) 的 直线 形式 的 渐 近 线 ( 族 ) 中 ,可 以 指 
出 ,它们 在 测 地 挠 率 这 一 几何 属性 上 仍 是 有 差别 的 . 
(1) xD HR. Wr x' (4) 直线 的 切 方向 是 


Vx' = (a orca £) 


Wr x' (0) 直线 上 ,曲面 的 法 方向 是 


1, 
有 
y VF ~ _ dÑ 
N= WM -a 
易 知 , 沿 x'(1) 上 ,总 有 
VN' Vx! = 0 


故 YN | Ve. HY N 取 0, 故 在 x'() 直 线 上 , 测 地 找 率 不 为 0. 
(2) (C LR. W x() 直 线 的 切 方向 是 


Vx? = (a, b, cb, a)" 
沿 关 (2) 直 线 上 ,曲面 的 法 方向 是 


T 


vF = (-1 £,- 4, 1) 


Z n 
可 知 , 仍 成 立 VN | Ve. 故 在 OHR E. , 测 地 挠 率 也 不 为 0. 
(3) E À OHR E. 沿 咕 (2) 直 线 上 的 切 方向 是 
Vr’ = (a, 0, 0, a)" 
沿 x CO PC ,曲面 的 法 方向 是 


T 


w= (=r g-i) 
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注意 ,现在 VF 是 常数 向 量 , 故 
= VF 
N= TT 
也 是 常数 向 量 , 故 YN = 0. A O ER F 09856 Be 36 A 0. 
HUD. x!) (DD 直线 ( 族 ) 是 曲面 上 的 产 近 方 向 线 ,而 x' (1) 直 线 则 是 
曲面 上 的 线性 方向 线 . 
续 例 3. 4.1.3 由 前 面 的 分 析 , 该 曲面 上 的 产 近 线 方程 是 
dr; = dzi + dz 


取 dr, Z 0, W 
dr; dx. 
CE 
故 任 取 
te L pna 
便 可 得 到 
s =+ QH fa, x)? 


解 出 这 两 个 方程 , 便 可 由 z = f(x1， rz, zs) 得 到 曲面 上 的 一 条 渐 近 线 . 
如 不 妨 简单 地 取 dz = d, 


dz =- 。 a—const 
dr š 
便 可 得 
m 一 上 十 c 
az 一 Qt 十 cz 
x (t, a); 一 积 
# rr .2.3 一 积分 常数 


= 一 2(c Hac: FV Fa ec)t+ (+e — ce) 
x (41，a) 就 是 由 a 参数 决定 的 渐 近 方向 线 ,显然 由 a 的 取 法 ,这 样 的 x (t, a) 有 
无 穷 多 条 . 并 且 易 知 , 沿 x'(t, a) 渐 近 方 向 线 上 ,有 
— 2t 
ARSS: SOPS 1 =Y 
S IVEI AF80 Fae |V Fa. t 
1 
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故 总 有 


PEB VÑ 1 Ve, a), 


Vx(t, a) = (l, a, +V1 +a, 2(c, +acs FVIF E + ce))T 
所 以 ,在 后 (t，a) 直 线 上 ,其 测 地 挠 率 恒 不 为 0. 
如 果 取 dr, = dt 


dze -VB dz atot b>0 
dr dz 


并 省 略 积分 常数 c1,:.;, 则 可 得 


2 一 
z = 2 
~ 1 
0 EREA (:=-5) 
z 一 一 dede i 


xC, 0) 也 是 曲面 上 的 渐 近 曲线 . 适当 选择 x a, aD cas czs cy AE x Ct, a) 
与 关 (!，0) 通 过 曲面 上 同一 点 . 
所 以 ,在 曲面 上 的 任 一 点 处 ,这 一 曲面 均 有 无 数 条 渐 近 线 通过 这 一 点 . 


附录 : 曲面 上 一 点 邻 域 处 的 几何 性 状 


关于 曲面 f(x) = 0 上 的 x° 点 的 几何 性 质 ,可 由 以 下 方式 予以 分 类 . 

M x, ZZ 0 (or x, < 0) í = 1, **, m— 1, 如 是 拟 止 (或 拟 西 ) 点 

P x, >> 0 (or x, < 0) í = 1, =+, m— 1, x° 是 严格 凹 (或 严格 凸 ) 点 

KaLe G0 i=l, |, m-l, xX 是 鞍点 

当 < 0< x, ff =0 1<h<m-—1l x? 是 拐 一 鞍点 

当 % 二 0 i=l,-, m—1 V 是 平 点 (也 可 以 是 拐点 ) 
由 以 上 的 分 析 , 当 x 是 严格 凸 ( 凹 ) 的 点 , 则 曲面 f fE x° 点 的 邻 域 一 定 全 部 为 于 
曲面 在 x° 点 处 的 切 超 平面 的 同一 侧 . 这 一 几何 性 质 就 是 著名 的 凸 集 分 离 定 理 的 
结论 . 这 一 性 质 对 于 非 线性 规划 理论 是 基础 性 的 . 

以 下 不 考虑 曲面 为 平面 以 及 可 能 包含 的 各 种 奇 点 的 情况 . 先 对 于 以 上 所 给 
出 的 分 类 中 的 拐点 .鞍点 给 予 一 个 示例 性 的 说 明 . 

例 3. 4. 2.3 拐点 . R 空间 上 的 旋转 曲面 
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z= (1-46: HD) 


We =A, 1, 0)7. 证 x 是 拐点 . 
解 : 因为 
fœ =z- (1-76 +D) =0 
Vf) = (0, 0, DT 

x° 点 是 正则 的 . 但 易 知 

Vf) = [0] 
故 主 法 曲率 *， — 心 = 0. 显然 曲面 了 在 六 点 处 不 是 平面 , 故 x° 只 能 是 拐点 .过 
x° 的 法 截 曲 线 在 x° 点 是 拐点 可 参见 图 3. 4. 2. 1. 

图 3.4.2.1 中 的 Otzrs 坐 标 是 以 
Ozrixs 平 面 上 的 从 原点 出 发 过 x 点 的 射 
RH t 轴 , 以 x 轴 为 纵 轴 . 则 曲面 A 
Oiz: 平 面 的 交 线 (法 截 曲 线 ) 就 是 ry. zr | 
fE x° 点 处 显然 是 一 个 拐点 .所 以 ,Orzizsz 
坐标 平面 同时 就 是 旋转 曲面 的 切 平 面 . 而 | 
jË x° 点 的 圆周 ol 

EER Æ 3.4.2.1 


就 是 曲面 / 5 O rz: 平面 的 交 曲线 . 这 个 贺 周 上 的 点 全 部 是 曲面 / 上 的 拐点 
并 且 ,由 于 这 个 圆 位 于 曲面 在 这 个 加 上 的 任 一 点 处 的 切 平面 O zizs 上 ,所 以 ， 
这 个 圆周 就 是 曲面 7 的 渐 近 曲线 . 易 知 在 这 个 圆周 上 的 任 一 点 处 ,曲面 f 的 单 
位 法 向 量 广 二 (0, 0, 1)7, 从 而 灌 此 圆周 对 六 求 导 便 有 VN = 0. 故 这 一 圆周 一 定 
LEWER = ||P, VN 1 = 0 的 渐 近 曲线 . 

由 此 例 可 见 , 曲 面 上 的 拐点 x° 可 以 用 Vf(x") = [0] 来 表示 : 所 以 , 当 
VF) — COJ 时 , 既 可 能 表示 曲面 在 x° 点 邻 域 是 一 个 平面 ,也 可 能 表示 曲面 在 
x 点 处 是 一 个 拐点 . 

鞍点 与 拐点 的 区 别 仅 在 于 曲面 上 的 鞍点 x° 处 的 主 法 曲率 <, 均 不 为 0, 旦 w 
中 同时 有 正 、 负 值 的 主 法 曲率 存在 ,而 拐点 处 是 — 0; 拐 一 鞍点 处 是 < 中 同时 
有 正 、 负 值 以 及 (至 少 一 个 )0 值 主 法 曲率 . 

由 于 较 点 处 有 正 . 负 值 主 法 曲率 ,所 以 ,在 某 些 特定 的 切 方向 a 上 ,也 总 有 
K, Ca) = 0. 在 (a) 一 0 的 切 方向 上 ,鞍点 处 的 曲面 法 截 曲 线 ,具有 拐点 的 性 状 . 

仍 以 例 3. 4. 1. 2 为 例 ,构造 曲面 的 切 超 平面 方程 
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=s 1 
-a +a, — —a; +a, = 0 
T? x 


TER x° = (0, 1, 0, 0)! 处 , 切 方 向 a 的 通 解 是 
—1 1 
(u) 1 9 zoj 8 0 
= a(u) = 
a u óc gë u€ u= 
0 0 1 
VF = C—1,0,—1, DT 


构造 点 处 曲面 的 法 截 平面 
alu)t VF e s i,sER 


==? +Taw i t TVF] 
得 
e i P 3: 
' Tewi vs 


= a Mi. 
== l+TaeG5 T 
i. latu) || = (uu + Ga — u)? )"? 
e = Tawi z 


s 


zs m. Cy 
* Tao T 2 


这 里 w 是 决定 切 方向 的 参数 向 量 . 将 上 式 代入 曲面 函数 ,得 


NE 

u C Ll. = Ñutu 1. law ll va 
lao] va lea) ya PARES 
i acu) || 


就 是 沿 a(w) 切 方向 上 曲面 的 法 截 曲线 方程. 因为 法 截 曲线 过 x AE = s= 0 
时 ), 且 又 要 满足 z; 隆 0 的 条 件 , 故 取 1 的 定义 域 应 是 一 a(w) | < u 一 十 co. 
由 此 经 整理 可 得 


uuz 


= 
Tawi 5’ 


= 2u: 
fit, s) = /3s + F jaa i ts + 
是 法 截 曲 线 的 隐 范 数 方程 . 由 


af Zu uu af 2u 
= +2 t = v43 十 一 一 一 一 一 上 
æ lol Tew a V+ 
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93f(0,0) -0 AOD 
It 9s 


从 而 s = s(0 函数 存在 ,并 知 在 上 一 一 0 处 ， 


ds 
d y 
另 由 


PS g Mle Pf _ 2 f 2u: f 


ae Teh a 99s Bjal 2 


BAH t = s = 0 4t 


所 以 , 当 取 u — 0 BR a — ODRES — 0 从 而 法 截 曲线 在 = AERE 
点 .但 在 wy ua 去 0, 则 2 0, REIR u, 9 — a GR u 9 — a) 时 ,9 将 改变 


符号 .这 即 是 说 ,在 m 处 ,4 A 0 的 切 方向 上 ,和 3 有 十 、 一 符号 , 故 xm NAR 


内 ,曲面 在 部 分 切 方向 上 是 拐点 ,在 其 余 切 方向 上 则 具有 鞍点 的 性 状 . 所 以 ,可 称 
其 为 拐 一 鞍点 . 
再 如 例 3. 4. 1. 3 构造 切 空间 方程 


一 2ria 一 2zzas 十 2zsaa +a, = 0 


1 0 O. 3) 
0 1 0 
a = alu) = R: 0 
òo _ 8 |“ ue ú 
2 
0 0 e! 
2 r 
= (0: 0 后 1) 


H x° 点 处 的 法 截 平面 方程 
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u 


T = Taw 

ea i o g 
= Taw l" 

-l _ _ ZS: 1 =+ zy 
=; k Ziaur] tt lacu) || = Cuf + u + 3$) 
z=— +e Ter WF: (0< uis uz» u; <+) 


由 此 得 过 x* 点 处 的 法 截 曲线 方程 


b+ EE 于 
i auy I ec Tatu) | 


1 VBus I 
“æ meat] 
经 整理 可 得 
fa, D == tE aire taomi tiee- F+ 
=0 
FE PA AR Ili £R 05 Fa BR e. 
ax _ 2 
Z = 23 Tat: t Tan + 2 
A ED $ 
Z= ta Taart! ki +3] 
ti=s=04, 3 =0 Š =- | 4 + Z| s = s RAER 
ds _ 
T50 
再 由 
P 
i 


wf- = ñ = 2 
Əsə =. Taty l r: s 


Wit = s = 04t 
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gs š ui + š — 2uš 


~ ewl / 1 
3 f 


WUE ui +u — 2u5 = 0 RE HY H au) E. , AR RTE x° 点 处 是 
零 值 . 但 在 x° 点 处 的 主 法 曲率 <, Z 0 AVFO ) 不 能 是 0 矩阵 ], 所 以 ,应 把 x 
点 看 成 是 鞍点 “11 


51] 附带 指出 ,利用 法 截 曲线 来 分 析 曲 面 上 一 点 处 的 几何 性 状 的 方法 ,与 利用 Euler 公式 的 分 析 方法 是 
等 价 的 . Euler 公式 的 方法 因 包 含有 更 多 的 信息 ,因此 是 更 有 效 的 方法 . 但 在 另 一 些 特定 场合 ,法 截 
曲线 的 分 析 方法 也 是 有 应 用 价值 的 ( 见 本 书 $6 章 ). 


$4 曲率 张 量 


$ 4.1 Riemann 截面 曲率 


本 节 及 以 下 几 节 的 内 容 是 分 析 涉及 的 曲率 张 量 及 其 相关 的 一 些 重要 问题 ， 
但 这 里 不 使 用 张 量 代数 的 方法 . 因此 “ 张 量 ”一 词 在 这 里 仅 具 有 语义 上 的 意义 而 
不 表示 是 一 种 数学 方法 . 
设 
fœ 一 0 x€ DC R" 
给 出 了 R" 空间 上 的 一 个 正则 曲面 /. 对 任 一 个 x*ED, 由 
Lj: V(x )a=0 


给 出 了 曲面 /在 x" 点 处 的 切 超 平面 .a 是 从 x* 点 出 发 并 位 于 切 超 平面 L/ 上 的 
向 量 . 
ita, a jè L, 上 的 2 个 线性 无 关 的 ( 列 ) 向 量 . 记 


A(2) = [@, , e; ] 一 (4.1.1) 


是 a， e 构造 的 一 个 矩阵 . 则 由 ar, a, 和 曲面 的 单位 法 向 量 太 = VA 可 以 
构造 过 x° 点 的 法 截 平面 L.(@ ，az) 


La Ga) x= x + ADD tHN.s UER 1,sER 


=R 
且 取 urAT(2)AC2)u = 1 
则 在 Lala, a ) 法 截 平 面 上 ,可 得 到 曲面 三 的 法 截 曲 线 
fG, s) = fO HADU) +Ñ.) = 0 一 (4.1.3) 


由 (2.2.1.9) 式 ,这 一 法 截 曲线 在 x 点 ( 即 t = s = 0) 处 的 法 截 曲 率 
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K,(G@, u) = Too —(4.1.4) 
对 心 (&，u) 可 求 得 其 关于 参数 & 的 极 值 . 即 可 构造 以 下 条 件 极 值 规划 
极 值 : x(a, u) 


—s (4.1. 
st uA ACDu=1 


得 到 上 一 函数 
Llu, 区 一心 (Ga 十 区 1 一 MTATC2)4(2)a) 
“是 了 一 乘 子 . 一 阶 极 值 条 件 是 (省 略 “(x)" 符 号) 
FJA 1 2 i 2 S i 
w7 2( gyri 2 VAD — ta DAW )u =0 一 (4.1.6) 
(4. 1.6) 式 有 解 的 充 要 条 件 当 然 就 是 5 是 以 下 特征 多 项 式 的 根 
1 2 _£AT 起 S 
rri (2) VifA(2) — tA waw |- 0 (4.1.7) 
(4.1.7) 式 具体 的 形式 如 下 


r 9° Ty? rar T@, 1 
| 各 ve], IVAI ' s etai =0 一 (4.1.8) 
aj V'fa, a V'/a, aia, œa -| 


(4. 1. 8) 式 的 构造 相似 于 R 空间 上 的 Weingarten 映射 行列 式 ,由 那里 的 分 析 ， 
已 知 (4. 1.8) 式 类 型 的 特征 多 项 式 总 有 2 个 实 根 (可 能 是 重 根 ). 记 这 2 个 根 是 
t... 

由 名 ,2 可 从 (4.1.6) 式 得 特征 向 量 w(5,)、u($:) 或 记 为 u(5,:) 就 是 Ca, 
习 ) 取 极 值 的 方向 . 这 里 x, (G, wu) 的 极 值 是 指 在 a, a, 决定 的 那个 2 维 的 ( 子 ) 切 
平面 Lj(@), @m,, u) 


Li(@, @) x= x HADU (€ R.u € R: uzx0 Vu 
—(4.1.9) 


上 ,曲面 /上 由 参 向 量 u 决定 的 法 截 曲线 在 x° 点 处 的 法 截 曲 率 的 (关于 u 的 ) 
极 值 . 


t 
Ky? = x.(G, uh)) — (4. 1. 10) 

是 这 2 个 极 值 法 截 曲 率 . 则 
Z ey ie 一 (4.1.11) 
就 是 曲面 上 在 Lr(a，a，a) 这 一 ( 子 ) 切 平面 所 对 应 的 那个 曲面 片 的 Gauss 
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曲率 . 
类 似 $ 3 章 关于 广义 RayLeigh 商 的 分 析 , 易 知 (4.1.4) 式 的 条 件 极 值 
(4. 1. 5) 式 也 等 价 于 以 下 关于 RayLeigh 商 的 无 条 件 极 值 ， 


_ «(ag, u) 
极 值 : Ra, u) 一 ACE (4.1.12) 


显然 ,(4. 1. 12) 式 的 一 阶 极 值 条 件 是 


RED L (TTi VAD =R, a) + ADAD) ) Tra 
=0 
将 上 式 与 (4. 1. 6) 式 相 比 较 , 即 知 在 极 值 处 , 必 有 
KCA, u(ü.,)) = Ray ui. 2)) = G. —(4. 1.13) 
这 样 ,由 多 项 式 根 与 系数 的 关系 即 知 ( 由 (4. 1.7) 式 ) 
站 — (4.1.14) 
记 
ca，w) 一 一 pas 一 (4.1.15) 
则 (4. 1. 14) 式 又 可 表示 成 
„ = 各 (Ci G.) ° K. (G: , G) — Ki (a, G,) (4.1.16) 


ala, » ala, — (ala,)° 
HFa, a, 线性 无 关 , 故 上 式 的 分 母 恒 为 正 数 . 
Ha, a, 看 成 是 (4. 1. 9) 式 决定 的 2 维 ( 子 ) 切 平面 上 的 一 组 基 向 量 , 将 《 乘 
子 看 成 是 特征 多 项 式 
TVYAT 


的 根 , 马 上 就 知道 AA L Ca, a) hH AE B, 及, 则 由 于 总 存在 过 渡 矩 阵 
TER”? ,使 


AT(2) VAD) * ATDA — t. h |= 0 —(4. 1.17) 


XD = [ , B] = [as a,] * T=ADT, | T |Z 0 一 (4.1.18) 
使 
ATD VÄO » ATDÄDD = TTAT(2) V /A(2) 。(AT(2)A(2))-10TT)-1 
二 者 相似 . 因此 ,以 Bai. ,为 基 向 量 由 (4. 1. DREIE AER GREL a, H 
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基 向 量 所 得 到 的 特征 根 . 故 知 在 上 述 基 变 换 下 ， 
K = x 


所 以 ,(4. 1. 16) 式 决定 的 2 维 ( 子 ) 切 平面 L Ca, , a) ERY Gauss 曲率 <, 是 基 变 
换 下 的 不 变量 . 
不 妨 记 (4. 1. 4) 式 的 x。 为 以 下 形式 ， 


r (2) V? 
aD = t, + t, = LAD VAD | 


ZTA DA | || Vf | (A. 1.19) 


并 由 以 上 的 符号 规定 与 分 析 ,推广 (4. 1. 19) 式 ,有 
AL 
Ka (n) = Ü, * $, ç. = C— 1) TA MA | | V/ || " 
n=1,2, =, m—1 An) 一 [aa] Vfla = 0 i=l, e,n 
—(4. 1. 20) 

MR, n= l, xe(1) = K, (A), BP < (1) 88 JE (2. 2. 1.9) 式 定义 的 曲面 了 沿 w 切 方 
向 的 法 截 曲率 . 4 n = m 一 1, re(m 一 1) = rj，, 就 是 (3. 1. 1.46) 式 定义 的 曲面 f 
的 Gauss 曲率 (并 注意 (3.1.1.28) 式 的 意义 ). 且 这 里 的 A(z) 和 矩阵 总 是 列 满 
秩 的 . 


所 以 ,可 以 称 we(z) 是 曲面 了 在 x?* 点 处 的 n 维 切 ( 子 ) 平 面 上 的 Gauss 曲率 . 

注意 ,矩阵 

A! (n) V'fA (n) = [a? V'fa,] is j=l, s, n<m—1 一 (4.1.21) 
这 一 形式 的 矩阵 可 见 (3. 1. 1. 26) 式 . 

考虑 R" 空间 上 的 一 般 曲 面 函 数 f(x) =0 xE DC R" 对 应 的 参数 函数 是 
r(u) u€ D, CR", 则 总 可 以 有 


Dr 


@ = —t, t= (tt, ha)" € D. — (44,225 
Ju 
因此 
Tyta aT Or yep gr 
a V fa; = S+ Vf a 


Br WE j f(x) RE IJ —3⁄ Mh (2. 4. 5. 32) 式 


p LATOD V/AG) | _ 2 = I 6 = 
Tj BA TT | 1 415299 
ATMAM |=] It! i j=1,-., n —(4. 1. 24) 


(4.1.23 一 24) 式 的 |* | 符号 均 表示 n 阶 行列 式 ,上 且 其 中 4 是 个 线性 无 关 的 向 量 . 
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因此 ,在 正则 参数 曲面 片上 ,有 
Kln) = | 人 | j= n 一 (4.1.25) 


XF n = 2，(4. 1. 25) 式 给 出 了 R” 空间 上 曲面 (或 7) 的 一 个 2 维 切 ( 子 ) 
平面 上 的 Gauss 曲率 . 


BAN + It — G Ir, 
(2) = Ë 4.1.26 
eD = FIn dTe TEY € ) 


利用 8 3 章 的 符号 .下 = [Cs] 了 = [gj], 以 及 记 = (6, o tma)" 并 利用 缩 
写 求 和 符号 D 一 DD RAR. 


=-= s= 
ses set 
AEn Cot Ha = 2) Caie 
= ,人 
el a 
En = 2) Cutit? = > Catti 
得 
到 n m1 = 
qia te A = BC}. D Cutit — X) Catit 。 DO Catet 
= i <. = 
== gi 
= >) GC D) C.Cahhh: 
en a 
e 
= J) (C,C¿ —C,Cu ht: 一 (4.1.27) 


R G Cuc C,C 
ihj = [a Gi nde Nj 
故 
Ho de (Te) = D Ratiti —(4. 1. 28) 


和 


HA. 1. 27) 式 直接 用 gw 替代 Cu 等 ,可 得 


In Bt GI = 2) (gig 一 SS 让 
' 
—(4. 1. 29) 


所 以 
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D Ratiu? 
Ç 


ñ (2) 二 :一人 hoc 一 (4.1.30) 
> (Bolm — gagn td: 
Sana 
(4. 1. 30) 式 就 是 如 (2) 的 内 区 几何 量 的 表示 形式 . (4. 1. 30) 式 显然 与 (4. 1. 16) 式 


是 完全 等 价 的 . 
称 xa(2) 为 曲面 的 Riemann 截面 曲率 . 以 上 的 分 析 与 推导 已 经 给 出 了 
Riemann 截面 曲率 的 来 源 以 及 几何 意义 . 这 里 应 注意 ,如 果 利用 Einstein 和 式 约 


定 , 则 (4. 1. 30) 式 分 子 、 分 母 中 的 ”3》) "号 是 可 以 省 去 的 . 
对 于 nn 二 1，2,，…，,m 一 1 的 一 般 情形 ,由 (4. 1. 25) 式 的 构造 ， 


引用 以 下 二 阶 子 式 符号 
it Cit 


= (B. t.y=1,2,- n 一 (4.1.30a) 
as teu Gt, sssi ni j 
由 于 
zi 
| He= D ii 
| 1 
所 以 


Hamd En- Ene qI6= > (C,C,—C,C, hkl 


sj res 


所 以 


Nim= > Rantik —(4. 1. 30b) 


s A kel 


这 样 ,由 (8$ 2.4.3 节 ) 关 于 二 阶 伴随 矩阵 的 说 明 , 作 4 FH la, Ç, B, 7} 到 双 
下 标 {P，z} 的 字典 序 排列 变换 ,二 阶 子 式 1sw 可 记 为 pr， 记 = 一 1，2，…，(3). 
从 而 行列 式 

dI] a ß=1, 2，…， 
的 二 阶 伴随 子 式 的 行列 式 可 表 成 
las =l Te S! 一 | le 
所 以 ， 
E |=l pe | 十 一 (4.1.30c) 


因为 (4. 1. 30c) 式 右边 的 行列 式 元 素 1 由 ( 4.1. 30b) 式 完全 由 Rw 符号 
决定 ,所 以 ( A. 1. 25) 式 右边 分 式 的 分 子 的 绝对 值 完 全 由 曲面 的 第 一 基本 不 变量 
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决定 . 具体 讲 即 是 
当 ?一 偶数 时 ,wo (Cn) 可 以 用 第 一 基本 不 变量 gw 因子 及 其 偏 导 数 表 出 
当 ”一 奇数 时 ,zs (z) 可 以 用 第 一 基本 不 变量 g, 因子 及 其 偏 导数 表 出 
由 此 , 即 得 以 下 定理 . 
定理 4.1.1 GÈ HY Gauss 曲率 定理 ) 设 
z= fx) xEDCR" 


给 出 了 R"*' 空 间 上 的 一 个 正则 曲面 片 . ce(z) n=1, 2,- m—1 是 该 曲面 在 
任 取 的 n 维 切 ( 子 ) 超 平面 上 的 Gauss 曲率 . 则 xa(n) 的 不 变量 可 由 曲面 的 第 一 基 


本 不 变量 及 其 偏 导数 表 出 . = 
这 里 ce(z) 的 不 变量 ,在 n= MARTE Ka (n), fE n= ñ RHY WE | ea (n) |( 见 
定义 2.4.3.1). 


(4. 1. 30) 式 就 是 n = 2 时 ,定理 4.1.1 的 一 个 应 用 . 当 n = m — 1 时 ,定理 
4.1. 1 就 是 定理 2. 4. 3. 2. 

还 可 以 指出 的 是 x。(n) 曲 率 也 可 以 表示 成 一 般 曲 面 函 数 f(x) 的 多 重 加 边 
Hessian 矩阵 的 拟 特征 值 乘积 . 

H AG) = [a, ，a，…，w], 记 Nm 一 四 是 人 (Ca) 决 定 的 法 空间 的 一 组 基 
向 量 . 按 多 重 矢量 积 的 算法 ,可 记 

N, =a XG, X: Xa, Na=0 —G 1, 325 

Hig N(m—n) = [N,, Nas 0s Nan] € RY™™ 


构造 多 重 约束 条 件 下 的 加 边 Hessian 矩阵 (参见 (3.1.2.1 一 18) 式 ) 的 拟 特 
征 多 项 式 


Ml. —V'fG) N(m—m)| _ 
Nt(m—n) | 
则 VY(x) 在 NGm 一 四 加 边 约束 下 ,一定 有 ?个 拟 特征 值 w i 二 1,，2,，…,n. 这 


里 A 的 上 标 = 不 是 赛 指 数 . 
从 而 ,由 (3. 1. 2. 16) 式 , 即 得 


0 一 (4. 1. 33) 


= 让 (Hv 
“w= I TIT) CD ODT araoa! 


即 得 


LH. | 


ES DTN naNO a] 


IVI (4. 1. 34) 


其 中 
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-[ vf Ne m] 
” LNron 一 站 0 


是 VY(x) 的 多 重 加 边 Hessian 和 矩阵. 
注意 ,由 定理 3.1.2.1, 由 (4.1.33) 式 决定 的 多 重 约束 拟 特征 值 x 与 


Nm 一 n) 的 取 法 无 关 . 例如 ,可 以 构造 ÑOn—n) 
Nom—m = N(m—n) +T T E RO 


H Š 3 章 分 析 已 知 ,在 这 样 的 法 空间 基 向 量 组 的 变换 下 , 拟 特 征 值 不 变 . 

从 而 ,由 (4.1.33) 式 ,给 出 了 多 重 约束 拟 特征 值 的 又 一 个 几何 模型 ,并 且 , 这 
样 就 可 以 利用 拟 特征 值 分 析 , 得 到 R” 空间 的 曲面 f 的 x" 处 的 任 取 的 一 个 n 维 
切 ( 子 ) 平 面 的 切 方向 所 对 应 的 曲面 f 的 法 截 曲 线 全体 所 组 成 的 那个 ( 子 ) 曲 面 片 
的 主 法 曲率 


wa (n) = i= 1,2,-%, m—n —(4. 1. 35) 


E 

Ivf i 
AR e 所 决定 的 拟 特征 向 量 &? 所 表示 的 这 个 ( 子 ) 曲 面 片 的 主 法 方向 . (多 重 约 
束 下 的 拟 特征 向 量 a; 由 (3. 1. 2. 15) 式 给 出 ). 

附带 指出 ,对 于 R" 空间 上 的 n 维 曲面 (n< m—1), 由 于 在 该 曲面 上 一 点 处 

任 取 的 k 维 法 截 平面 不 一 定 总 能 与 该 曲面 交 到 法 截 曲 线 ( 见 $2.4.4 节 ), 所 以 ， 
一 般 地 ,是 不 能 对 该 n 维 曲面 去 定义 k 维 截面 曲率 的 . 这 个 情形 也 是 由 于 n E 
面 本 身 具有 曲线 的 一 些 属性 所 决定 的 . 


$4.1.1 常 曲率 曲面 


曲面 的 ( 某 个 ) 曲 率 为 一 个 常数 的 情形 ,有 以 下 二 个 不 尽 相同 的 定义 
定义 4.1.1.1 常 曲率 曲面 是 Riemann 截面 曲率 为 常数 的 曲面 . " 
， 定义 4.1.1.2 常 曲率 曲面 是 Gauss 总 曲率 为 常数 的 曲面 . E 
在 R° 空间 上 ,Riemann 截面 曲率 按 定义 就 是 Gauss 总 曲率 , 故 以 上 两 定义 
在 R° 空间 上 等 价 . 但 在 一 般 的 R" 空间 上 ,并 非 如 此 . 定义 4. 1. 1. 1 给 出 的 曲面 
通称 为 常 曲率 曲面 . 
由 (4.1.30) 式 , 当 Riemann 符号 Ru 满足 以 下 关系 时 ， 


Rija = K+ (Bigu — Bagr) 一 const —( 1.1,15 


则 Riemann 截面 曲率 即 为 常数 . 显然 ,(4. 1. 1. 1) 式 同时 也 是 必要 条 件 . 
设 r(u) u€ D.CR" rW ER HET RRELA m ES 
数 曲面 片 ,并 且 r(w) 的 第 一 基本 微分 形式 取 为 等 温 参数 形式 ， 


ds = vlu) + (dui + duż +- + duh) 一 (4.1.1.2) 


470 3 2 #k #E Ft 65 434 #z fÉ R ë 5 P BJ 


(4. 1. 12) 式 的 写法 与 通常 将 v(w) 表 成 u Cu) ËJ š 125 41 28 AS E]. 
H (2.4. 3. 10) 


(22k + dgu — 384) 


本 法 
ra =ç Bu Ju, Ju, 


得 在 (4.1.1.2) 式 下 的 p, GA 


ij a= t? y= h? 其 他 的 To =o 


paw 人 一 (4.1.1.3) 
i=j: Da =g e Tac gge ki 
再 由 
有 一 (Tv Dyrs s Tay" 
I; = (TY M e rp)" 
有 一 (2.4.3.11) 
和 了 = ul。 I = 21, 1 一 m 阶 单位 阵 
得 
ikin n= Jutt ri=o 
š 一 (4.1.1.4) 
imjiiri=- E Ta ksi 
再 由 (2. 4.3. 23) 式 及 等 温 参数 形式 的 了 矩阵 为 对 角 和 矩阵 ,有 
Row = Seski, = gaRiy = uWRiy 一 (4.1.1.5) 
由 (4.1.1.1) 式 ,可 知 
Rss 二 xv? 其 他 Rs 三 0 ik 一 (4.1.1.6) 
所 以 , 必 应 成 立 
Rà, = xu 一 (4.1.1.7) 
由 (2.4.3.16) 式 ， 
Rh, = or s w: F Dr 和 外 一 PP 和 AA hA 


由 (4.1.1.4) 式 ,可 知 


Era- = PD TETE+ TITE+ TET TET pin 


Ai k 
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并 且 
rra- (22) ih, k 
i 2 (ðv? 
rr w (É) 
STERG 
rirk=- (se) 
m? 1 9m 
Per 一 (过 ) 
2 
raris- (xz) 
故 
Sini pipi) -Z $s (2 y 
>i piri =— s D [2 ) 
A 
ari iay yt ay 
ðu 2 (yw) 2 Iu 
art, v? {3v y? v’ v 
2 32 (96) a 


将 这 些 结果 代 和 人 ( 4.1.1.8) 式 ,有 


R. =S (a ta GE) + (82) 5 A (y 


一 (4.1.1.9) 


由 (4.1.1.6 一 7)、(4.1.1.9) 式 ,得 到 


ə a ðv y: ðv 12 
o(a tae) (ha) + (3e) )+2 1 
Vik ik 一 (4.1.1.10) 
(4. 1. 1. 10) 式 即 为 截面 曲率 为 常数 < 的 曲面 的 等 温 参数 v(u) 因子 必须 满足 的 
微分 方程 组 . 


对 (4.1.1.10) 式 所 表示 的 微分 方程 组 ,将 下 标 i 分 别 加 总 求 和 . 先 对 任 一 
AFER kJ i= l, 2,…, m, i 关上 求 和 ,并 经 整理 ,有 


3? Ea _sa 3v y: STELAN 
20m— Du t 2627 3m -2( r) =32 (3 ) E 


Dus a 


(Ë) Hi =o 


ik 


472 _ 实 对 称 算 阵 的 拟 特征 值 理 论 与 应 用 


Ky Av y: 3 
d = 3 一 一 1，2，…， 
+ (m DI (zu) + 4(m— lxv 0 k m 


HERK k= 1, 2, =, m 方程 式 加 总 求 和 ,得 


4cm w) 于 Pd +o D — 30 — 2 — 390) X ( 


£ Iui 


F: 
十 4m(m — 1)xu* = 0 


HT m(m—1)—3(m—2)—3m = (m—1)(m—6) 
故 得 到 


S Trt m-o D(F) 4mo’ =0 一 (4.1.1.11) 


注意 ,对 (4. 1. 1. 10) 式 方程 组 ,简单 地 按 i, 二 1,，2,，…，,m 先后 加 总 ,也 可 以 得 
到 (4.1.1.11) 式 . fB H (4.1.1.5.6.10) R, 及 在 i = k=>Ri = Ra = 0, 但 
vlu) Z 0 的 属性 , 即 知 ,在 逻辑 上 ,应 按 以 上 方式 对 ( A. 1. 1. 10) 式 方程 组 加 总 . 

(4.1.1.11) 式 是 截面 曲率 为 常数 «的 曲面 的 等 温 参 数 v(u) 因 子 的 必要 条 
件 方程 式 (而 ( 4. 1.1. 10) 式 方程 组 则 是 充 要 条 件 ). 但 ( 4. 1. 1. 11) 式 在 有 些 情形 
下 也 具有 充分 性 ( 见 下 文 说 明 ). 

特别 地 ,在 m = 6 的 Ref 维 Euclid 氏 空间 上 , (4.1.1.11) 式 有 最 简单 的 
形式 


ng 
$ SE + maut = 0 (m= 6) 一 (4.1.1.12) 
= Iui 


(4.1.1.12) 式 是 椭圆 型 的 二 阶 偏 微分 方程 . 由 (4. 1. 1. 12) 式 的 形式 , 取 


u= (0) t= ui +u + + 


的 变换 ,有 
L Sw 2u, Ses ld 2 v=% v= E 
从 而 ,由 ( 4.1.1.12) 式 可 得 以 下 的 常 微分 方程 式 
2tu” 十 6v 十 3euz 一 0 一 (4.1.1.13) 


给 出 一 定 的 初 值 条 件 ,(4. 1. 1. 13) 式 即 可 解 得 v(z) 函数. 
注意 到 , 若 OU. 1. 1. 13) 式 的 一 个 特 解 ,那么 ,对 任 取 的 非 零 实数 fE 


vt) = av(t) k= K/a 


则 z(o) 一 定 是 (4. 1. 1. 13) 式 形式 的 以 下 方程 
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21v" + 6v 十 3kuz = 0 


的 特 解 . 故 以 上 形式 的 等 温 参 数 扩 大 a 倍 , 则 曲面 的 截面 曲率 就 缩小 a 售 . 
所 以 ,只 需 考虑 初 值 条 件 v(0) = 1 的 情形 . 这 时 ,从 (4. 1.1.13) 式 可 得 一 阶 


初 值 条 件 应 是 v (0) = =: 


在 这 一 初 值 条 件 下 可 利用 寡 级 数 方法 来 求解 (4. 1. 1. 13) 式 . 设 v 在 := 0 的 
BRA 


vD =1—5t+ Ep 
n 


"2 


的 寡 级 数 形式 . 从 而 


再 由 (4. 1. 1. 13) 式 ,可 得 


2to” + 6v + 30 = sett te me + D| 


"2 


3 i 
TEA tgo + 


FS D e FP > 3e? Se E > > ia 


"2 a2 he 


=0 


由 以 上 考级 数 中 ! 项 前 的 系数 应 为 0 的 要 求 ,可 解 出 c,，p = 1，2，… 系数 . 


p=1 — 3 + 8c = 0%0 = 3 = 31, 


p=2 + Bes + 3c: = 0=e =— 


p=3 2e Hre — We =0>; = Be's Slet 

pai Sasa EE oma =t fe 

p=5 (ata) +5- e +r IRET? 
=>c, = pe = He 


所 以 ， 
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wD = 1+ Don MERE) = 1 + Dvrtn(§)e 
(4.1.1.14) 


显然 ,在 二 1 时 ,(4.1.1.14) 式 右边 宕 级 数 绝对 收敛 . 由 此 可 知 


= 
4 


um (0) = C b'e+D1[2) es 
即 可 知 v() 的 变量 取 世 + 形式 ,v(t) 是 倒数 函数 ( 因 w" 符号 十 ,一 交错 ) ,mn 一 1 
时 ，v(0) = 一 2( 守 ), 故 ww) 为 平方 函数 ,最 后 ,从 w(0) = 1 可 知 
—— t= =+ +g 一 (4.1.1.15) 
(++) 


对 这 一 结果 可 验证 满足 (4. 1. 1. 10) 式 . 并 可 验证 对 于 任意 的 mm 


va) = 


t= ithe ah 
由 (4.1.1.15) 式 给 出 的 oCO KECA. 1. 1. 10) 式 . 所 以 


dz 十 dz 十 … 十 dz 
qe = — dri tde z 


-G4.1.1.16) 
(1 +G +s +=) 


决定 的 曲面 是 截面 曲率 为 常数 < 的 曲面 . 

(4. 1. 1, 16) 式 即 是 Riemann 在 1854 年 的 演讲 中 提出 的 公式 . 以 上 则 给 出 
这 一 公式 的 推导 过 程 . 

利用 ( 4. 1. 1. 10) 式 方程 组 ,再 给 出 以 下 一 个 特 解 . B SOM £ o 取 以 下 
形式 


v= Ulun) 


HD o 是 单 变 量 un 的 函数 . 在 (4. 1. 1. 10) 式 中 ,对 i, kZm 的 下 标 , 有 


(22) ti =0 一 (4.1.1.16) 


即 


TY 一 十 2 /— xt 
Dun 


故 知 应 有 “一 0. 直接 解 出 以 上 方程 即 得 
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u= (VZR e un c.) = 


可 验证 ,(4. 1. 1. 17) 式 给 出 的 vun) ,也 满足 (4. 1. 1. 10) 式 中 , 取 下 标 i( 或 ) 等 
于 和 m, 而 &( 或 让 不 等 于 mm 的 情形 . 故 (4. 1. 1. 17) 式 给 出 的 等 温 参 数 因子 vun) 
决定 的 曲面 也 是 截面 曲率 为 常数 的 曲面 

当 在 (4. 1. 1. 17) 式 中 取 “ =—1, c = 0, 有 

otun) 一直 一 (4.1.1.18) 
这 即 是 Poincare 上 半 平 面 . 

但 这 里 应 指出 ,如 果 局 限 R” 空间 上 的 正则 参数 曲面 片 ,那么 ,其 第 一 基本 
微分 形式 取 等 温 参数 形式 且 又 是 截面 曲率 恒 为 常数 的 正则 参数 曲面 片 ,就 只 能 
是 球面 . 这 是 因为 由 (4. 1.1.6) 式 即 知 , 此 时 基本 Ri 符号 (意义 可 见 》4. 3. 1 W 
说 明 ) 中 ,只 有 Runs Ck 形式 的 符号 恒 为 xv? ,其 余 的 Ri 符号 均 为 0. 且 由 于 
正则 参数 曲面 片上 存在 第 二 基本 微分 形式 , 故 了 矩阵 存在 . 从 而 可 知 丰 矩阵 的 二 
阶 伴随 矩阵 了 是 对 角 和 矩阵 , 且 主 对 角 元 素 均 为 eo. 所 以 下 矩阵 必 也 是 对 角 和 矩阵 ， 
且 主 对 角 元 素 应 均 为 /x。 o. 故 知 必 只 能 有 “二 0, 并 可 知 成 立夏 一 We T. 由 定理 
2.4.2.1 即 知 这 样 的 正则 参数 曲面 片 只 能 是 球面 . 因此 可 知 由 (4. 1. 1. 18) 式 给 
出 的 具有 负数 值 的 截面 曲率 为 常数 的 曲面 只 能 理解 为 是 “抽象 曲面 ”. 抽象 曲面 
可 能 在 其 他 类 型 的 内 积 空间 中 得 到 实现 . 而 在 (4. 1. 1. 16) 式 给 出 的 第 一 基本 微 
分 形式 下 ,在 R"*' 空 间 上 建立 以 下 形式 的 球面 参数 方程 ， 

Bue DCR 记 s 二 >u B < 之 0 的 常数 , 作 


则 
aetate m L 
K 


所 以 r(u) 是 R" 空间 上 的 球面 . H h B eitt Bp C 10 

— 9r' ər _ dui + du; +» + du, 

uju PER +A YE 
+ 404 +=) 


利用 以 上 诸 式 ,还 可 以 构造 出 其 他 类 型 的 具有 某 些 特别 属性 的 曲面 . 
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例如 ,规定 某 抽 象 曲 面 的 基本 Ru 符号 取 值 如 下 : 


Raa 一 一 1 kém i#k 
j. =1 Äi#m —G. 1.1.19) 
Ri 二 0 ”其 他 情形 


则 相应 地 ,规定 该 曲面 的 第 一 基本 微分 形式 取 为 等 温 参 数 形式 , 则 与 (4. 1. 1. 19) 
对 应 地 有 
34k2m iZk 


po —(4. 1. 1. 20) 
iZ m 


其 中 " 为 等 温 参 数 因子 . 
取 v = o(u,), PRCA 1.1.DR ARFER i, k Z m, RA, 


Jun Düm 
如 取 
如 = 2ul— = ut 


可 验证 这 一 形式 的 等 温 参 数 因子 满足 (4. 1. 1. 19) 式 . 
反 过 来 说 , 当 给 出 一 个 等 温 参 数 形式 的 某 曲 面 的 第 一 基本 微分 形式 ,v(w) 是 
等 温 参 数 因子 . 则 从 (4. 1. 1. 10) 式 可 得 , 若 有 常数 <, 使 
i eE QA Sa Ya 
人 (z(a + aa) (ie) +(e) tÈ Ga) ) 


im 


Visk i#k —G4.1.1.21) 


DUZ fii Ri 2: Pt: A Hii E i iñi, H. “为 其 截面 曲率 . 这 即 是 说 ,如 果 等 温 参 数 vCu) 所 
决定 的 曲面 是 常 曲 率 曲面 , 则 由 (4. 1. 1. 11) 式 ,该 曲面 的 截面 曲率 < 由 下 式 决定 
r= E(w) 强 +om-e 立 (器 ) ) 一 (4.1.1.22) 


注意 (4. 1. 1. 21 一 22) 式 说 明 截 面 曲率 “不仅 与 (za) 的 形式 有 关 , 同时 也 可 能 与 
维 数 有 关 . 


如 果 常 曲率 曲面 的 等 温 参数 因子 二 v() 4 一 uw? ,那么 ,由 (4.1.1.13) 
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式 截面 曲率 “由 下 式 给 出 ， 


k= S Gr” 十 6v’) —(4. 1. 1. 23) 


类 似 地 ,从 (4. 1.1. 16) 式 中 可 得 到 v = lun) 形式 的 等 温 参数 因子 决定 的 常 曲 
率 曲面 的 截面 曲率 “由 下 式 决定 


=-= (22) 一 (4.1.1.24) 


(4. 1.1.23 一 24) 式 表明 ,在 这 样 的 等 温 参数 形式 下 ,截面 曲率 «与 维 数 m 无 关 . 
现 再 给 出 一 个 常 曲率 曲面 的 截面 曲率 <, 在 给 定 的 等 温 参 数 因 子 的 函数 形 
式 下 ,与 维 数 m 有 关 的 例子 . 取 等 温 参数 


v= vls) s= u +u +" +u, 


从 而 
au ə 
利用 (4.1.1.11) 式 ,得 
4u» v + (m — 6)u ? +4rv’ 一 0 一 (4.1.1.25) 
则 
v`’ 1 
k =— y 4w" + (m= 6) 一 (4.1.1.26) 
即 与 m 有 关 . 


从 (4.1.1.23) 式 中 , 取 m = 6, “= 一 1, 有 
"= 


可 解 出 v= £ (s 0). 可 验证 ,这 一 等 温 参 数 因子 仅 在 m = 6 维 曲面 上 可 


决定 一 个 常 曲率 曲面 e 
以 下 再 考虑 定义 4.1.1.2 给 出 的 Gauss 曲率 恒 为 常数 的 曲面 . 很 容易 构造 
出 示例 ,在 m > 3 的 R” 空间 上 ,Gauss 曲率 恒 为 常数 的 曲面 其 截面 曲率 不 恒 为 
常数 . 如 在 R' 空间 上 的 以 下 曲面 
f(x) = ++ 0 (x'r>0) 


则 
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Tı 2 


=; 


x 0 
VCr) = 2 Vif(x) = B 


oono 
onoo 


0 


由 拟 特征 值 分 析 易 知 ,这 一 曲面 的 3 个 拟 特征 值 是 
Am =0 J =, =2 
所 以 ,这 一 曲面 的 3 个 主 法 曲率 是 


1 


0 


因而 ,其 Gauss 总 曲率 恒 为 0, 但 其 截面 曲率 不 为 常数 , 因为 由 (4. 1. 16) 式 , 取 
;3 是 对 应 于 上 :的 尺 ' 空间 上 的 拟 特征 向 量 , 则 在 a, a, 决定 的 切 超 平面 的 
2 维 子 平面 上 的 截面 曲率 是 


K,(G,, @,)x,(G,, G,) — È (G, , G, ) 
aja, + ala, — (aj a)? 


K(@,, G@,) = 


因 拟 特征 向 量 的 性 质 , 易 知 ,对 a, a, 拟 特征 向 量 ( 见 (4. 1.15) 式 ) 


0 
“lg, 0) =4 a? V? fa, 
> 
IAZA] 


以 及 a, a, 之 间 的 正 交 性 质 , 知 
ka， G,) = Kk * k, = 0 
同 理 ， 
K(G,, @,) = w +k, = —_ 
故 截面 曲率 eCa, a) Z ela, a). 
考虑 YE D C R” H 
z= fü) u= (i+ riq e Cus 0) 


形式 决定 的 旋转 曲面 为 Gauss 总 曲率 恒 为 常数 曲面 的 充 要 条 件 . 
易 知 


> (4.1.1.27) 
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HVS 表 成 以 下 形式 
vf Er Eo a 
z P: 
D # = >= = 去 十 ce 是 常数 ,但 这 一 曲面 函数 的 Gauss 总 曲率 是 


| 
A+)" 
对 于 不 同 的 x,x 不 可 能 为 常数 , 故 应 舍 去 . 

(2) 继 设 S Auf”, Vf EB S 8 R 


vy = (ERE). Dr.) x= ip — (4. 1.1.28) 


|“ | 一 


则 由 (3. 3. 3.9) 式 即 知 
IVf |= (EEY A OA) 


P; 
经 整理 , 即 得 
IV |= (y Le 一 (4.1.1.29) 
再 由 (3.1.1.79) 式 ,Gauss 曲率 可 表 为 
Pyrus 
ef 
Re = 一 (4.1.1.30) 
(fye 
将 (一 1)” 因子 归结 于 « 的 取 符 号 ,从 上 式 即 得 以 下 微分 方程 
Oa i ty yayta 一 (4.1.1.31) 


这 就 是 Gauss 曲率 是 常数 的 旋转 曲面 函数 /(，。 ) 的 充 要 条 件 . 
当 m = 2, 上 式 即 为 
TE eril pf“ 
这 即 是 在 R° 空间 上 的 旋转 曲面 为 Gauss 曲率 是 常数 的 曲面 的 微分 方程 . 
在 (4.1.1.31) 式 中 作 y = f” 的 替换 ,通常 可 得 到 关于 y 的 一 次 积分 表达 


式 ,但 一 般 只 能 在 m 为 偶数 的 情形 下 ,就 特别 设 定 的 初 值 条 件 ,才能 得 到 f 的 显 
式 解 (例如 fF(z) 是 球面 函数 ). 
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由 (4.1.1.30) 式 , 当 取 fu) = +u, W f” =0=x<= 0. 这 即 是 上 文中 给 出 的 
示例 . 附带 说 明 ,对 R"… 空 间 上 的 曲面 函数 ， 


F(x, z) 一 (xz) 十 0。z 一 0 x€ DCR" Vf/(xÁ) 20 x€ D 


其 中 /(x) 是 任意 的 二 阶 可 微 函数 , 则 F 函数 决定 的 R"*! 空 间 上 的 曲面 均 是 直 
纹 ( 可 展 ) 曲 面 ,从 而 其 Gauss 曲率 总 为 0. 这 可 由 下 的 加 边 Hessian 矩阵 行列 式 
恒 为 0 得 知 . 

由 $4.1 节 关于 m fi i 81 09 n 维 截面 曲率 x。(n) 的 分 析 方 法 ,可 以 拓展 以 上 
关于 常 曲率 曲面 的 定义 . 

定义 4.1.1.3 m 维 曲面 的 n 维 截 面 曲率 x。(n) = 常数 的 曲面 称 为 n 维 ( 截 
面 ) 常 曲率 曲面 ,2 < n < m — 1. 好 

则 通常 所 说 的 常 曲 率 曲面 即 为 2 维 常 曲率 曲面 ,Gauss 曲率 为 常数 的 曲面 
即 为 m 一 1 维 常 曲率 曲面 . 

由 (4.1.25) 式 ,n 维 常 曲率 曲面 即 为 


y 
rcn = EALL 一 常数 i, j=l, 2, en —G.1.1.32) 
O A 


由 (4. 1. 30c) 式 ,上 式 分 式 的 分 子 可 表 成 其 二 阶 子 式 1sr 的 伴随 矩阵 行列 式 ， 
具体 地 可 表 成 下 式 . 设 4 下 标 {a, $,B, 7} 对 应 于 双 下 标 {p，z) ,这 可 使 用 符号 
Hp 表示 low + WI] 


引用 以 下 符号 


=Ü) 


Ili |”! = DODAM aza a, b= l, m,n 


其 中 s = s(zi，z，…，zw) 下 标的 逆序 指数 . 
由 (4. 1. 30b) 式 ,上 式 又 可 表示 为 


N = 
Ieta = 2 CDC 2 Raja tile ) 


dye ge me ty} ol E 


—(4. 1. 1.33) 


REFE i ho jer kd ER las s Co Buo Y.) ,都 指 由 下 标 变换 {a,B， 
E 7 一 {0, z) o=1, 2, =, N 中 o 的 选取 有 关 . 


{is hs j, k} = {is his jis bi; os ins hys jys ka) 
Ri, h, js k)) = Ringa, * t * Ria 


ihhh inh yi nky 
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人 hs j+ k}, zis za “ts zn) = tn th Da tf + e e Len Liey Cen Liey 


则 (4. 1. 1. 33) 式 可 简写 成 


i = > w X Rdih, j kpe 


ae ages tyt li grk =I 


+TUi, h, js k), zis =, zN) — (4. 1. 1,34) 
类 似 地 ,再 引用 以 下 符号 
Glis h, j+ k)) = (go gw, — Ban Bay) (CBNgAvty — Bivtw gh) 
则 (4. 1. 1. 32) 式 中 的 分 式 的 分 母 可 表 成 


II] D O X Gdi,h,j,k}). 
Tt h, js k}, zzy) 一 (4.1.1.35) 


(4. 1. 1. 34 一 35) 式 中 ,右边 第 二 个 > 号 是 关于 下 标 序列 is ho jo 
kis U ins hws jns kx 中 的 任 一 个 下 标 均 取 1 到 m 的 值 的 总 和 ,而 第 一 个 > 
导 即 是 行列 式 展开 公式 中 的 求 和 号 , 即 对 全 部 的 排列 {x ，z:，…，zx} 求 和 . 


比较 (4.1.1.34) 和 (4.1.1.35) 式 ,再 由 (4.1.1.32) 式 , 即 知 , 当 m 维 曲面 是 
n 维 常 曲率 曲面 , 则 总 应 有 常数 « = x, On) , 并 使 


Ri, h, j, k}) ==”! e G((i, h, j, k)) (4.1.1.36) 
(4.1.1. 36) 式 即 为 


x z 
TR... == TE eight, — Eit Eri) (4. 1.1.37) 
s En 

n = 2， 上 式 即 为 


Raji 一 <CS858A — Bagn) 

易 知 , 当 m 维 曲面 为 2 维 常 曲率 曲面 时 , 它 同时 一 定 是 任意 的 n 维 常 曲率 
曲面 , 2 < n < m — 1. 所 以 ,n 维 常 曲率 曲面 的 概念 是 成 立 的 . 可 以 构造 出 m 维 
曲面 , 它 是 一 个 n 维 常 曲率 曲面 ,同时 又 不 是 n 一 1 维 常 曲率 曲面 ,2 < n< m — 
1, 如 取 曲 面 的 第 一 基本 形式 为 

d? = iih dd) du  a;— const m>4 


则 在 这 一 抽象 曲面 上 ,全 部 基本 Ri 符号 中 ,只 有 
Ria = Raa =— Ria =— Ran = ui + š 
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其 余 的 均 恒 为 0. 故 可 知 ,该 曲面 不 是 2 维 常 曲率 曲面 ,但 一 定 是 3 维 常 曲率 曲 
面 , 且 3 维 截面 曲率 恒 为 0. 

由 于 任意 的 mn 十 1 维 截面 都 可 看 成 是 无 限 多 个 n 维 截面 的 集合 ,所 以 ,车 曲 
面 是 n 维 常 曲率 曲面 , 则 一 定 也 是 n + 1 维 常 曲率 曲面 . 


3 4.2 Ricci 曲率 张 量 及 Einstein 空间 


以 下 关于 曲面 上 的 诸 几何 量 ,都 是 指 在 R” 空间 上 的 一 个 m 一 1 维 曲 面 /而 
` “Asa Gauss - Codazzi 方程 组 (2. 4. 3. 1 一 26) 式 的 符号 规定 与 分 析 ， 
I=[g;] I'=[g"]) IR=([C,] i,j=1,2,-, m—1 (k, i 类似 ) 
再 作 
DE .g"= 3 (CyCa —C,C, g“ 


el 


= D(C D Cag" — C, D Cag") 
一 一 (C, D, — Cy Di ) —(4. 2. 0) 


这 里 的 Dy 是 (2.4.3.5) 式 规定 的 W 映射 矩阵 ( 取 负 号 ) D 的 元 素 , 由 
(2.4.3.17) 式 ， 


D Rag“ = D Ri . 一 (4.2.1) 
i 各 
规定 用 符号 


R; =— DR t,j=1,2, =, m—1 —(4. 2. 2) 


称 R, 是 Ricci 88 38 36 8 ° 1), 由 (2. 4. 3. 16) 式 ,可 得 直接 用 Christoffel 符号 表示 
的 R, 的 公式 : 


C13 这 里 可 以 指出 ,(4.2.2) 式 右边 取 负 号 ,是 因为 本 书 在 Gauss - Codazzi 方程 中 的 (2. 4. 3. 17) 式 取 了 
负 号 所 至 .但 仔细 分 析 可 知 ,在 (2.4. 3. 16) 式 ,(2.4.3. 34) 式 (包括 (2.4. 3. 35) 式 ) 和 (4. 2. 2) 式 之 
中 ,总 有 一 式 应 取 成 负 号 . 各 文献 中 的 处 理 方式 也 不 尽 统一 . 故 本 书 采用 了 保证 (2. 4. 3. 34) 式 前 不 
取 负 号 的 方式 . 
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R, =- ( (I) $ rira- ipi) — G. 2. 2a) 


—(4. 2. 3) 
Ré sa Rea … Rengo 


即 2[! 门 是 黎 晕 符号 Ra 固定 1、j PRIRA N i, k= l, e, m 一 1 所 得 到 Rj 
元 素 组 成 的 一 个 矩阵 . 由 Rs 的 意义 ,也 可 以 说 [4] 矩阵 是 第 二 基本 二 次 型 矩 
阵 了 的 第 1 行 元 素 、 第 j 列 元 素 所 能 构造 的 二 阶 子 式 全 体 组 成 的 矩阵 . 

其 次 ,再 引进 以 下 矩阵 符号 


Ř = [R] = $ > —(4. 2.4) 


Rii Rean … Rem- non 
(4. 2. 4) 式 中 的 R, 由 (4. 2.2) 式 给 出 .及 是 Ricci 曲率 张 量 全 体 所 构造 的 矩阵 
应 注意 R, 符 号 与 J[!] 符 号 意义 是 不 同 的 .但 二 者 间 有 以 下 关系 ， 
R, = E jlr 一 (4.2.5) 
这 由 (4. 2. DRAC Jé HJ BI 81. 
现在 再 用 三 ' 右 乘 玉 矩阵 并 取 其 迹 , 便 有 
(RI) = Si rye" 


> CDu — CDa) g" 


>r. (一 Scs )= D, (一 Sew )] 


3 [D,D, — D.D.] 


' 


因此 ,可 记 


wt 
R= tR = Š, [D:D; — D,D,1 一 (4.2.6) 


称 (4. 2. 6) 式 决定 的 量 值 R X Ricci 曲率 标量 . 
注意 到 
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Db = pa, a Pe ha 
BM É wy 
故 可 记 
Di 251 Ds —(4.2.7) 
Dy Da ` 
则 Du 也 是 一 个 张 量 , 并 且 是 W 映射 矩阵 的 2 阶 子 式 . 
由 此 ,Ricci 曲率 标量 又 可 表示 成 
R= 25 Sip, —(4. 2. 8) 
tm 
《4.2.8) 式 由 Do 作为 2 阶 行列 式 的 属性 以 及 (4. 2. 6R BB Bj E 81. 
注意 到 
D =—W =[D,] i,j=1,*, n -(2.4.3.5) 
的 2 阶 伴随 矩阵 ( 见 8$ 2. 4.3 节 )， 
D, = 
则 
trD: = > 5 Du —(4. 2.9) 
由 此 可 知 Ricci 曲率 标量 是 
R = 2trD, -(4. 2. 10) 
但 由 2 阶 伴随 矩阵 的 性 质 可 知 ,D, 的 特征 值 是 
A= i<j 1<i,j<m-1 一 (4.2.11) 
Jü À, 2, 均 指 忆 矩阵 的 特征 值 . 从 而 可 知 
R = 2222, 一 (4.2.12) 


因此 ,Ricci 曲率 标量 尺 是 W 映射 矩阵 W 的 特征 值 X, 的 乘积 4A， i<j 的 和 的 
2 倍 [附带 指出 ,(4. 2. 12) 式 与 X 的 下 标 排序 方式 无 关 ]. 显然 ,由 于 W 矩阵 的 特 
征 值 就 是 曲面 的 主 法 曲率 , 故 R 标量 也 可 以 说 是 曲面 主 法 曲率 <, 的 乘积 ci 的 
和 的 2 倍 . 4 m = 3, 则 
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z757“ 


这 里 的 < 是 指 的 曲面 的 Gauss 曲率 . 因此 ,类 似 地 ,R 曲率 标量 也 完全 可 由 
Hessian 矩阵 的 拟 特征 值 表 出 . 
实际 上 ,由 (3. 2. 2. 24) 式 , 即 得 Ricci 曲率 标量 


ai 
R = 2[ N je 一 (4.2.13) 


定义 4.2.1 设 R" 空间 上 的 m 一 1 维 曲面 f, 如 果 了 满足 以 下 条 件 


R=cR.I (4.2. 14) 
称 曲面 f 为 Einstein 空间 . 1 
K REA. 2. 4) 式 规定 的 矩阵 ,R 是 Ricci 曲率 标量 ,了 是 曲面 /的 第 一 基 


本 二 次 型 矩阵 ,c 是 比例 因子 . 在 (4.2.14) 式 中 当 尺 曲率 标量 为 0, 就 有 到 = 
[0], 这 即 成 为 真空 Einstein 方程 ( 见 下 一 节 内 容 ). 这 里 先 考虑 尽兴 0 的 情形 . 
以 下 证 明 满 足 (4. 2. 14) 式 的 曲面 /上 必要 有 


1 
c=- m4 


假设 (4. 2. 14) 式 成 立 , 则 有 


RIT = Rina Inam 一 1 阶 单位 阵 =U. 2. 15) 
w 
RI'=[R,] t k= 1, m—1 
则 
= = 
R, = DRsg* = > (GD, — CsDi)g* 
£t = 
she i ai 
= (Sear)p, ~(- Beer)o.) 
所 以 
i ai 
Ra = DDDs— D.D.) = D Daa — 4. 2.16) 
£ £ 
故 知 由 (4. 2. 15) 式 
s J0 上 
Re (oe a —(4.2.17) 


由 (4. 2.6) 式 ,得 
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šq wai 
Re = DDan = c+ JD Da =R k=l, 2, |, m-l 
= == 
—(4. 2. 18) 
由 (4.2. 18) 式 ,可 以 看 成 以 下 (m — 2) 个 方程 必 成 立 
wa ai 
PS S Daa = 2 Dee 
j = K. m Ta 
i ei 
Rz =R Doz = 21 Das 
和 e > aj — A4. 2. 19) 
b ib ei 


D, Damira = D Damin 


现 对 Day WA FERRE i, j 双 下 标的 字典 序 编 成 单 下 标量 4. 即 Duy = + G, j) 
双 下 标 对 应 到 & 按 下 式 给 出 ， 


G D=, Deks] G = A, 3) k= 2, e G, p= (l,m-1)—k=m—1 
tG, j) = (2, 3) — k = m, 


sG, D = (2, m— 1) >k = 2m—3 


G, D = (Im—2, m—1) — k = za D 


并 注意 到 , 当 i=j 时 D, = 0, Ds = Dj, 故 (4.2.19) 式 又 可 表示 为 


At=0 — (4. 2. 20) 
E EN A S" 
其 中 t= (nsis — ) 
i b'(m— 2) o o' i o" 07] 
ib'(m—3) 0 . o | 
Alm—1) 
b'(m—4) + OT 0 | 
A= An 一 2) : 
Am 一 3) : o 0 
i Am 一 4) :和 rori] 
A2) 0 
且 
Ó £T * 1 | 
1 .=1 . 
An 一 D =] ia Naun 0 
o sl 
Wp 


— nb 
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0 1 
A= | ] 
rai 


b'(m—2) 一 (一 


b2) = (一 1, —1) 


0 JEH b'(m — j) 同 维 的 0 向 量 . 
再 记 B 是 以 上 的 A 矩阵 划 去 A(m 一 1) 子 和 矩阵 后 的 余 和 矩阵, 则 (4. 2. 20) 式 
的 解 可 写成 为 ( 设 m > 4) 


h t. 
l; tn 
| ;|=-4 om 一 DB ; 一 (4.2.21) 
|, lmm- 
Um- 2 
这 里 因 m 2 4, 易 知 AG 一 1) 是 可 逆 的 . 
| A(m 一 1) |= C— D)” *(m— 2) #0 (4. 2. 22) 
m—2 m—3 m—4 1 
0 m—3 m—4 1 
A : 一 1 m—4 1 
-tw 一 1) = s 
A '(m—1) Am] 2 1 
1 
1 0 一 1 Ë s. i a 8) 
(4. 2. 23) 


再 记 
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m—-4 m-4 m-4 
m—4 
clm—2) = 2 
-2 
m—4 
L km- xtm-2 
r = 
| m-4 m-4 m—4 
m—4 
clm—3) = 52 
-2 
m-4 
L km-2xim-D 


m—4 m—4 

c(2) = |m 一 4 一 2 

=p. m 

注意 c(m— j), j = 2, 3, =, (m — 2) 不 是 方 阵 . 
以 及 


di(m—3) = (—2, —2, 
— 


mit 


dr(2) = (—2, — 2) 
则 可 知 在 加 之 4 时 ,可 得 ， I 
idl(m—3) dl(m—4) ++ dT(2) s i 


i ;eaT(2) ; 一 2 
c(m—2) : 
ie(m 一 3) idT(m—4 i i 
A-I (m—1)B = ka me) /om 一 2) 
i idT(2)  —2 
c(m— 4) c(2) i m—4 
m—4 
一 (4.2. 24) 
于 是 可 得 


—(4. 2. 25) 
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Eh e 4 的 意义 知 


—(4. 2. 26) 
Ru = Řa = e = Ra sas = 5 De a22 
再 由 (4. 2. 6) 式 
R 
R= DR = 一 (4. 2. 28) 
= 
即 知 当 Ricci 曲率 R Z 0 时, 必 只 有 
c= (m>4) (4. 2. 28a) 
m-i 


以 上 证 明 中 (4. 2. 20 一 25) 式 推导 过 程 涉及 到 诸 个 矩阵 的 形式 ,不 难 给 出 归 
纳 法 证 明 , 只 是 这 要 涉及 繁琐 的 下 标 运算 ,这 里 不 也 详 述 . 

注意 以 上 证 明 中 的 (4. 2. 24) 式 只 能 用 于 疾 达 4 的 场合 . A m = 4, 给 出 一 个 
示例 . 
0 1 


| o| |AG—1 |= (一 1D) 和 (4 一 2) 一 2 
0 1 一 


1 
tgi 
Aa 5 让 
1 
br(2) ;0 0 1 1—1-—1 0 
a= a-v -小 -1 0 0 i ~: 
AD: 0 0 1 一 1 1 一 1 0 


sy. 20 (Te 
-| o 1 -1 ma-va=g] 0 —2 I 
1 —1 0. 一 2 0 0. 
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因为 


HI(4.2.24)5Ç, fE m = 4 AA 


po Bag 0 0 -z 
Ad DB |o oe | o -2 o 

E -2 0 o 

所 以 ,(4. 2. 24) 式 的 形式 不 能 用 于 m 二 4 的 场合 . 故 以 上 推论 只 能 适用 于 mm 之 4. 


其 次 再 考虑 满足 (4. 2. 14) 式 的 m H Euclid 空间 R” 上 的 曲面 了 的 性 状 . 由 
(4. 2.0~2) 式 ,可 知 有 


= 二 三 Sinc, +( >. JC 一 (4. 2. 29) 
所 以 ,从 (4. 2. 4) 式 中 又 可 得 到 
—R=[R,]=—D+-I+tD:-I —(4. 2. 30) 
因此 ， 
—RIA=-D+II '+uD-I I" 
由 于 D=-—-II`' 一 (2.3.1.23) 
得 —RI '= D —trD+ D —(4.2.31) 
再 由 (4. 2. 15) 式 ,得 
ttD. D—D:=cR. 1 —(4. 2. 32) 
对 (4. 2. 32) 式 两 边 取 行 列 式 
ltrD .To 一 D1.1DI=cR —(4. 2. 33) 
BD 81, 4 R0, BAA | D |Z 0.R = 0 显然 是 一 个 平凡 的 情形 . 以 下 设 R 关 0， 
记 
D = rD- D= eR » Ini — (4. 2. 34) 
MJ REE D° 的 特征 多 项 式 
[À s In = D |= 0 —(4. 2. 35) 


以 及 
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[Xa=(uD:D= IRT. y| = 0 —(4. 2. 36) 


由 (4. 2. 34) 式 ,可 知 (4. 2. 35 一 36) 两 式 应 完全 相等 . A ER À, = 2, 


ee, m1 JERA, A 是 递增 排序 的 . 再 由 宕 矩阵 的 性 质 即 知 ,D: 的 特征 
根 入 = A, 为 是 矩阵 的 特征 根 (二 主 法 曲率 ). 
以 下 先 考虑 (4. 2. 36) 式 中 的 trD > 0 的 情形 . 则 可 以 有 


Lie Ina = De D eR e Iaa) | = rD | 二 .JI 一 D 


trD 
=0 
则 显然 应 有 
A, = AAR | —(4.2.37) 
以 及 由 关系 = À, = 入, 便 知 有 
NB—trDeAt+cR=0 一 (4.2.38) 
所 以 ， 
VurD) —4R . 
A = HY AR i= 1, m—1 (4. 2. 39) 


由 (2.4.3,5) 式 , 即 知 ,在 R” 空间 的 曲面 上 ,其 D 3 RE ñ9 PE ME Wa py 4 39 % 8k. 所 
以 ,如 果 限 制 在 实数 域 讨 论 , 总 应 有 


(rD)? —4R 三 0 (trD Z 0) —(4. 2. 40) 


由 特征 根 与 矩阵 的 关系 又 可 知 , 总 还 要 成 立 


DA= tD —(4. 2. 41) 
由 以 上 诸 关系 ,考虑 (4. 2. 39) 式 中 的 符号 取 法 的 可 能 性 . 
(1) 车 (trD)? 一 4cR = 0, 则 由 (4.2.39) 式 , 即 知 


SD ss CE Ns 
N= i=l 2 oe, m—1 


但 这 又 导致 
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DD%= DAND (m 24, wD 08 


所 以 ,可 知 当 m 宇 4、 trD 取 0 时 ,只 能 有 (trD)? > 4cR > 0 511 
(2) 下 设 (trD)* 一 4cR > 0. 由 (4. 2.39) 式 ,4 的 取 法 只 能 有 以 下 3 种 情形 . 


(2.1)à =à i=1,2,--, m—1 —(4. 2.42) 
_ trD+V(trD)’ — 4R — trD—VGrD): 一 4cR 
is 2 (下 者 x 一 2 ) 


HJ 特征 值 全 都 相等 .但 因 (4.2.12) 式 及 (4.2.41) 式 ,可 知 在 m 宇 4 时 上 式 右 
边 分 子 的 /， 号 前 应 取 负 号 , 即 有 


DA, = AD -VDF aR) — wD 
可 知 应 成 立 
R = arD» —(4. 2. 43) 
m—1 
(4. 2. 43) 式 等 价 于 
(Dp,) -号 号 pw -(4. 2.44) 
i 由 于 当 D 8 E 09 AE E + RHH AE h, D 矩阵 必 是 对 角 和 矩阵 , 且 其 主 对 角 元 
素 是 
trD R ME. 
DA + (aoa) 11 ml 


一 (4.2.45) 
这 样 ,由 D = 一 了 77', 即 知 ,此 时 有 
R in 
I= (oa) 1 
再 由 定理 2.4. 2. 1 即 知 这 时 Einstein 空间 应 是 R” 上 的 超 球面 . 容易 验证 ， 
R” 空间 上 的 超 球 面 的 DD 矩阵 满足 (4. 2. 44) 式 . 


(2.2) ##E1< k<m—-1, 使 


-VD AR 
x= DR j,k 


51] trD = 0 的 情形 见 以 下 的 论述 . 
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à, = trD +y rD)? 一 4cR 


y 7 j=k+l, =, m—1 


2, = Q, HA) + + Q, +2p⁄) 十 heri T o H Ami 


k. p+ (LP) arD AVD — 480 
= trD 


由 此 可 得 应 有 
(m— 3)trD =— (m—1— 2k) VrD) 一 4cR 
MUMUR k < P E k = m ləup = 0 归 人 下 文 关于 trD = 0 的 讨论 ， 
从 而 可 有 trD 一 0 且 


Rs (m—l)(m—2—k)(k—1 


m- PAT tp) S0 —(4. 245a) 


M k — 1 时 上 式 要 导出 R — 0, 并 注意 到 VCEDJz = | trD | ,此 即 表示 D REN 
特征 值 是 


À, = trD à: = à, = --- = Ana = 0 —(4. 2. 46) 
从 而 
rankD = 1 
但 D=-II' HBI TZ, 
rankD = rank If —(4.2.47) 
所 以 ,此 时 必 有 
rankf = 1 


很 容易 构造 出 这 一 情形 下 的 Einstein 空间 曲面 . 由 于 这 种 情形 下 的 
Einstein 空间 曲面 就 是 R” 空间 上 真空 Einstein 方程 的 解 空间 (之 一 ) , 故 具体 论 
述 放 在 下 一 节 给 出 ,这 里 直接 给 出 一 个 示例 . 

例 4.2.1 “fE R"*' 空间 上 (m > 3), 以 下 Monge 形式 的 曲面 函数 


z= f(a) + Dhar, f"> 0 一 (4.2.48) 
= 


就 是 一 个 Einstein 空间 曲面 . 
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利用 (2. 4. 5. 20~24) 式 ,马上 可 得 


p = f'sf' D.=0 k=2,3, =, m 


II|=1+f“”“+ >a 


1 4 ULIS ff. — a ff. TRN 
Š 0 


由 (4. 2. IDA R = 0, H. 2.10 ARI = [Ru] = [0). AR = [0], 即 
(4.2. 14) 式 成 立 . 从 而 这 一 曲面 就 是 R” 上 的 一 个 Einstein 空间 . 

附带 指出 ,这 里 的 f” > 0 条 件 改 为 f” Z 0. (A. 2. 48) 式 给 出 的 曲面 仍然 是 
Einstein 空间 曲面 . 

l> k > 1, 理论 上 可 以 通过 解 (4. 2. DIC. 2. 45a) 式 得 到 对 应 的 
曲面 函数 .但 具体 求解 仍然 是 困难 的 . 

Bm. Cl < k < mm 一 1 的 情形 与 以 上 分 析 类 似 .仍旧 要 成 立 
(4.2.45a) 式 ,只 不 过 现在 应 有 trD > 0. 

实际 上 , 当 改 变 曲 面 定向 , 则 1 < £ < 2 z4 就 转化 成 为 — <k< 
m—1 


最 后 考虑 trD = 0 的 情形 . 则 由 (4. 2. 35—36)sÇ BB 3 D 矩阵 的 特征 根 


N=+VR i=l, sml 一 (4. 2.49) 
再 由 
= 
>, = trD = 0 
Z 


即 知 这 只 能 在 m > 4, H m 为 奇数 ,并 有 
—(4.2. 50) 


时 才能 实现 . 
` m 二 3 时 ,由 (4.2.39) 式 ,Einstein 空间 曲面 的 主 法 曲率 «(x; 等 于 DD 和 矩 
阵 特征 值 取 负 号 一 4;) ,还 可 以 有 


二 trD 一 VCtrp) AR p, _ —twD-+JGrD — AR 
2 < 2 


K 一 
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的 情形 . 取 c = 1/2, 可 验证 以 上 两 式 是 相 容 的 . 由 此 可 见 m = 3 时 的 特殊 性 . 

以 下 导出 在 本 二 əCu)1, , 的 等 温 参数 形式 下 , Einstein 空间 要 求 的 因子 
v(w) 的 充 要 条 件 . 所 用 的 方法 类 似 于 8$ 4. 1. 1 节 . 所 以 不 再 写 出 详细 的 过 程 而 直 
接 给 出 一 些 结果 . 

为 方便 起 见 , 考虑 m 维 曲面 满足 (4. 2. 14) 式 要 求 的 条 件 . 注意 ,这 时 
(4.2.14) 式 应 为 


即 其 中 的 参数 c = m. 
由 (4. 2.4) 式 ,uCu) 因 子 应 满足 


R : 
R, =m j= 1.2... m 


再 由 (4.2.6) 式 


R= Ð Riev’ 
£t 
所 以 ,应 有 
LS 
R, 一 NR (4.2.51) 


(4. 2.51) 式 就 是 Einstein 空间 曲面 的 等 温 参 数 v(u) 的 必要 条 件 . 
由 (4.2. 2a) 式 


-R = DB)+ D D rarr) 
i ðu, i=l asi 


由 (4. 1.1.4) 式 , 易 得 


E Tirar) 一 j 


0 isj 
所 以 
习习 or 一 ro -S - (22) 
另 有 
ara ara FGE) (BEGE) i; 
SE PRS 0 
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所 以 
SE- (E -mog + 
即 得 
-R = (PHS (RY -2È + oo Pn) 


—(4. 2. 52) 


`p — m(m—4)—3(m—2) /ov v? ES Ea E a 
-ZR = s D (a) z t Qm — 2) 2 54 ` 5 


—(4.2.53) 


将 (4.2.52 一 53) 式 代 人 (4. 2.51) 式 ,经 整理 并 化 简 , 可 得 


a[n- E p e- 22 (22)] Jei iisi 


— (4. 2.54) 
(4. 2. 54) 式 所 表示 的 方程 组 ,就 是 等 温 参数 形式 的 Einstein 空间 曲面 的 必 
要 条 件 . 
将 ( 4.2.54) 式 表 成 以 下 形式 ， 
25 —3[38] = ran Jsu yapami -(4. 2. 55) 
D3 Zw- DE) = mf(u) — (4. 2.56) 


其 中 从 (4. 2.55) 式 有 解 的 角度 讲 , f Cu) 是 使 (4. 2. 55) 式 可 积 的 任意 的 连续 函 
数 ,uER". 
U. 2. 56) 式 是 (4. 2. 55) 式 的 加 总 ,这 二 式 也 只 是 必要 条 件 ( 见 下 文 的 说 明 ). 
比较 (4.2.55) 式 与 (4.1.1.10) 式 ,可 知 车 vu) 满足 (4.2.55) 式 且 f(w) 满 足 


> (2y + Ago +2f(u) = 0 一 (4.2.57) 


则 v(w) 因 子 决定 的 Einstein 空间 曲面 同时 也 就 是 截面 曲率 为 常数 的 常 曲率 空 
lB]. (4. 2. 55 一 57) 式 可 以 构成 常 曲率 的 Einstein 空间 曲面 的 充 要 条 件 . 
例如 , 取 v = vU) 1= 十 ww 十 … 十 us， 并 简单 地 取 Fa) = 0 则 从 
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(4.2.55) 式 中 得 到 


2w” = 3v”? 
有 
292. do 
v 
得 


可 得 
e= l S. ¿= SA. 一 (4.2.58) 
(er) 
其 中 a 也 为 积分 常数 . 


当 取 a = 0, b = 2, 即 得 v = r. 可 知 v 同 时 即 是 满足 (4. 2. 57) 式 


(到 一 一 去 ) 的 等 温 因 子 . 


m 


由 (4.2.58) 式 ,一 般 地 有 
将 其 代入 (4.2.57) 式 ,应 可 有 
即 


所 以 ,这 个 曲面 具有 负 曲 率 一 E, 且 易 验证 这 个 曲面 也 是 常 曲率 曲面 . 


附带 地 ,可 知 m 维 (等 温 参 数 形式 的 ) 常 曲率 曲面 空间 一 定 是 Einstein 空 
间 . 因为 在 常 曲率 曲面 上 的 


R; =— D Rag? 其 余 Rs 一 0 :2Zj 
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因为 
一 cu ij 
Ro = | 
L 0 1 
Hg = və, k 
R, = (m — Dev(u) — (4. 2.59) 


所 以 (4.2. 51) 式 总 是 成 立 的 . 

现在 说 明 为 什么 (4. 2. 54 一 56) 式 都 只 是 必要 条 件 . 这 是 因为 在 推导 
(4.2.54) 式 时 隐 含 地 已 设 定 了 Ricci 曲率 张 量 R, = 0 iA jR. 因而 ， 
满足 (4. 2. 54 一 56) 式 的 等 温 参 数 因子 v(u) 不 一 定 满足 这 一 隐 含 条 件 . 


例如 取 f(w) = 一 1, v(0) =0 v(0)= F 从 (4.2.55) 式 中 可 知 ,其 解 为 


uC) = L, ¿=u ju, (0 


V3 
但 这 个 vO 函数 代 入 (4.2.57) 式 , 即 得 到 应 有 


全 十 4 gir -2=0 


故 « 不 可 能 取 成 常数 . 所 以 ,由 这 一 等 温 参 数 因子 决定 的 曲 向 不 可 能 成 为 
Einstein 空间 . 
事实 上 ,在 这 一 曲面 空间 上 ,由 基本 Ru 符号 ( 见 下 文 说 明 ) 组 成 的 矩阵 不 是 
对 角 和 矩阵 , 故 Ricci 张 量 矩 阵 加 也 不 可 能 是 对 角 和 矩阵 ,所 以 ,(4. 2. 14) 式 不 成 立 ， 
不 妨 以 Ron 符号 作 一 个 验证 . 易 知 对 这 一 等 温 参数 v(7) 有 


r r 


Di = Pi = T= 7 


(kEi) IERTI = 0 
Rins = Rin ev 


_ ari _ ər 


Ria = Gu oe + D Tarh PATR) 
a 1 =] 
arji 2 
= TL A PRPRErA Dh DRIA 
u: 
3. 
-3 


BPA Rias -Ër #0 


即 不 满足 以 上 所 说 的 隐 含 条 件 . 但 这 个 等 温 参数 因子 决定 的 抽象 曲面 具有 
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Ricci 曲率 张 量 R, 全 部 相等 的 特别 属性 . 


$ 4.3 真空 Einstein 方程 的 解 一 一 几何 构造 


$4.3.1 真空 Einstein 方程 几何 解 的 类 型 及 R" 空间 上 的 秩 1 解 .C” 


空间 上 的 宕 零 解 
真空 Einstein 方程 即 Ricci 曲率 张 量 
Ri 一 0 t,j=1,2, =, m—1 一 (3.1 
或 等 价 地 写成 矩阵 形式 
R = [R,] = [oJ 一 (4.3.1.2) 


(4.3. 1. 2) 式 的 解 ,如 果 能 构造 出 R” 空间 上 的 一 个 曲面 /, 且 这 个 曲面 的 
第 二 基本 二 次 型 矩阵 


I#[0] 


并 使 (4. 3. 1. 2) 式 成 立 ,这 一 曲面 f BEEKE EET BB CA. 3. 1. 2) 式 的 
-个 非 平 凡 解 . 
因此 , 若 (4. 3. 1. 2) 式 的 解 ,能 够 对 应 到 R” 空间 (或 复 Euclid 空间 C") 上 的 
-个 “曲面 /就 称 这 一 解 是 几何 解 511 ,否则 ,就 称 为 解析 解 . 
这 里 主要 分 析 几 何 解 ,对 于 解析 解 , 只 给 予 一 个 示例 性 的 说 明 . 
在 几何 解 的 情形 ,直接 利用 (4. 2. 31) 式 ,马上 就 有 


R = [oJep: = trD + D — (4. 3. 1.3) 


(4. 3. 1. 3) 式 是 (4. 3. 1. 1) 式 的 几何 解 的 基本 方程 . 先 考虑 trD > 0 的 情形 . 由 
(4. 3. 1. 3) 式 可 知 ,真空 Einstein 方程 几何 解 的 矩阵 D(D 等 价 于 Weingraten B 
射 和 矩阵) 必 具 有 以 下 性 质 : 

性 质 1: D = [0] 是 (4. 3. 1. 3) 式 的 解 . 

这 时 无 疑 是 平凡 解 . 故 以 下 总 设 D 关 [0j. 

性 质 2: | D|=0, 即 rankD<<m 一 1 (m>3) 

用 反 证 法 可 以 证 明 这 一 点 . 设 1D| 关 0. 故 D-' 存 在 ,用 D-: 右 乘 (4. 3. 1. 3) 
式 左 、 右 两 边 , 得 
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tD» Ina = D —(4.3.1.4) 

从 而 应 有 

Jp. -= Po, i=l, =, m—1 

LD; s ij 
但 出 此 可 得 ,应 成 立 

pq 1 Dn 
1 0 1 1 Du 9 
L Y Po; GVD 


容易 验证 以 上 齐 次 方程 组 的 系数 矩阵 行列 式 


= (— 1)? (m— 2) 


故 当 m 宇 3 时 ,以 上 方程 上 有 唯一 解 D; =0 i=l, =, m—1. 但 这 即 与 
| D | 去 0 矛盾 . 
这 里 附带 证 明了 从 


trD. Inn = D=D = [0] 
所 以 ,从 (4. 2. 30) 式 中 


—R = rD + In — D) +E = [0] 


直接 利用 trD + Inai = D 的 关系 只 能 得 到 平凡 解 . 故 不 用 考虑 这 一 关系 . 
由 于 也 和 矩阵 行列 式 为 0, 即 知 作为 (4. 3. 1. 1) 式 的 几何 解 的 曲面 的 Gauss 曲 
率 必 为 0. 
性 质 3: 设 DE COD, trD > 0, Hl 
rankD = 1 
注意 D ERRORE HERE, M| CA. 3. 1. 1) 式 几何 解 的 曲面 的 D 矩阵 的 秩 只 
能 为 1( 当 trD 天 0). 
证 明 : 由 
trD + D = D: 
构造 以 下 特征 行列 式 
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LÀ e Ti —trD+.D |= 0 一 (4.3.1.5) 

LÀ e Ini — D |= 0 一 (4.3.1.6) 
显然 这 两 个 多 项 式 应 完全 相同 . 由 (4. 3. 1. 6) 式 知 
=X i=1,=, m—1 


这 里 和 R: D 矩阵 的 特征 值 . 且 由 假设 trD Z 0, 从 (4. 3. 1. 5) 式 又 可 得 到 


《他 一 Inm —D|= 0 


à, 
trD 


g = 


"I 
š 
I 


a. 
tD “ 
所 以 ,必要 有 A? = trD + ài, BD 
NtrD 一 1N) =0 i=l, =, m— l 一 (4.3.1.7) 
当 和 =0 时 ,(4.3.1.7) 式 显然 成 立 , 当 对 某 个 下 标 &, i= k 3 A, Z 0, WJ 
(4.3.1. 7) 式 表示 ,这 必 又 有 
À, = trD 
因此 ,这 样 的 下 标 k 最 多 只 能 有 1 个, 否则， 


me 
DA = trD 
= 


将 不 能 成 立 . 故 D 的 特征 值 只 能 是 X, = trD, à = 0 ik, i=l, |, m—1. 
且 现 已 设 trD > 0, # 不 能 全 部 为 0, 即 知 以 上 结论 . 
由 于 


rankD = rank Į —G4.2.47) 
所 以 即 知 ,(4. 3. 1. 1) 式 的 几何 解 在 trD 关 0 时 有 


rank] = 1 一 (4. 3.1.8) 


的 曲面 . 称 这 一 类 型 的 曲面 解 是 秩 1 解 . 

上 一 节 已 说 明了 满足 (4. 3. 1. 8) 式 的 曲面 同时 也 就 是 一 个 Einstein 空间 . 例 
4.2.1 已 给 出 一 个 示例 . 

fE m = 3 的 场合 ,可 以 利用 Monge 形式 的 曲面 函数 ,利用 (4. 3. 1. 8) 式 给 出 
的 微分 方程 的 解 ,并 得 到 其 他 类 型 的 解 . 
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设 
z = F(z, y) 
是 曲面 函数 . FO E Bn fk, H F'. F A 0 的 函数 . 记 


t= u(z)u(y) 


z= F() 
由 
IF FF 
1 Az? 9r9y _ /aF aFV 
I= rm ar ar) Y= (3) 
azay 3y 
所 以 
= le TEZE (2EY 
ranki = lo 3 ay (a) (4.3.1.9) 


由 此 可 得 到 (4. 3. 1. 9) 式 成 立 的 一 个 充分 条 件 是 


mute utup (EE) wo P 2(3) (2) S 


axzz\ay 3y \az 3z) \ay 

7 -(4. 3. 1. 10) 
Zu Žv = (¥) (¥) 
arigy \azr) Vy 


将 (4. 3.1.10) 式 第 二 式 代 入 第 一 式 并 整理 ,又 可 得 到 (4. 3. 1. 10) 式 成 立 的 一 个 
充分 条 件 是 


Sura (z : 
“am T \ar 
一 (4.3.1.11) 
v (zy 
vay T \ay 


由 于 w(z)、v(y) 都 是 单 变量 函数 , 故 将 (4. 3. 1. 11) 式 视 作 常 微分 方程 求解 ,最 
终 便 得 到 


z= flar+ay) Gp f', f” 0) 


这 样 的 拟 线性 方程 . 
以 上 解 推广 到 m 维 空间 , 即 


z= f(D az)= fax) (a= 0 —(4. 3. 1. 12) 
— 


是 R” 空间 上 真空 Einstein 方程 的 秩 1 解 的 一 个 类 型 . 这 一 类 型 的 曲面 的 第 一 ， 
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二 基本 二 次 型 矩阵 是 
I=1.+f”a" F= Fs —(4. 3. 1. 13) 
显然 rankJ = rank(aa7) = 1 
如 果 将 (4. 3. 1. 12) 式 看 成 是 ( 设 a, Z 0) 
xu 一 trw- Siaz ¿= e 一 (4.3.1.14) 


那么 , 它 就 是 例 4. 2. 1 中 所 给 出 的 曲面 类 型 . 
可 以 对 (4. 3. 1. 13) 给 出 的 7 矩阵 的 元 素 gy 直接 由 Christoffel 符号 .Riemann 
符号 的 演算 ( 即 不 经 由 了 、D 和 矩阵) 的 方法 来 验证 Ricci 曲率 张 量 R, = 0. 
由 g SFr; 的 对 应 性 以 及 (2. 4. 3.10) 式 , 知 
T’”=a.2f'f"aa, 
再 由 (2. 4. 5. 21) 式 
171= + faa 
由 (2. 4.5.22) 式 (4. 3.1.13) 式 可 知 


ao lieia- f'taat 
1 ÎTI 
由 (2.4. 3. 11) 式 Christoffel 符号 向 量 
jpa istf 
| 
所 以 


to £F 
TeS ea l pl 
由 (2.4.3. 16) 式 ,将 wu， u, 变 元 对 应 为 x,、x,, 再 由 上 式 ， 


n my ppr 
Li o wa a U LAF 


2( f 'f")tala 
ar II 


EF 


—aaaja, 


并 易 知 T 一 25 


Ix: az 


再 由 
TS— Diri = CGaaajaaa,—aaaaaaj)f'f”/ |1|= 0 


由 (2.4. 3. 16) 式 即 知 R5 = 0 Vi, t, j, k=>R; =0 Vi j. 
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很 显然 ,在 (4. 3. 1. 12) 式 给 出 的 曲面 上 , 当 arx = c 时 ,就 给 出 了 一 个 常 曲率 的 
截面 曲面 .在 f 映射 是 1 - 1 单 射 时 ,这 个 截面 曲面 就 是 > = fCc) 的 交 曲面 . 
由 于 rank] = 1, 故 曲面 有 一 个 主 法 曲率 不 恒 为 0. 所 以 ,(4. 3. 1. 12) 式 给 出 
的 曲面 不 是 超 平面 .但 由 Riemann 符号 Ru* 是 下 矩阵 的 一 个 二 阶 子 式 的 意义 知 ， 
(4.3. 1. 12) 式 给 出 的 曲面 上 ,总 有 
Ri =0 i, j, k=1,--,m—1 一 (4.3.1.15) 


(4. 3.1.15) 式 是 D -Pk 1 解 的 基本 性 质 . 由 (4. 2.1~2) 式 即 知 ,在 DD - 秩 1 
解 的 曲面 上 ,总 成 立 


Riy =0 it,j,k=1,.…,m—l 一 (4.3.1.16) 


由 (2.4. 3. 22) 式 (4. 3. 1. 15) 式 即 知 此 结果 .但 例 4. 2. 1 已 说 明 具 有 这 一 性 质 的 
曲面 并 不 是 平面 . 
但 这 一 曲面 上 总 成 立 
Ry=0 t j=l,2, =, m-i 


所 以 ,(4. 3. 1. 12) 式 给 出 的 曲面 确 是 真空 Einstein 方程 的 解 的 类 型 之 一 . 

以 上 的 讨论 是 在 trD > 0 的 前 提 下 给 出 的 ,以 下 再 考虑 trD — 0 时 情形 . 仍 
由 (4. 3. 1. 3) 式 , 在 不 考虑 D = [0]e = [0] 的 平凡 解 时 ,那么 ,对 应 于 这 一 条 
件 (trD = 0) 的 非 平凡 解 ,就 是 


D’ =[0] (trD=0) (4.3.1.17) 


即 曲 面 的 Weingarten BË $$ H: 2 2 39 E Jy W S 59 BE. 称 由 (4. 3. 1. 17) 式 给 出 的 真 
% Einstein J F 03 f 58 P 8. 

一 般 地 ,A 是 方 阵 ,使 A* = [0] 的 最 小 正 整数 人 称 为 矩阵 A 的 寡 零 指数 ,并 
称 A 是 k KAR Mi BE. 以 下 几 个 引 理 给 出 了 寡 零 矩阵 的 一 些 性 质 . 

引 理 4.3.1.1 FEAR KEPER EM A 的 所 有 特征 值 为 0. G 

因此 如 果 一 曲面 了 的 W 映 射 矩阵 是 寡 零 矩阵 , 则 f 必 是 极 小 曲面 . 常 曲率 
曲面 . 


引 理 4.3.1.2 非 零 的 寡 零 矩阵 不 能 用 相似 变换 化 为 对 角 和 矩阵 . "C 
引 理 4.3.1.3 _E(F)= fE EE J E 3 55 B£ , 4 B. (Z 4 Br 43 EARTE 
T 0,Jf B = f S BE if RE P 358 5 S E Pl SE E 5 Br 8. C 


称 分 块 方 阵 A = [A, ] 为 分 块 三 角 和 矩阵 ,如 果 A 的 所 有 主 对 角 线 小 块 A, 是 
方 阵 ,而 位 于 主 对 角 某 一 侧 的 所 有 小 块 均 为 [0]. 

引 理 4. 3.1.4 分 块 三 角 矩 阵 是 寡 零 矩阵 , 当 且 仅 当 它 的 所 有 主 对 角 线 小 
块 都 是 寡 零 矩阵 . = 

由 引 理 4. 3. 1. 4 FER, SRAI ffi 8: B kb REF SE B£: , ANAE 31 X18088 
7 8 TEREE BE. iH x 4° FE Pt ET AAA REE PE FS 5 tH B t BJ EPE BE. 
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引 理 4.3.1.5 A 是 n 阶 平方 晨 零 吞 阵 , A = [0], 则 rankA < +! N 


引 理 4. 3. 1. 5 的 结论 可 由 著名 的 Sylvester 不 等 式 直接 得 到 . 记 A、B 是 n 
阶 方 阵 ,rA 、rs 是 它们 的 秩 . Sylvester RER 


ma 十 re 一 于 委 raa <S min(ra, ra) 一 (4.3.1.18) 


NG B = A, AB = A: = [0]=ra = 0. 由 (4.3.1.18) 式 的 左 端 不 等 式 即 得 
2ra <n, 此 即 以 上 结论 . 

此 外 ,还 可 以 得 到 若 A 是 平方 寡 零 方 阵 , 则 用 一 1 分 别 乘 以 A 的 第 i 行 和 第 
i 列 元 素 后 ,A 矩阵 仍 是 平方 香 零 矩阵 . 

要 将 以 上 关于 守 零 矩阵 的 性 质 的 分 析 应 用 于 曲面 了 的 D 和 矩阵 并 以 此 构造 
出 真空 Einstein 方程 的 解 , 还 必须 先 要 拓展 曲面 f 的 类 型 以 及 第 一 基本 二 次 型 
矩阵 的 类 型 , 这 是 因为 如 果 把 具有 寡 零 性 质 的 矩阵 D 看 成 是 某 个 曲面 决定 的 
Weingarten 映射 矩阵 ( 取 负 号 ) ,那么 ,就 必 先 要 将 曲面 了 拓展 到 复 Euclid C" 空 
闻 上 去 ,并 放松 曲面 函数 的 一 些 限 制 条 件 . 这 一 点 ,可 由 trD = 0 时 , 从 (4.2. 30) 
式 推 知 . 

H (4. 2. 30324 R = [Rs] = [0] 且 trD = 0, 则 又 要 有 

=D. = [0oJeI I"I = [0] 一 (4. 3. 1. 19) 


H TL E EMAER, A. 3. 1. 19) 式 成 立 的 必要 条 件 是 | 下 |= 0. 
WA = [eis ce，…， Cni] c, 是 [的 第 ;i 列 向 量 , 则 由 (4. 3. 1. 19) 式 ,又 应 有 


RI = [cr Ic] = [0Jecg I" e =0 i,j=1,**, m—1 
—(4. 3. 1. 20) 
由 此 可 知 ,IT “' 和 矩阵 必定 要 有 正 、 负 数 特征 值 ,所 以 I 矩阵 不 能 局 限于 正定 
矩阵 . 
为 此 , 仍 先 考虑 由 ru) uEDCR r(u)€ R" 形式 给 出 的 一 个 正则 参 
数 曲面 函数 , 称 


gz = du E du E € R™ 一 (4.3.1.21) 


3u 


是 广义 的 第 一 基本 微分 形式 (或 称 其 为 度 规 ). h E E d fi E E, HER A 
线 元 素 可 为 士 1. 
规定 


(1) 引 理 4.3.1.1 一 5 引 自 ( 线 性 代数 习题 集 ), 见 前 注 ,第 947、956、1123、1124.940 题 及 相关 证 明 提示 . 
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= rpar —(4: 
I= Ju E Ju = Lss] CAS. 1.227 


则 形式 上 仍 有 
g = du! | du (4.3.1.23) 


显然 , 若 在 (4. 3.1.22 一 23) 式 中 取 忆 的 主 对 角 元 素 均 为 1, E = 1,, Mj 
(4. 3. 1. 21) 式 就 是 经 典 的 第 一 基本 微分 形式 ,了 矩 阵 就 是 经 典 的 第 一 基本 二 次 
型 矩阵 . 
BIM KR E = InI ERRER, IR E = In, 则 7 抢 阵 是 负 定 的 , 当 
取 E 的 主 对 角 线 元 素 中 部 分 为 一 1, 其 余 为 1, 则 了 矩阵 就 可 以 成 为 不 定 矩 阵 , 
但 由 于 随 已 和 矩阵 的 取 法 ,有 可 能 造成 (4. 3. 1. 22) 式 规定 的 了 矩阵 成 为 不 可 
逆 和 矩阵 . 因此 , 先 要 对 这 一 问题 给 予 一 个 说 明 . 
一 般 地 , 设 AE Re , rankA = n—1, 即 A Jë $W 8k Si E£ , E 是 n MERE 
其 意义 同上 , 则 由 矩阵 乘积 的 秩 的 公式 ( 见 本 书 (3. 3. 2. 31) 式 ) 
rankATEA = rankEA — dim(R(EA) 门 NC4T)) 一 (4.3.1.24) 
易 知 rankEA = n—1 而 ATEA € ROO), HORIE | AVEA | #0, 充 要 条 
件 是 
REA) N NCA) = Ø - (4. 3. 1. 25) 
由 于 A 是 列 满 秩 矩 阵 , 记 A = [a s az, =", a,1], 且 记 
N = a, Xa, X Xa, 
是 A 的 列 空间 唯一 的 法 向 量 . 则 
N(A™) = (yly=aN a#0 a€R} 
并 记 EA 的 值 域 是 
R(EA) = {x | x= EAb b#0 b€ R") 
所 以 ,(4. 3. 1. 25) 式 成 立 , 即 以 下 方程 


y = EAbeEAx = N 一 (4.3.1.26) 
显然 ,(4. 3. 1. 26) 式 无 解 等 价 于 
rank[EA : N] > rankEA = n— 1 


故 可 知 ATEA 36 #818E E P| ⁄ n) E ERAF HOB EA : NJ] 可 道 . 
由 多 重 矢量 积 方法 中 的 (2. 4. 1. 3 一 6) 式 的 关系 ,以 及 EA 乘积 的 结果 是 使 
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A 矩阵 的 一 些 行 向 量 乘 以 一 1 因子 的 事实 , 易 知 ,行列 式 
| EA :NI= ( 士 )Ni 十 ( 士 )NE 十 … 十 (十 Ni —(4.3.1.27) 


其 中 N, EN 的 分 量 . 

(4. 3. 1. 27) 式 中 右边 N; 前 的 ( 士 ) 表 示 了 一 个 与 已 的 取 法 有 关 的 符号 函 
数 .当下 = 了 ,, 则 所 有 的 ( 土 ) 均 取 为 十 ,E = 一 1,, 所 有 ( 士 ) 都 取 为 一 , 当 巨 中 有 
部 分 主 对 角 元 素 为 一 1 其 余 为 1, 则 (4. 3. 1. 27) 式 右边 就 出 现 有 些 N; 因子 前 将 
取 为 一 号 其 余 则 取 为 十 号 的 结果 . 

由 于 数论 中 的 “平方 和 定理 ”51 ,可知 任 一 整数 m 的 平方 m? 都 可 以 表示 
为 不 多 于 4 个 整数 平方 数 的 和 ， 


m° = mi +m + mà + må 


所 以 ,在 (4. 3. 1. 27) 式 的 右边 ,如 果 N. 都 是 整数 ,并 且 N? i 二 1，…,n 中 刚好 
HEPR i,j = 1，2,，3，4, 以 及 k 下 标 ,使 

Ni = Ni + Nš + Nš + Ni 
则 可 能 存在 EE 的 一 个 取 法 ,使 N; 8 f. WO R — "32 Ni 因子 前 取 “ 十 ”号 (或 相 
反 ), 从 而 将 这 一 组 因子 消去 . 如 果 所 有 的 N: 之 间 刚 好 满足 上 述 的 平方 和 关系 ， 


那么 ,可 能 存在 EE 的 一 个 取 法 将 它们 全 部 消去 . 这 样 ,行列 式 | EA : N | = 0 从 而 
AEA RRKT M. 


例 4.3.1.1 设 
=g sj 10 0 
-| I : ==) l | 
Sa ei 0 0 一 
显然 A 是 列 满 秩 的 ,但 
9 6 w 2 
aea = |, A A EA 


e FE 


[1] 参见 (数学 词典 ). 谷 超 豪 主编 ,上 海 辞书 出 版 社 ,1992 年 .第 95 页 ,平方 和 问题 . 
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m3 一 1 
EA 一 1 2 
L 1 —1J 
将 以 下 行列 式 按 第 3 列 元 素 作 展开 后 ,有 
-3 —1 3 
IEA:N|= í 2 4| 一 一 3: 一 4: 十 5: 一 0 
1 —1 一 5 
这 即 是 以 上 分 析 过 的 情形 . 


因此 ,以 下 的 论述 中 凡 涉 及 (4. 3. 1. 22) 式 给 出 的 [矩阵 时 , 均 隐 含 地 假设 存 
fE u 的 一 个 区 域 D, ,使 


u€D CD 7I>0( 或 171 一 0) 一 (4. 3. 1. 28) 


BD D. 是 由 行列 式 | I | 和 0 为 条 件 给 出 的 rCu) 的 一 个 定义 子 域 . 

称 (4. 3. 1. 21) 式 给 出 的 度 规 g 是 真空 Einstein 方程 的 一 个 几何 解 ,如 果 g 
度 规 的 二 次 型 矩阵 [由 (4. 3. 1. 22) 式 给 出 ) 的 元 素 gu 所 构造 的 Ricci 曲率 张 量 
R; = 0,14. j=1, |=, m—1. 

这 样 , 给 出 R, = 0 方程 的 解 就 转化 为 寻求 一 个 曲面 函数 ru) ,使 r(w) 的 g 
度 规 在 给 出 下 矩阵 的 一 个 取 法 时 ,就 正好 是 R, — 0 方程 的 解 . 当然 ,由 前 面 的 分 
析 实 际 已 给 出 了 trD 天 0 时 Ru, = 0 方程 的 曲面 解 的 形式 ,因此 ,这 里 所 给 出 的 方 
法 , 即 是 为 求 得 trD = 0 时 的 等 零 解 . 

为 此 先 分 析 数 值 方 阵 A 为 平方 守 零 矩阵 时 所 具有 的 一 些 性 质 . 由 前 面 的 分 
析 可 知 ,高 阶 的 平方 宕 零 矩阵 可 由 2 阶 (或 3 阶 ) 的 平方 窦 零 矩阵 构造 出 来 , 故 先 
给 出 2 阶 平 方 守 零 矩阵 的 数值 特征 . 

记 A 是 2X2 B MORE DE, 


a b] 
Ai 
L. 41 
由 
at +bc = 0 
AR fetat =o 
E ab +bd= 0 
be +d = 0 


O) a = 0=d = 0 (*° trA = 0), $k bc = 0, GXI A H gË t: = MEERE, 


0 b ro o 
a= [ ] o A= ] 
0 0 Le o 
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(2) a # 0>a 二 一 d, 故 应 有 & = 一 a*. 由 此 即 知 在 实数 域 上 A 不 能 是 对 称 
和 矩阵. 在 实数 域 上 ,简单 地 取 M 是 任 一 非 0 实数 , 令 


b=i& c=iMa 


如 取 M = 1, 则 A 是 复数 域 上 的 对 称 和 矩阵. 
对 于 A 是 3 阶 方 阵 的 情形 ,也 可 以 归纳 出 几 种 A? = 0 的 矩阵 的 类 型 .但 对 
于 以 下 的 应 用 而 言 , 只 举 出 rankA = 1 的 类 型 之 一 . 


2 Vi AZ -2 iv2 iV2 
A=|-yi —1 —1 A=|;/2 1 1 i= /=1 
-JZ —1 —1 iz 1 1 
容易 理解 ,这 一 类 型 的 矩阵 可 以 推广 到 A€ R""( 或 C"*) 的 一 般 情形 ,如 
1 一 1 vni … 
A= | 一 一 1 一 (4.3.1.29) 
— n =l 一 1 
AEC"" 的 情形 类 推 . 
利用 以 上 的 2、3 Bt E J 838 8 BE ,就 可 以 构造 更 高 阶 的 平方 寡 零 矩阵 ,如 
J i 0 0 
Ea 0 o | ¿= o 
A=] o 1 | i=% (4. 3. 1. 30) 


w 0 i =l 


是 4 阶 的 平方 寡 零 矩阵 ,上 且 rankA = 2. 
现在 再 拓展 参数 曲面 函数 的 形式 . 在 Monge 形式 
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z= fG x € D. C R" 
给 出 的 曲面 上 ,已 知 作 以 下 变换 
x x=u u€ D, 
pF 中 s a fo 
则 


ae 
au LVFTCr) 


则 由 (4. 3. 1. 22) 式 ,对 已 矩阵 (是 关 十 1 阶 和 矩阵 ) 作 复数 域 上 的 分 解 ,并 在 巨 的 主 
对 角 线 元 素 中 ,不 写 出 1( 用 。 代替) 而 只 写 出 一 1, 则 对 于 巨 的 一 个 取 法 ( 指 已 尖 
+L, 可 以 有 


= EE; 


分 解 . 其 中 E, 也 是 对 角 怎 阵 , 其 主 对 角 线 上 的 元 素 要 么 是 1 要 么 是 一 i, 且 至 少 
有 一 个 主 对 角 线 元 素 是 一 i. 

在 这 样 的 符号 规定 下 ,(4. 3. 1. 22) 式 的 [矩阵 可 由 复 向 量 乘积 ( 见 下 文 说 明 ) 
构造 ， 


1- (NE)* (E 3) (2) (8), (4. 3.1.31) 
其 中 
(z) = Eo 一 (4.3.1.32) 


现在 , 当 E, 矩阵 主 对 角 线 上 的 一 ; 项 都 是 前 m 个 主 对 角 线 元 素 中 的 项 , 即 
E, 矩阵 的 第 (m + 1) (m+ 1) 元 素 恒 为 1 时 , (4. 3. 1. 32) 式 在 Monge 形式 函数 的 
参数 化 表示 上 ,就 相当 于 作 了 以 下 变换 
° S. Eu 
r(u) = u € D, C R” 一 (4. 3. 1. 33) 
z= f(u) 
JEP Ë, 矩阵 是 (4. 3. 1. 32) 式 中 的 E, RERIN m Xm MUY E FARE. 
现在 x 中 的 某 些 分 量 成 为 纯 虚数 函数 x = 一 这 ，wER, 所 以 r(u) 现 在 是 
-个 复 Euclid 空间 上 的 函数 .但 其 变 元 u 是 实 向 量 ,f(w) 仍 是 实 函 数 . 以 下 将 说 
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明 , 这 样 的 r( 有 曲面 函数 虽然 在 形式 上 并 不 一 定 是 解析 函数 ,但 它 可 以 由 一 个 
解析 函数 中 构造 出 来 . 

很 显然 ,由 (4. 3. 1. 33) 式 决定 的 r(wu) 所 构造 的 J 矩阵 (由 (4. 3.1.31) 式 ) 决 
定 的 度 规 g 一 定 是 一 个 R” 空间 上 的 度 规 . 

这 里 特别 需要 注意 的 是 在 (4. 3. 1. 31) 式 中 规定 的 矩阵 (向 量 ) 乘 积 * x "所 表 
示 的 是 复 Euclid 空间 ( 西 空间 ) 上 的 复 向 量 乘积 (而 不 是 内 积 ). 

C" 上 的 标准 内 积 是 指 a、bE C" 

a.b=b'a 一 (1.2.36) 

其 中 a 是 指 a Wki a" ERJEN E a" 是 指 单纯 转 置 (不 取 共 移 )， 

由 于 这 里 面 对 的 问题 ,在 (4. 3. 1. 31) 式 中 若 只 能 取 标 准 内 积 运算 , 则 巨 + 


Ë, 三 1,,， 故 (4. 3. 1. 31) 式 就 构造 不 出 可 逆 不 定 的 1 矩阵 而 只 能 构造 出 正定 的 7 矩 
阵 .所 以 ,这 里 (及 以 下 ) 给 出 的 复 向 量 的 乘积 运算 ( 凡 未 指明 的 ) 均 是 非 内 积 的 乘 
积 .“ 复 向 量 乘积 ”的 意思 是 指 a, b€ C” 


axb= b'a= Dba, 一 (1.2.37) 


即 只 取 转 置 而 不 取 共 箔 的 数量 乘积 . 
设 a 一 0 十 和 b= b, +ib: qa,:、b,: € R", 则 标准 内 积 。” 和 复 向 量 
乘积 “x ”的 结果 如 下 : 
a+ b = b'a = (br — ibl)(a, + ias) = (bla, + bla,) +i(bla, — bla) 
一 (4.3.1.34) 
axb = b'a = (b! + ib1)(a, + ia.) = (bla, — b]a:) + i(bla, + bla) 
—(4. 3. 1. 35) 
HETK a. btja *b 3⁄6 BUE X. £C" 上 的 区 别 . 由 于 以 上 两 式 中 最 右 端 (。) 内 
的 bla, 项 又 等 于 afb,, 故 本 书 以 下 在 使 用 这 两 种 运算 时 ,不 加 区 别 , 在 以 上 两 式 
最 右 端 的 (，) 中 ,使 用 bla, 或 afb, 的 表示 方式 . 
标准 内 积 具 有 以 下 性 质 511 ,对 a， b€ C” 
(1) b 固定 时 ,a*b 是 a 的 线性 函数 , 当 a 固定 时 , 则 是 b 的 斜 线性 函数 . 
“ 斜 线性 函数 ”是 指 对 aEC, 有 
a + (ab) = ala + b) 


(2) 斜 对 称 性 , 即 a + b = b. a, 因此 a* a 一 定 是 实数 . 
(3) 正定 性 , 即 对 a 关 0, 有 a.a>0. 


(1) 引 自 4 特 殊 矩 阵 ), 见 前 注 . 第 86 页 . 


512 3 24: RE t 423 = Ë 82 št 5 ë 9 


复 向 量 乘积 具有 以 下 性 质 ,对 a、b、cE€C”， 

(1) . 双 线 性 型 , 即 对 a€EC, 有 
(aa)*b=alaxb) ax*(ab) = ala * b) 
(at+b)*xc=axctb*e 
a*(b+c)=a*b+a*c 

(2) 对 称 性 , 即 axb 二 bxa 

G) 共 罗 性 , 即 axb = arb 

但 特别 指出 , 复 向 量 乘积 不 具有 正定 性 . 
标准 内 积 与 复 向 量 乘积 存在 以 下 共 轰 对 应 关系 


a» b= b'a = b'a = a * b —(4. 3. 1. 36) 
在 复 向 量 乘 积 下 ,aeEC” a=a +ia, a.: € R”, 有 


axa = aa = (ala, —ala,) + i2aTa, 一 (4. 3. 1. 37) 
故 在 复 向 量 乘 积 下 ,a x a REK RAE a | a,. 并 且 , 在 
ala, = aja, ala; =0 一 (4 3. 1. 38) 
时 , 即 有 
axa 一 ara 一 0 
的 结果 . 
一 般 地 , 复 向 量 乘积 意义 下 的 正 交 概 念 是 , 若 


axb=ba=0 a, bE C" —(4. 3. 1. 39) 
则 表示 4b 向 量 是 与 a 6] B 3£ SE 1E E ñ) |] Ñt. iX tB 00 “ 3 S IE 22” RR b heya 
向 量 b 在 标准 内 积 的 意义 下 是 与 a 正 交 的 向 量 . 因为 若 (4. 3. 1. 39) 式 成 立 , 那 
么 ,由 (4.3.1.36) 式 , 必 又 有 
a+b=axb=0 
fi b ERER BUB XF tš a 正 交 的 向 量 . iH k — JES IE 3F J X: 8 94í , 4 
a*xa=0%a+sa=0 

这 即 表示 a 与 a 是 标准 内 积 意义 下 的 正 交 向 量 . 称 a *a = 0 的 向 量 a J Ë # $ 
正 交 的 向 量 . 

设 a、bE€C", 若 在 标准 内 积 下 , a . = 0, 即 称 b 是 a 标准 正 交 的 向 量 . 由 
(4. 3. 1. 36) 式 的 关系 即 知 ,与 a 标准 正 交 的 C”" 的 子 空间 V C C” BJ 3 Su 2 [a] 
V cC”, 就 是 与 a 36 IF 3 f T. = lB]. 
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b€ V>a-b=0 b€ VƏaxb=0 


反之 亦 然 . 

在 几何 上 , 共 思 正 交 可 以 看 成 是 向 量 a 与 向 量 关于 C” 空间 中 的 实 超 平面 
R” 的 镜像 对 称 向 量 即 的 正 交 关系 ,因此 也 可 以 称 共 叔 正 交 为 镜像 正 交 . 

设 C" = CXCX…XC C 一 复数 域 .a € C” a= (a)T, a € C 是 复数 . 
则 C" 上 有 复 向 量 加 法 ,ae、bE C” 

a+b= (a, +b)" 

和 复 向 量 乘法 a x b. C" 关于 复 向 量 加 法 .乘法 运算 是 封闭 的 , 且 易 知 C” 是 线性 
空间 . 

规定 C" 上 的 内 积 是 标准 内 积 . C" 由 标准 内 积 定义 成 为 是 空间 . 

定义 4.3.1.1 设 a€C", 则 a 的 模 是 指 


lal = (a + a)? = (a'a)? = (Daa)'? E 


即 仍 利用 标准 内 积 定义 C" 上 复 向 量 的 模 ( 范 数 ). 

注意 ,在 以 上 规定 下 ,C" 上 的 复 向 量 的 乘法 运算 有 标准 内 积 与 复 向 量 乘积 
这 样 性 质 不 同 的 两 种 运算 . 这 实际 只 是 复数 域 C 上 存在 复数 乘法 和 取 模 这 样 两 
种 运算 在 C” 空间 上 的 推广 . 

以 下 分 析 中 ,所 有 关于 复 向 量 的 乘法 运算 都 指 复 向 量 乘积 即 * 运算 , 仅 在 取 
复 向 量 的 模 时 ,使 用 标准 内 积 运 算 . 

以 下 再 对 复 向 量 的 “ 正 交 ”这 一 说 法 给 予 进一步 的 说 明 . 

在 以 上 规定 的 标准 内 积 下 , 设 z. z, € C" 是 2 个 复 向 量 . 

z 一 Qi 十 如: z: = b, +ib: 
由 上 文 已 指出 ,车 标准 内 积 下 zx 、z* 是 正 交 的 , 即 
zez = Zz = (bla) + bla,) + i(bTa, — bla)=0 


即 有 


R,(z, +22) = bla, + bia, = 0 
| a 一 (4.3.1.36a) 


In (zi + z,) = bla, — bia, = 0 
WEAH a.c. bi: ER” ROCA. 3.1. 36a) 式 可 表 成 以 下 形式 , 设 a,、as 已 给 
定 ,b b: 可 任 取 , 并 记 a = (a,),b, 类 似 ， 
an Hanbun 十 … 十 aznbzm =— ai b ETS 
anba + asb +% + ambon = afb, 


当 m> 2 MX FAEERE HY a, a, 都 可 以 取 到 bb 向 量 ,使 (4. 3. 1. 36b) 式 
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是 有 解 的 . 事实 上 ， 

若 rnk[ ]= 0=a =a, = 0 
则 任 取 的 b,、b 向 量 均 使 (4. 3. 1. 36a) 式 成 立 . 这 可 以 说 z, = 0 向 量 时 ,zi 是 与 
任 一 zz:EC" 正 交 的 向 量 (平凡 的 情形 ). 


车 rank| |= 1> mit a: 一 ea c€ R 
I 


此 时 ,(4.3.1.36b) 式 有 解 ,应 要 求 
c. aibi 一 一 上 有 一 (1 十 c)。afb 一 0 
所 以 ,可 以 取 包 上 ai 的 任 一 向 量 , 便 可 从 ( 4.3.1.36b) 式 中 解 出 b; 向 量 ( 有 无 穷 
个 解 ). 
a, 
# rnk[ ]- 2 
则 任 取 b, > 0, (4. 3. 1, 36b) 式 均 可 解 出 b; 向 量 ( 有 无 穷 个 解 ). 
所 以 ,在 m 宇 2 时 ,标准 内 积 下 的 ( 非 平凡 ) 正 交情 形 是 存在 的 . 现在 再 考虑 
m = 1 时 的 情形 .这 时 , za 一 ai 十 如。 z: =b +ib: a.:z.b.: € R. (4.3.1.36a) 
式 成 为 
a +a:rb: = 0 
azb — arb: = 0 


若 a、a 已 给 定 , 则 要 从 上 式 中 解 出 非 0 的 b, b EROR 


a az 
=— (ai +a) = 0 
a —a 


故 这 时 满足 标准 内 积 正 交 概 念 的 复数 只 能 是 = = 0, 即 a, = a, = 0, 平凡 的 
情形 . 
由 此 可 见 , 标 准 内 积 意义 下 的 正 交 是 一 个 限制 很 强 的 概念 . 放松 这 个 概念 的 
要 求 , 可 以 规定 以 下 狭义 的 正 交 
R,(z, * z) = bla, + bia, = 0 一 (4.3.1.36c) 


若 复 向 量 z, z 在 标准 内 积 下 ,使 (4. 3. 1. 36c) 式 成 立 , 即 称 zx 、z* 是 狭义 正 交 
的 . 狭义 正 交 也 可 认为 是 几何 正 交 511 


[1] 见 (代数 学 引 论 } 卷 一 ,A. HH. 柯 斯 特 利 金 , 张 英 伯 译 ,高 等 教育 出 版 社 ,2007 年 ,第 152 页 . 
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Ë X IF 38 fE m 2 1 的 C" 复数 空间 都 有 非 平凡 的 向 量 正 交 情形 存在 . z, 、 
zaEC", 则 若 z, 、z: 是 标准 内 积 下 的 正 交 向 量 , 则 二 者 一 定 是 几何 正 交 的 ,但 反 
之 未 必 . 

M zx 、z; 是 几何 正 交 的 ,就 是 作 A、BE R™ 实 向 量 


=[®]| a-[»] F A'B =0>A |B 


这 就 是 几何 正 交 的 意义 . 

本 书 以 下 所 指 的 复 向 量 的 “ 正 交 ”, 均 仅 指标 准 内 积 下 的 正 交 或 复 向 量 乘积 
下 的 正 交 , 不 使 用 狭义 的 正 交 . 

利用 复 向 量 乘积 运算 ,并 在 (4. 3. 1. 33) 式 给 出 的 变换 形式 下 ， 


or = | E, | —(4. 3. 1.40) 
du (Vfw) 
仍 取 


== —(4. 3. 1. 41) 


则 7 矩阵 等 价 于 (4. 3. 1. 22) 式 . 

注意 到 (4. 3. 1. 41) 式 形式 上 与 经 典 的 R" 空 间 上 的 曲面 的 第 一 基本 二 次 型 
矩阵 是 一 致 的 . 则 由 (4. 3. 1. 40) 式 决定 的 区 矩阵 的 列 满 秩 性 质 , 仍 可 由 多 重 矢量 
积 算法 ,构造 出 法 向 量 N. 


ðr ðr ðr 
二 
仍 规定 单位 法 向 量 n 是 
三 后 = (Ry o 
negn NI =(N'N (4.3. 1.42) 


注意 现在 单位 法 向 量 n 090 y Et h ff — P 32 P B 8k RERO. 由 多 重 
矢量 积 算法 易 知 ,在 复 向 量 乘积 算法 下 ,一 定 有 |l |= n'n, k |I| 一 定 是 实数 . 
由 于 单位 法 向 量 n 存在 且 可 微 ,所 以 依旧 定义 第 二 基本 二 次 型 矩阵 


t 
qis ss T=— 2 Ən (4. 3. 1.43) 


以 及 W 映射 矩阵 
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(4.3. 1. 41 一 42) 式 在 形式 上 与 R” 空间 上 的 同名 量 都 是 一 致 的 . 容易 理解 关于 
R” 空间 上 曲面 的 经 典 微分 几何 的 其 他 量 值 ,在 (4. 3. 1. 33) 式 的 变换 以 及 上 述 的 
相关 规定 下 在 形式 上 也 不 会 有 变化 . 利用 这 一 点 , 即 可 由 一 个 解析 函数 构造 出 
R” 空间 上 真空 Einstein 方程 的 实 度 规 解 . 具体 的 方法 可 见 下 一 节 内 容 . 

以 上 的 分 析 已 说 明 , 如 果 给 出 一 个 以 m 维 向 量 x 为 变 元 的 函数 


z= f(x) 


并 将 SORRERA m 维 向 量 空间 上 的 曲面 函数 ,并 且 ,/ 的 第 一 基本 二 次 型 
矩阵 [就 是 以 x 为 变 元 的 真空 Einstein Jy Fë ft) BER EFE) , BE Z , f(x) 只 能 是 
一 个 其 偏 导数 为 复 函数 的 函数 . 以 上 的 分 析 利 用 了 复 向 量 乘积 运算 .也 可 以 利用 
拟 特征 值 的 分 析 方 法 得 到 这 一 结论 . 

由 以 上 关于 W 映射 矩阵 了 为 KERERE EERIE D 矩阵 的 全 部 特 
征 值 为 0( 见 引 理 4. 3.1.1) 的 结论 ,而 D 矩阵 的 特征 值 均 为 0, 即 等 价 于 


F(x, z) = z— f(x) = 0 


函数 的 加 边 Hessian 矩阵 的 拟 特征 值 全 为 0. 由 (3. 2. 2. 27) 式 , 即 知 ,这 等 价 于 拟 
特征 多 项 式 的 各 系数 均 为 0. 
以 x 为 4 维 变 元 向 量 为 例 ,并 设 f(x) 关 于 x 是 二 阶 以 上 可 微 的 . 这 隐 含 地 
要 求 是 解析 函数 .但 现在 先 不 以 此 为 前 提 条 件 . 
由 拟 特征 多 项 式 (3. 2. 2. 20) 式 ,(3. 2. 2. 27) 式 ,并 用 f;、fi 分 别 表示 f ) 
关于 =, 的 一 阶 偏 导 数 和 关于 xz,、z, 的 二 阶 偏 导数 , 则 
fa fo f, 
X| f; f, 
SIn f, 0 


SF fhad 


fa fa f. 
fo fa f, 


Sa fs fa 
fa fa fal 
tfu fs fal 


=0 


其 中 H=Vf H- ] 
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以 上 4 个 式 子 即 为 YER' 空间 上 真空 Einstein 方程 解 的 “曲面 "函数 必需 满 
足 的 偏 微分 方程 组 . 但 这 一 组 偏 徽 分 仅 具有 必要 条 件 的 意义 ,因为 即便 从 中 得 到 
解 函数 f(x) ,也 只 能 保证 由 此 函数 f(x) 产 生 的 D FEB k 次 寡 零 矩阵 而 不 一 
定 保证 上 = 2. 

具有 充 要 条 件 意义 的 是 直接 从 D = [0] 中 导出 的 偏 微分 方程 组 . 如 利用 
(2. 3. 2. 23) 式 .但 显而易见 的 是 这 样 导 出 的 偏 微分 方程 组 十 分 复杂 ,一 般 是 不 能 
求解 的 . 

但 在 低 维 的 状况 ,可 以 利用 以 上 方式 得 到 关于 f(x) 函数 必须 是 复数 偏 导 函 
数 的 结论 .对 此 ,可 以 由 xER? 的 情形 予以 分 析 . 此 时 ,由 拟 特 征 值 全 为 0 得 到 的 
条 件 是 


(ASD fn —2f fifa + 1+ fi) fx = 0 
Safa ~ f= 0 


简化 运算 ,利用 与 D* = [0] 条 件 等 价 的 (4. 3. 1. 19) 式 ,可 得 到 以 下 条 件 
fe +fifl+ A HSD Si fi fefafa 一 0 


—(4. 3. 1.44) 


ASD faf + 1+ fi) fo fa — f frfua fa — f fa fli= 0 
G +fbDfhb+ ASD Si Si fa fa fu = 0 
一 (4. 3. 1.45) 


由 于 引 理 4. 3. 1. 5, 可 知 现在 (4. 3. 1. 44) 式 不 仅 是 D* = [0] 的 必要 条 件 同时 一 
定 是 充分 条 件 . 故 易 知 (4.3.1.45) 式 与 (4.3.1.44) 式 是 相关 的 方程 组 . 但 由 
(4. 3. 1. 45) 式 的 第 1.3 两 式 又 可 得 到 


asa 65 fifa = 0 


kaa I ; 一 (4.3.1.46) 
Sat fiirt fifa — fifa) = 0 


BEVS e 0, 即 知 (4. 3. 1. 46) 式 只 能 在 S f AFROHET EOD R REF 
才能 成 立 . 

因此 ,应 可 以 先导 出 C” 空间 上 的 由 一 个 解析 函数 决定 的 复 曲面 上 构造 真 
空 Einstein 方程 的 篆 零 解 的 方法 一 一 由 此 可 得 到 的 是 复 函 数 度 规 一 一 然后 ,再 
将 其 拓展 ,以 得 到 赛 零 解 的 实 函数 度 规 . 

C” 空间 上 定义 的 解析 函数 /(z) 的 C-R 条件, 已 由 (2.4.4.139) 式 给 出 .为 
以 下 使 用 的 方便 计 , 这 里 再 将 C - R 条 件 用 向 量 .矩阵 形式 表 出 . 

设 ze DCO, t= (zs s Zn)" z. = r tiy m,y € RD. 是 C” 
中 的 一 个 开 集 ,将 z 表示 成 


z=x+iy x, yR" 
若 对 于 w € C, 有 复 变 函数 
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w= f(z) = g(x, y) + ih (x, y) 


存在 ,其 中 g(*)、h(，。) 均 为 2 阶 以 上 可 微 的 实 函 数 ,那么 , 当 且 仅 当 以 下 表示 


的 C-R 条 件 成 立 ,/(z) 是 解析 函数 ， 


IE 2h = og 2h = 1: 
BOVES Vh 35 U O wa =— VA Casa. 


REV, V,BJ J FAO T. FER x、? 指 明了 对 应 的 求 导 变 元 . 
由 于 解析 函数 的 任意 阶 导数 都 存在 ,所 以 , 设 /(z) 是 解析 函数 ,那么 


人 


az azl ”9zz ”az 


是 解析 函数 (向 量 ) , 故 可 以 对 其 求 导 . 
由 /(z) 的 解析 性 ,其 关于 z 的 一 阶 导 数 可 表 为 下 式 ， 


Vw = V, f = V,g + i V,h = V,h — i V,g = V,g — i V,g = V,h 十 iVA 


(4.3.1. 
规定 二 阶 导数 算 子 符号 
v = = = Ee ij=l, 一 (4.3.1. 
则 
Vaw = Vaf 一 (4. 3. 1， 
由 f(z) 的 解析 性 、 二 阶 混合 偏 导数 求 导 次 序 的 可 交换 性 ,有 ， 
TVE = ay VA = gs Vh =— ya 
所 以 
Vag = Vah = Vah =— Vg 一 (4.3.1. 
以 及 
Vh 一 一 V2g =— Vag =— Wh 一 (4. 3. 1. 
由 以 上 两 式 可 得 关系 
Veg 十 VWg = [0] 
fr Vinh = [0] —(4.3. 1. 


(4. 3. 1. 53) 式 表示 解析 函数 的 实 部 、 虚 部 函数 都 是 调和 函数 . 
定义 4.3.1.2 HEC wEC 


47) 


48) 


49) 


50) 


51) 


52) 


53) 
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x= fG) ze D. C C" 一 (4.3.1.54) 
是 一 个 解析 函数 , 记 
Fa, w) =w— fa) = 0 一 (4. 3.1.55) 
并 记 
_-9f _ (f 2L, a, 3fy 
wf = % (xm Iz ° 站) 
& S G i = 
w=( w!) (4. 3. 1.56) 
若 在 复 向 量 乘积 下 


s 
VF» VF = VF'VF = 1+ 9 #0 z€ DIC D. —(4.3.1.57) 


则 称 Fa, w (或 称 F(z) ) 是 正则 解析 函数 . 其 中 D: 是 非 空 单 连通 开 集 . "= 

定义 4.3. 1. 2 是 在 复 向 量 乘积 运算 下 的 正则 性 定义 . 相 比较 ,在 标准 内 积 运 
算 下 ,任意 的 Monge 形式 (4. 3. 1. 54) 式 决定 的 解析 函数 /(z) 所 对 应 的 F(z, w) 
形式 的 一 般 函 数 的 梯度 VF 都 有 


VF » VF = VF" VF = || VF ||? > 0 


故 都 是 正则 的 . 但 在 复 向 量 乘积 * 运算 下 ,可 能 存在 


af afasi 

gz gaz ` 
的 函数 ,从 而 使 

VF * VF = 0 


所 以 ,需要 排除 这 类 情形 . 这 即 是 说 ,在 复 向 量 乘积 运算 下 的 正则 性 定义 比 标准 
内 积 运算 下 的 正则 性 定义 要 更 严格 . 
定理 4.3.1.6 设 zEC” EC, 有 


vu = f(z) z€ D. C C" 


是 正则 的 解析 函数 . 若 f(z) 的 Hessian 矩阵 H = Vš f (z) J 3. Jy MEER E E , B. 
VS ORRA H 的 特征 向 量 , 那 么 , 复 参数 曲面 函数 


z=u s€ D. <>. 
rlu); 


—(4. 3. 1. 58) 
w= fu) ru) € C} 


是 可 定向 的 , 且 
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_arar ar_fTlI 1] M 
Tr au | In € R” CR S BE) 


就 是 真空 Einstein HRN (R) EFRI. = 

注意 定理 4. 3. 1. 6 中 构造 矩阵 的 仍 是 复 向 量 乘积 ,以 下 情况 均 如 此 ,不 再 
逐一 指明 . 由 于 复 向 量 乘积 在 形式 上 (将 i 看 成 为 一 个 系数 符号 ) 就 没有 改变 实 
Euclid 空间 上 (标准 ) 内 积 的 形式 ,所 以 ,在 C” 空间 上 ,利用 复 向 量 乘积 运算 下 ， 
可 以 直接 沿用 前 面 得 到 的 诸多 公式 . 

以 下 给 出 定理 4. 3. 1. 6 的 证 明 . 

证 明 : 因为 /(z) 的 Hessian 矩阵 H 是 平方 寡 零 矩阵 , 故 H 的 特征 值 全 为 
0. f(z) 是 日 的 特征 向 量 ,所 以 

HV,fG) = 0 


由 (2.4.5.19) 式 51), 应 有 


FH F /(z) 是 正则 的 , 故 作 一 般 形式 的 函数 

F(z, w) = w— f(z)=0 
有 

VF'VF =1+W/™W/ #0 
但 由 多 重 矢量 积 的 算法 知 


所 以 


ar ər 


IIIS |? 3u 


=VF'VF#0 I njim. 


单位 法 向 量 n 是 指 在 标准 内 积 运 算 下 , non= n'n = 1, 有 


m= ər ar ... ər jl 一 (NT 1⁄2 
= Su, X u, X X Juz INI = (N'N) 


N 
= N 
"= TN] 


存在 且 可 微 . 故 r( 四 是 可 定向 的 . 
所 以 


51] 只 有 维 数 上 的 差异 . 这 里 的 m 维 在 意义 上 等 价 于 那里 的 m 一 1 维 . 
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=— ua W=-D=II" 
都 存在 . 
由 (2.4. 5. 24) 式 及 = 0 的 关系 即 得 
== H. 
D=- 77" 


所 以 D EFR ERE , , 故 了 就 是 真空 Einstein HERREN. 
定理 4. 3. 1.6 保证 了 C" 空间 上 通过 构造 正则 解析 函数 f(z), 并 使 其 具有 
平方 塞 零 性 质 的 Hessian 矩阵 的 方式 ,间接 地 得 到 真空 Einstein 方程 的 度 规 . 这 
显然 是 比 直接 求解 更 简便 的 方法 . 
总 结 以 上 的 分 析 , 以 C' 空间 为 例 ,真空 Einstein 方程 的 儿 何 解 可 归结 为 以 
下 几 种 类 型 
D = [0] 平凡 解 
trDZ 0 rankD=1 秩 1 解 
几何 解 1trD =0 D = [0] WF 
其 中 rankD = 1 # 1 PFM 
rankD=2 #É 2 3%E Í E 


trD > 0 时 的 秩 1 解 ,前 面 已 经 分 析 过 . 利用 C” 空间 上 的 复 向 量 乘 积 , 可 以 
将 那里 的 分 析 直 接 推广 到 C” 空间 上 . 以 下 再 给 出 C' 空间 上 的 等 零 解 的 示例 . 
例 4.3.1.2 利用 (4.3.1.29) 式 给 出 的 秩 1 的 平方 宕 零 矩阵 的 形式 ,容易 
构造 出 以 下 函数 
w= f(z) = eiVSeri+arz+Hori+az z= ztiy mo y € R 
这 里 
fa) = g(x, y)+ih(x, y) 
gx» y) = eoy torstoryter, 。cos(V3ar + ay, + ays + ays) 
h(x, y) = etorstorstor, 。sin(V3ari + ays + ays +ay,) 


BRUE C -R 条 件 成 立 , 故 f(z) 是 解析 函数 . 
由 


F(z, w) = w—/(z)=0 
得 


VF = (~iV3aw, — aw, — aw, — aw, 1)" 
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所 以 
VEFTVF = 1 
因此 /(z) 是 正则 的 . 
作 
u 
r(u): M = fw 
ər L 
3u hrl 
ar ar T 
有 I= Gu 3u tw 
注意 到 实际 上 有 
Vf = (iV3aw, aw, aw, aw)" 
所 以 


Vaf Vf = 0 
BV. / J H ENE E SEHH P) 8k. Ji jk, SEBEV, f V. f ' — E J F. Jy WP E BE. 因为 
Vaf Vaf Vaf Vaf = Vaf Vaf) + Vaf Vf "= [0] 
因此 易 验 证 有 ， 
T=-—W Vf 
以 及 (2.4.5.9) 式 ,得 


T= 一 
AHIS IVEN 
H 
一 3 iV3 iv3 iv3 
iV3 1 1 
wr = | at 
i (3 1 1 1 
iV3 1 下 1 
有 


Vaf Vaf = [0] 
以 及 
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Vaf VS =0 
成 立 . 从 而 
1 = 
D=- I'=- ify rankp=1 


是 寡 零 矩阵 . 故 7 了 矩阵 即 为 真空 Einstein 方程 的 度 规 . 

也 可 以 不 利用 下 .D 矩阵 ,而 直接 利用 Christoffel, Riemann 符号 的 运算 来 
验证 以 上 7 矩阵 是 真空 Einstein 方程 的 解 . 这 只 要 参照 (4. 3. 1. 13) 式 及 以 下 的 
分 析 即 知 . 

例 4.3.1.3 秩 2 寡 零 解 

w= f) = LnGizi +z) + Ln(iz, +z) z € C 
f(z) = glx, y) + ih (x, y) 


g(x, y) = Jiny Ha)? 4 Ga HDD HA y Ha) H Ces Hy) 


全 TI 十 yz Ty 
h(x, y) = arctg Sadin +arctg Sra Ta 
易 验 证 f(z) 是 解析 函数 . 
记 xo = iz +z: wa =in ze o> tx 2 O 
H wi,: 也 是 解析 函数 . 作 
£=. 
rlu): [ 
w= f(u) 


T 


wy 


WwW w w w: 


[i ala 


1 —ill 
0 Í`: zila 
Vaf 是 (4. 3. 1. 30) 式 形式 的 秩 2 EPER. 且 又 有 
Vaf Uf =0 Vf Vf = 0 


Vaf = 


故 f(z) 是 正则 的 . 
类 似 地 有 
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I= L +VWfWV.f* 


其 中 
Pn 二 i 
wi wi ww: wiw: 
a L i 1 
ZEE wi wi ww: ww 
af Vf T= i z i ç 
ww: wwz u wi 
š 1 Es 23 
ww: ww: wi w 
类 似 地 
171I=1 I'= L —VWf Vf" 
I = Vf/ IVF 
D=-—II`'=—V.f/IVF| rankD = 2 


D J k 2 PIREZ Einstein 方程 的 秩 2 WEEK. 对 这 一 度 规 直接 
利用 Christoffel、Riemann 符号 的 验证 可 参见 下 一 节 分 析 . 

例 4.3.1.4 取 

w= f) = zaz H zza Hila zaza) zí = r +iy, miy ER 

f(z) = glx, y) + ih(x, y) 

BX, y) = zz; + XiX, + iy, — L Ya — Ts: + Yi — yi; — NA 

h(x, y) 一 一 zz, + ZaTa + T Ys Tey 十 Zi + ye HNN — X:35 
f(z) 是 解析 函数 . 仍 有 


z=u 
rlu); 
w= f(u) 
记 
bi = = iz p= zatiz b = z +i, p= niz 
P = (pis pe, ps, PO 
则 Vi=p rrwf=0 
0 1 一 
0 
Vaf = VAS Vaf = [0 
f 1 í 0 0 f Vaf = [0] 


Ct i O: S 0 
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Vaf wf = 0 
=I +pp' 17I=1 I'=I-pp' 
H=-—V¿f/WIVF| D = W.f/lIVF | rankD = 2 


D 是 秩 2 F-J 8E238 SE BE. TERS Einstein 方程 的 秩 2 WFR. 
从 以 上 几 个 例子 可 见 , 所 构造 的 解析 函数 /(z) 具 有 


VFS =c c 一 常数 一 (4.3.1.59) 
的 性 质 . 以 上 例子 中 , c = 0. 实际 上 ,由 f(z) 具 有 的 性 质 


VES VS = 0> + 5 WV 一 0> Vf! Vf = c 


因此 , 取 f(z) 是 梯度 向 量 的 复 向 量 乘积 等 于 常数 c( 且 c > — 1) 的 一 类 解析 函 
数 , 且 其 Hessian 矩阵 为 平方 寡 零 矩阵 , 则 f(z) 就 是 满足 定理 4. 3. 1.6 的 正则 解 
析 函 数 ， 

以 下 直接 利用 Christoffel, Riemann 符号 的 演算 来 验证 例 4. 3.1.4 中 的 
矩阵 是 真空 Einstein 方程 的 解 . 为 此 先 说 明基 本 Ru 符号 与 Ru 符号 中 的 独立 
分 量 个 数 的 问题 . 

所 谓 “ 基 本 Ru 符号 ?的 意义 是 指 所 有 的 Rs 符号 中 ,其 4 个 下 标 按 字 典 序 
排列 刚好 能 构造 出 万 矩阵 的 2 阶 伴随 矩阵 下 :的 那些 符号 [ 见 (2. 4. 3. 32) 式 及 其 
说 明 ]. 以 4 阶 的 下 矩阵 为 例 ,其 2 阶 伴随 矩阵 是 对 称 矩 阵 , 即 

Rm Rm Ra Rim Ria Rim 
Rm Ras Rim Rus Rasa Rus 
p = [Rus oan Miaj Rar, Rua, Rus, a sua 
Res Res Rin Ren -Raar Rin 
Run Rus Raw Rus Run Run 
ui Rus Run Rus Rui Run 


更 矩阵 中 [包括 主 对 角 线 元 素 在 内 的 上 (或 下 ) 三 角 和 矩阵] 所 含有 的 Raa 符号 就 
是 基本 符号 . 

基本 Ri 符号 的 意义 在 于 它们 包含 了 全 部 Ris 符号 中 的 独立 分 量 . 仍 以 4 
EI 矩阵 为 例 , 相 对 应 的 Ru。 is ts js k = 1, 4 符号 的 总 数 无 疑 是 4' 一 
256 个 . 但 由 (2.4.3.29) RA, E i= AR j = k) 时 ,Ri = 0 的 总 数 是 
2X4 = 128 项 ,但 其 中 有 i = 或 i = 上 时 的 重复 计算 的 项 . 这 些 重复 计算 项 是 
4X4= 16 项, 故 (不 重复 的 )Rijs 三 0 项 应 是 128 一 16 = 112 项 .所 以 ,Ri 不 恒 
为 0 的 项 总 数 应 为 144 项 . 注意 到 (4. 3. 1. 60) 式 给 出 的 下 :矩阵 是 对 称 和 矩阵 , 故 其 


+ 的 非 主 对 角 线 元 素 Rj, 符号 应 是 15 个 . 这 15 个 非 主 对 角 线 上 的 Ri 符号 按 
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(2.4.3.27) 式 的 第 1 式 ,每 一 个 可 决定 其 余 7 个 Rajs 符号 , 故 共计 可 决定 15 < 
(1 十 7) = 120 个 Rue 符号 ;其 次 ,在 下 :矩阵 的 主 对 角 线 上 的 6 个 Ru 符号 , 则 应 
按 (2.4. 3. 27) 式 的 第 2 式 ,共计 可 决定 6x4= 24 个 Ri 符号 .这 两 部 分 合计 即 
为 120 +24 = 144 项 不 恒 为 0 的 Rj 符号 . 

但 基本 Ri 符号 ( 即 如 (4. 3. 1. 60) 式 矩阵 的 上 三 角子 矩阵 元 素 ), 在 R" 空 
间 的 维 数 m 三 5 时 ,并 不 全 部 为 独立 的 . 这 可 通过 考察 Bianchi 恒等式 ( 即 
(2.4.3.30) 式 ) 的 独立 性 得 知 . 与 ( 2. 4. 3. 27) 式 和 ( 2. 4. 3. 29) 式 相 比 较 可 知 ,在 
Rix 符 号 的 4 个 下 标 中 , 若 有 其 中 的 2 个 下 标 (数字 ) 是 相同 的 , 则 (2. 4. 3. 30) 式 
Bianchi 恒等式 表示 的 循环 关系 ,就 必定 已 包含 在 (2. 4. 3. 27) 式 表达 的 关系 式 之 
中 ,所 以 ,Ri 的 下 标 中 有 相同 数字 时 ,Bianchi 恒等式 不 是 独立 的 关系 式 . 然而 ， 
在 Rw 的 4 个 下 标 互 不 相同 时 ,同样 易 验 证 ,Bianchi 恒等式 是 一 个 独立 的 关系 
R. 因此 ,在 这 一 场合 ,由 Bianchi 恒等式 ,全 部 基本 Rj 符号 中 ,应 减 去 4 个 下 标 
数字 互 不 相同 的 Ra 符号 中 的 1/3 的 非 独立 符号 后 , 即 为 独立 的 基本 Rijs 符 号 
(总 数 ). 

综合 以 上 的 分 析 , 一 般 地 R” 空间 上 的 m 一 1 维 曲面 的 Ru 符号 的 基本 符号 
数目 , 记 为 N 


N= w= Dm m= Dn- D1) o> 
一 (4.3.1.61a) 
在 六 三 5 时 ,4 个 下 标 ( 数 字 ) 互 不 相同 的 Ru 符号 总 数 应 是 
(m—1)Xm—2)(m—3)(m—4 
个 , 故 其 中 的 基本 符号 数目 应 是 
于 中 一 DO 一 2(m 一 3)(Om 一 全 
个 ,所 以 ,其 中 的 非 独立 的 基本 符号 数目 应 是 
An Dn — 2m 3)(m—4) 
个 ,由 此 即 知 ,独立 的 基本 符号 Rs 的 总 数 , 记 为 No 
No = N 一 直 om 一 DO 一 Don 一 3)(m 一 人) = mm 2) 
一 (4.3.1.61b) 


当 取 闫 一 1 = n, (4. 3. 1. 61b) 式 就 是 传统 文献 上 的 通常 形式 


2 
N, = BD 
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因此 ,在 R° 空间 的 4 维 曲面 上 ,基本 Rox* 符 号 共有 N = 21 +. 由 
(4.3. 1. 60) 式 ,4 个 下 标 数字 互 不 相同 的 基本 R,,, 符 号 就 是 1, 矩阵 的 逆 对 角 线 
《上 三 角 部 分 ) 的 3 个 元 素 . 易 知 这 3 个 元 素 间 存在 着 Bianchi 恒等式 的 关系 

Riu — Ria +Ruz = Rien + Ran + Ry = 0 


从 而 ,其 中 的 独立 分 量 只 有 2 个 . 所 以 ,独立 的 基本 Ru 符号 总 数 应 为 20 个 . 
容易 理解 , 当 3 近 六 二 5 时 , R" 空间 上 的 m 一 1 维 曲面 上 的 Ru 符号 中 的 独 
立 的 基本 符号 的 数目 就 是 ( 4. 3. 1. 61a) 式 给 出 的 N. B N, = N. 
对 于 例 4.3.1.4 # H f9 I XE Be. 由 那里 的 符号 规定 ,直接 计算 即 得 
Christoffel 符号 丰 组 成 的 向 量 


P; = DT —(2. 4. 3. 6) 
XE m-l = 4, 对 本 例 , 有 
Ps = Ta = Pa = Ta = ps T = Ta =— ps Ts = Tx = ip 


其 余 的 P, = 0. 由 (4. 2. 2a) 式 ,直接 验证 即 知 Ricci 曲率 张 量 R, = 0 t j=l, 
2, 3,4. 


例 4. 3. 1. 4 中 的 下 矩阵 的 2 阶 伴随 矩阵 下 :是 


p o 0 0 0 O 


r. 
1:-| eg vE 


上 式 即 给 出 了 全 部 基本 Ri 符号 的 取 值 O 

对 于 真空 Einstein 方程 ,当然 也 可 以 直接 利用 Christoffel, Riemann 符号 ， 
构造 微分 方程 求解 . 这 样 的 解法 不 再 需要 先 构造 出 曲面 函数 . 称 这 样 的 解法 所 得 
到 的 解 是 解析 解 . 解析 解 的 示例 及 实 函 数 的 度 规 了 矩阵 的 构造 的 寡 零 解 方面 的 
内 容 均 放 在 下 一 节 叙 述 . 


$4.3.2 实 度 规 的 宕 零 解构 造 及 解析 解 示例 
以 下 先 利用 (4. 3. 1. 33) 式 给 出 真空 Einstein 方程 的 实 度 规 的 赛 零 解 的 构 


C1) 特别 指出 ,在 直接 利用 DS. Riy 和 Rios 这 些 符号 作 演算 时 ,应 注意 在 C" 空间 上 ,对 a、bEC” ,并 使 
用 张 量 记 法 a 一 (at) b= ib), IA {K Einstein 和 式 约 定 ,aib' — a x b. 也 就 是 说 ,应 将 演算 中 所 
引 公式 中 的 求 和 号 X) (或 Einstein 和 式 约 定 乘积 ) 项 下 , 复 向 量 分 量 乘积 加 总 算法 的 地 方 , 都 理 角 
为 是 复 向 县 乘积 * . 
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造 , 然 后 ,再 将 其 与 上 一 节 定 理 4. 3. 1. 6 条 件 下 的 解析 函数 关联 起 来 . 
设 有 Monge 形式 的 函数 
z= f = flas y i£ Ti js ro) 一 (4.3.2.1) 
其 中 n € R k=l, 2, =, m, k jus jos j 
z €iR j=jojo "5, Jj, 1<n<m i=/=1 
这 里 R 表示 虚数 轴 , 故 z, 是 虚数 ,所 以 izi 是 实数 , 即 是 说 f(x) 本 质 上 仍 是 实 
函数 , 故 z € R. 
由 (4. 3. 1. 33) 式 及 那里 的 符号 规定 ,对 以 上 的 z. k= 1，2，…, m 作 变换 ， 


x= Eu u € R” —(4. 3. 2. 2) 
É, 是 mm BIERE EEROR REFER k = jis js，…,j, Hi ERE 
为 1, 而 wu 则 是 实 变 元 参量 . 
在 此 变换 下 
z = f(x) = fu) 一 (4.3.2.3) 
B /Kuo) 是 标准 的 实 函数 表示 形式 . 
设 /(u) X: F u€ D.C R” 是 三 阶 可 微 的 . 
显然 ,(4. 3. 2. DRAN E 


u = LEx (4. 3. 2.4) 
其 中 


L =Ë E =I, — (4. 3. 2.5) 


凡是 主 对 角 线 元 素 为 士 1 组 成 的 对 角 和 矩阵, 的 平方 即 为 m 阶 单位 矩阵 . 
则 由 (4. 3. 2.3 一 4) ,有 [51 


2f — 2f 9u -af k=1 
9 Iur IX, Ju, Ç 


BF = 2 9w._  2£ 


aa auon aw T guia tst 


wom k= j jo 
—(4. 3. 2. 5a) 


将 上 式 表 成 向 量 ,矩阵 形式 , 即 是 


51] 注意 由 (4. 3 2 6~DR Vaf, Vif ER HER Vaf, Vif 则 是 复 向 量 、 矩 阵 . 由 于 z, 
j= hj 1 ERR M FEJE CA. 3. 2. D RIER F MY — f % 88 BN T 8 BCS J 09 f S 8. 
(4.3. 2. 5a) 式 给 出 其 意义 . 
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Vf = TE, V. f (u) 一 (4.3.2.6) 
V.f G) = Ë, V, f(x) 一 (4.3.2.7) 
W fO) = LÈ, VEL, 一 (4.3.2.8) 


将 (4. 3. 2.1) 式 表 成 一 般 形 式 ， 
F(x, z) = z— f(x) = 0 
由 以 上 关系 ,F 的 梯度 向 量 是 


一 rco1 


vF = | 一 (4.3.2.9) 
r. J 


仍 规定 , 若 F 的 梯度 向 量 VF ,在 复 向 量 乘 积 运算 下 ,有 
VF * VF = VFTVF = 1+V,f T (x) V, f OD 
=I DIa VD Z 0 uE D; C D. 一 (4.3.2.10) 
即 称 F(。)( 或 /(。)) 是 正则 的 ,其 中 D, 是 非 空 单 连通 集 . 易 知 VF "VF 是 实数 . 
类 似 定理 4. 3.1.6, 有 以 下 定理 . 


定理 4.3.2.1 x, uER” zEC 有 (4.3.2.1) 式 形式 上 的 Monge 形式 
函数 


z= fG) x€ D,C R" 
f(x) 关 于 x 是 三 阶 可 微 函数 ,其 一 般 形 式 是 
Flx,z)=z—/(x)=0 


若 f(x) 函数 满足 以 下 条 件 
O) W, f 是 平方 时 零 矩阵 
(DVS = 0 


则 由 参数 函数 
x=Eu ue€D,.c D. 
r(u) 
z = fü) 
决定 的 矩阵 
ar" ər 
T= 3u Ju 
就 是 真空 Einstein y FE 9 3388 88 8 8, JRI 是 实 对 称 矩 阵 . C 


证 明 : 由 定理 的 条 件 第 (2) 点 及 (4.3.2.10) 式 ,可 知 F(x, xz) 是 正则 的 ， 
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VF =(—V,f!, D" 


VF'VF = 1 
由 (4. 3. 2.7) 式 
ar [六 ] T h x 加 
3 | Š 32 (4.3.2.11) 
得 
I= l, +WfV,ft= L. +EV VE —(4. 3. 2. 12) 
由 (4. 3. 2. 1) 式 及 E, 矩阵 的 构造 ,7 矩阵 是 实 对 称 矩 阵 . 
由 多 重 矢 量 积 
ər ðr ar av 
mD A g A us ADEE 一 (4. 3. 2.13) 


n Jt Ë, 矩阵 中 主 对 角 线 元 素 为 一 i 的 个 数 . 所 以 
N'N = i” = (— 1"=> | I |= N'N = (—1)" 
了 了 可逆 .nm 单位 法 向 量 存在 且 可 微 ,并 得 到 


ND 4 
"= ONE VFI CREIRIA 
其 中 N= WF N'N = (— "i> WF" VF = || VF || ° 
#kI. W 矩阵 均 存在 . 由 上 式 
(c ip LVE) 
an _ 2 (GBE) ðu _ n Ə(IVF|) 
ðu au\ || VF || IVF | IVF du 
得 
ən _ -> [F] E n aclvFlD 2 
= C D | TET IFT 2 (4. 3. 2. 15) 
再 由 定义 
aron_ É, Va fÉ. 
I=- a au C D ET (4.3.2.16) 


易 知 不 有 可 能 是 复 对 称 和 矩阵 ,但 下 的 任 一 2 阶 子 式 均 为 实 ( 函 ) 数 . 
E VS TVS = 0, V, f V 太 是 平方 寡 零 矩阵 ,于 是 可 知 


I'= L — LE, Vf Vf Éin 一 (4.3.2.17) 
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并 注意 到 定理 中 的 条 件 (2) 可 导出 
Vaf Vf = 0 
以 及 =l, 
有 
D = 一 W = 一 下 7 一 一 5 一 (4.3.2.18) 


容易 验证 ,因为 Wf 是 平方 守 零 矩阵 , 故 一 定 有 
D = T 1. I 1. = [0] 
所 以 了 矩阵 就 是 真空 Einstein 方程 的 度 规 . 即 证 . 


仍 以 xER' 的 情形 为 例 . 
例 4.3.2.1 取 


z = f(x) = eV5ori+erstan+yer (a 2 0) 


显然 ,这 里 的 函数 形式 等 同 于 例 4.3. 1.2 中 的 f(z). 故 只 要 将 那里 的 Vf VZ f 
改写 成 Wf、Vif ,将 w 改写 成 z 就 是 本 例 中 的 对 应 量 . 可 知 /(x) 满 足 定理 
4.3.2.1 的 条 件 . 

再 作 (4. 3. 33) 式 的 变换 . 令 


Ti =— iu, 
Tı = U 
rlu) = 473 = u u ER 
Aai 
z = Vau, tau, tau, tau, 


注意 现在 = 已 成 为 实 函数 . 有 


-i 0 0 0 
0 1 0 0 
2 

Ju 
0 0 1 


3az az az az 


故 
—1+3az (322 3a? 3a 
I Ər' ər V3a’z’ ltag az? az? 
uu | Faz Ea 1 二 是 于 da 


3a z? az? az’ Lpa 
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可 知 不 论 a、z 取 何 值 ,总 有 |7| 一 一 1, 故 了 算 阵 中 一 定 含有 单数 的 负数 特征 值 . 
由 名 的 列 向 量 作 多 重 矢量 积 ,可 得 
一 VSar 
< | 


N= iaz N'N = 一 1 NI = (1+6a z 


得 单位 法 向 量 
n — (—V3az , iuz, iaz, iaz, — i)" /(1 + 62222 
3 - -是 -全 
i 3 i i i 


ən _ |. N I . az z n AC + 6222212 
a ji i i i |(I+6a22 Qtr) Au 


故 
3 V3 V3 V3 
Tn a I 1 11 
au Ju (1l+6az) ys 1 1 1 
W. We 3 
卫 的 秩 为 1, 匡 为 虚数 对 称 和 矩阵 , 故 其 2 阶 子 式 均 为 实数 . 
再 由 
l1+322 —V3az ~—V3aiz —Saz 
pa -Bert 一 1 十 azz — aZ at 
— 3at 2 ae l+? a= 
[ee ate ae lt 
即 得 
3 一 -43 -v43 
请 <- 六 = ia*z V3 —1 —1 -1 


o UESN a o 二 和 = 


W3 -1 =1 =1 
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易 知 D* = [0]. 
例 4.3.2.2 取 


z= f(x) = Ln (ix, zx) + LnGir s +z) r, E€ R 


即 此 例 的 函数 形式 与 例 4. 3. 1. 3 相似 ,用 z, 替代 那里 的 z; ,将 那里 的 Vf o V, f 
直接 对 应 成 VwF > Vaf 可 知 fr) 满足 定理 4. 3. 2. 1 


作 参 数 变换 
xı =— iu, 
T: = u 
r(u) = 4 x, =— iu; 
Tr = u 


lz = In(u, + uz) + n(u, +u) 


则 现在 z 是 实 函 数 , 其 定义 域 可 取 为 0 < u, <+ co. 
HERR 


即 得 


0 01 

0 1 0 0 

下 二 | 0 o = 0 
Ju 

0 o 1 

w 


wo TI tO 


—1l+w x ww: ww 
wi l+wi w w w wz 

ra wiw: wu —l+u w 
wi wz Wi w u$ 1 +u 


了 是 实 对 称 和 矩阵 . 由 史 列 向 量 的 多 重 矢量 积 可 得 


[iw 
wi 
N = |a, N'N=1 INI = 042i +u)" 
w 
l-1 
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—1—u wi — ww: wwe 
r wi 1— ut ww: — wu 
— ww: ww: —1—w x 
wiw — ww u$ 1 一 地 
H n=N/ |N | ,得 
— iwi — Rol 0 0 
-u —wu 0 0 iNi 
Ən... ES D aln o QNID 
su TNT| © 0 Tei -iwi TNT a 
0 0 (=k — 
0 0 0 0 
w w 0 0 
: 
1 [w w 0 0 
= TT rank] = 2 
I INI |o 0 w w 
L 0 ww wu 


pi -wi 0 o] 


>D = [0 kD = 2 
四 0 w -对 [od se 


0 0 w —wu 


FAP DIAREE. 
以 下 仍然 再 利用 Christoffel, Riemann 符号 对 以 上 结果 予以 验证 . 仍 利用 
符号 


r, = T e ee ryo —(2. 4. 3. 6) 
本 例 中 m=5 m—1=4 
可 得 
w wi 
=a =w n 
Ta = Ds = Ta = Dy, = wi Is = T. = Ta = Ta = w 
wz w 
— u — w 
其 余 的 卫 = 0. 


由 此 可 得 基本 Ru 符号 组 成 的 二 阶 伴随 矩阵 是 
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00000 °] 
0 171 1 1 0 
011 1 1 0 
= uż 
1. Ds ee wiwi 
0 413 24 
00000 


因为 现在 Weingarten 映射 矩阵 的 秩 为 2, 故 Riemann 符号 Ru PUA RIR 
是 非 0 的 . 并 可 注意 到 了 矩阵 的 2 阶 顺 序 主 子 式 = 一 1, 故 可 知 了 矩阵 是 不 定 
HPE. 

可 以 从 以 上 给 出 的 DiR, HRUE R, = 0, t, j = 1, 2, 3, 4. 如 省 略 
DA =0 的 项 , 按 (4. 2. 2a) 式 , 以 1 = j = 1 为 例 


一 Ri = D-T) DD Traa 


= Iu; = tt 


' 2 1 arh ar i x“ 
= 


+ TaTh— Dh Pi Th Th Ti Dar a rah PIP — 
一 PP 一 PP 
对 上 式 简化 ,并 代入 DAFA 


R, a wiw) | wiw) 
Td ` u duz Ju, 


-wi + oÍ + Í — uwi — wiw + 
Hwiw + ww — ww 


其 余 R, 可 类 推 . 
由 此 即 知 以 上 给 出 的 7 矩阵 就 是 真空 Einstein Jy EN R FAR Gk 2 解 ) 度 规 . 
推论 4.3.2.2 设 ze C" wEC, 有 函数 
w= f(z) = glx, y) +x, y) zEDCC" z=xrtiy x,y€ R” 
车 f(z) 满 足以 下 条 件 
(1) f(z) 是 解析 函数 
(2) f(z) 的 Hessian š BEVš f (z) RENERE 
(3) f(z) 的 形式 可 表 成 
fG = fers izpo UU mo ej) 一 (4.3.2.19) 
(A) Vf (z) Vaf (z) = 0 
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则 f(z) 是 满足 定理 4. 3. 1.6 条 件 的 正则 解析 函数 ,并 且 , 取 


f(x) = fQ) | 一 gCx,，D) 十 次 (xb) x € Db) CD. 
一 (4.3.2.20) 


则 f(x 在 形式 上 就 是 满足 定理 4. 3. 2. 1 条 件 的 函数 . 其 中 be R" 是 任 一 个 使 
集合 
D.(b)=D.N{z|Iz=x+ibd x.be R") —(4.3.2.21) 


是 关于 x 的 非 空 单 连通 开 区 域 的 常数 向 量 . n 
这 里 所 谓 “ 关 于 x 的 非 空 单 连通 开 区 域 ”, 即 是 指 , 有 bE R” 及 常数 向 量 a 、 
a, Haa, ,使 


D:(b) = (x+ ib |a < x<a, x€ R") C D, —(4.3.2. 22) 


H D.,(b)dE% (1). 这 保证 了 (4. 3. 2. 20) 式 的 f(x) 有 定义， 

由 以 上 推论 的 (1)、(2) 和 (4) 点 即 知 /(z) 满 足 定理 4. 3. 1.6 的 条 件 , 再 由 
(3) 及 (4. 3. 2. 20 一 21) 式 即 知 /(x) 满 足 定理 4. 3. 1. 2 的 条 件 (只 需 将 下 标 为 户 ， 
j2… 的 x, 变 元 定义 成 虚数 ). 

以 上 推论 表明 了 满足 定理 4. 3. 2. 1 条 件 的 f(x) 在 形式 上 可 以 从 一 个 满足 
定理 4. 3. 1.6 条 件 的 解析 函数 中 直接 导出 . 如 以 上 的 例 4. 3. 2. 1 一 2 中 /(x) 就 
是 取 自 例 4. 3. 1.2 一 3 中 的 /(z) 函数 ,并 按 (4.3.2.20) 式 取 b = 0 导出 的 函 
数 52). 但 这 一 推论 的 逆 , 即 任 取 的 一 个 满足 定理 4. 3. 2. 1 条 件 的 函数 f(x) ,都 
存在 有 一 个 满足 定理 4. 3.1.6 条 件 的 解析 函数 f(z), 使 (x) 可 由 8(z) 按 
(4. 3. 2. 20) 式 的 要 求 导出 , 尚 有 待 论证 . 

以 上 的 分 析 , 从 几何 意义 上 给 出 了 真空 Einstein 方程 解 的 一 种 构造 方法 . 但 
应 说 明 , 以 上 的 方法 不 能 说 已 涵盖 了 真空 Einstein 方程 解 的 全 部 的 几何 构造 
方法 . 

由 以 上 的 分 析 与 示例 已 可 以 看 到 ,要 给 出 真空 Einstein 方程 的 解 ,可 以 由 两 
种 途径 完成 ,其 一 是 假设 z 度 规 是 某 个 曲面 函数 7(x) 产 生 的 [矩阵 所 给 出 的 ,从 
而 ,可 以 利用 SOO RRN T E RE EA D 矩阵 的 性 质 通 过 构造 /(x) 函 数 得 到 
g 度 规 ;其 二 则 可 以 是 利用 Christoffel 符号 按 Ricci 曲率 张 量 恒 为 0 的 条 件 直接 
去 解 出 g BERL. 前 一 种 方法 即 是 上 文 所 说 的 几何 解 , 后 一 种 方法 ( 逆 方 向 的 运算 
在 以 上 示例 中 是 作为 前 一 种 方法 的 验证 算法 出 现 的 . 

不 利用 矩阵 (其 实质 是 不 利用 法 向 量 概念 ) 而 只 利用 Christoffel 符号 求解 
真空 Einstein 方程 的 方法 ,就 是 解析 解 方法 . 


C a< as GRF a 的 各 分 其 均 小 于 az BJP F bor it. 
52] 很 显然 ,5 不 取 为 0 也 是 可 以 的 . 
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解析 解 方法 中 最 著名 的 就 是 K. Schwarzschild 度 规 . 不 考虑 这 一 个 度 规 的 
物理 学 意义 ,用 以 下 算法 表示 这 一 度 规 的 构造 方法 . 
例 4.3.2.3 K. Schwarzschild 度 规 利用 极 坐 标 , 设 真空 Einstein 方程 的 
解 (4 维 曲 面条 件 下 ) 是 
g =— Alr)d? + BCr)drš + r° d02 + r sin: Odg? 
且 其 中 Aœ) 一 Blo) = 1, A .B 是 待定 函数 . 


即 
[— At) 0 
B(r) 
I= š 
P 
Lo rsin? 0 
由 此 ,可 得 Christoffel 符号 (不 恒 为 0 的 项 )， 
ta 1 dA n op mæl dA m ,ld 
h= E rerea re sp 5 
ae 
rh=— p ra= rsi 9, ra= r= 1 
EEN pp S E SY 2 sa = G6s0 
Pi= 一 singcosb Th= Th= L, pi = r= % 
F sin 
利用 (4. 2, 2a) 式 得 Ricci 曲率 张 量 
1A, 1dA/1dA,1dB\_1dA SU 
Ru =— 25 d? taB a (A dr B dr) rB dr ga) 
1dA 1dA/1dA,1dB\ 1 dB 了 
Re = A 2 CA FA r TB qr) 78 dr Ka 
r/ldA_1dB\, 1 
Ru =-l+28[A a B qr)t B =o 


Ra = Ra * sin? 0 
R;=0 G(t2Zj) 
由 此 可 知 ,只 要 给 出 满足 R. = Re = Ra = 0 的 A(r)、B(7) 函 数 ,就 得 到 解 . 
由 以 上 (a、b) 两 式 
Ro 1 


m+ 5-5 + ) 


因 R. = Rx = 0 故 应 有 关系 
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所 以 ， 


ABr) = c( 积 分 常数 ) 
因为 A(co) = B(eo) = 1 故 可 推 知 


ABC) = 19B) = —1 


将 这 一 关系 代入 (a、b、c) 式 得 


以 及 


故 只 要 求解 Ra = 0, 也 就 同时 得 到 Rs = 0 的 解 .由 Rs = 0 得 
dA d 


f 


g tA=le pAs] 
Bp 

rA =r+h (hk 一 积分 常数 ) 
或 


A=1+Í B= (+ 2): 
这 样 便 得 到 K. Schwarzschild 度 规 (下 记 为 K. S 度 规 ) (11, 
g= (14 jasa (1 十 全) ant t 054 sint odg 
T= diag(— (1+4), (1+8), z, sin 0) 


可 知 不 恒 为 0 的 基本 Ru 符号 是 


h 1 h\h 1 h\h . 
Ree = Ron == (1+ )P Ru = y (1+ F) sint 0 


51] 以 上 关于 K.S 度 规 的 构造 解法 , 引 自 (广义 相对 论 导论 ), 唐 笔 华 等 编著 ,广西 师范 大 学 出 版 社 ， 
1997 年 ,第 109 一 113 页 .但 符号 与 下 标 排列 有 所 改动 . 
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二 ! Y Caii ¿ Ñ 
Ron = +[1+2]) E Ram T(1+3] Bs Raw =— Arsin 0 


利用 以 上 示例 ,可 以 说 明 几 何 解 与 解析 解 的 不 同性 质 之 处 . 由 K. S 度 规 的 
非 0 的 基本 Ron 符号 即 知 , 不 可 能 存在 R° (或 C ) 上 的 一 个 曲面 函数 (三 阶 
可 微 )， 


z= fix) xER( 或 xEC) 
并 且 因 其 一 般 函 数 
F(x, z) = z— f(x) = 0 


的 梯度 向 量 VFTVF = 1 十 VfTVf Z 0, ËB] F(x, z) = 0 决定 的 曲面 是 可 定向 的 ， 
同时 ,K. S 度 规 的 二 次 型 矩阵 了 可 以 由 此 曲面 的 第 一 基本 二 次 型 矩阵 所 构造 
出 来 . 

这 是 因为 由 于 Fx, z) = 0 可 定向 ,从 而 其 单位 法 向 量 就 存在 , 且 可 微 . 因 
而 这 一 曲面 函数 就 可 以 构造 出 下 矩阵 .D 矩阵. 则 由 以 上 的 分 析 , 具 有 万 矩阵 的 曲 
面 函 数 , 若 其 了 矩阵 给 出 了 真空 Einstein 方程 的 度 规 , 则 必要 条 件 是 | | = 0. 所 
以 ,可 知 ,必定 要 有 克 矩 阵 的 2 阶 伴随 矩阵 | 下 :| = 0. 由 (4. 3.1.60) 式 和 上 例 中 
K. S 度 规 决定 的 非 0 的 基本 Ru 符号 的 情形 即 知 ,K. S 度 规 对 应 的 | E, | > o. 

这 即 是 说 不 可 能 有 一 个 几何 解 与 K.S 度 规 相 容 . 由 此 即 知 ,每 一 个 几何 解 
都 可 以 看 成 是 一 个 解析 解 ,但 反之 未 必 . 真空 Einstein 方程 的 所 有 几何 解 ( 集 合 ) 
显然 只 是 其 解 的 全 体 ( 集 合 ) 的 真子 集合 . 

再 给 出 一 个 解析 解 的 示例 

例 4.3.2.4 Robinson - Trautman 度 规 51] 


g = Dda? + Sdy + 3xdi? 十 2VZdudr 
iB u= (z, y, u, r)", 这 一 度 规 的 Christoffel 符号 是 


2 


0 
3 
mm 一 | Z T=In=| 2 Ts = r = 
2 0 
3 0 


0 
0 
0 

3⁄2 
4 


51] 引 自 (简明 微分 几何 ), 马 力 编著 ,清华 大 学 出 版 社 ,2004 年 ,第 145 页 . 这 里 有 一 些 改 动 . 
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0 
D. = mu = Iu = r. = Tn=| ya 
o vA 
2 
3 


Ps = 0 
0 
0 
其 余 的 TT = 0. 
这 一 度 规 可 以 产生 的 玉 .矩阵 是 
0 0 o 一 2 0 o 
一 9z- > 
0 la 0 0 ° — š” 
y 0 0 o 0 o o 
Re 
Ere 9 
Er ° ° Hz 0 o 
0 0 o 0 0 0 
0 _ 3, 0 0 o 


现在 有 | 了 ;| 二 0. 但 易 知 了 :矩阵 的 特征 值 中 ,0 只 是 其 2 重 根 .由 2 阶 伴随 矩阵 
特征 值 的 性 质 知 , 也 不 可 能 有 Rs( 或 C5) 上 的 曲面 函数 z = f(x), B. f(x) 所 构 
造 的 了 和 矩阵 就 是 此 度 规 的 二 次 型 矩阵 . 因为 由 R° 上 的 曲面 函数 所 构造 的 7 矩阵 ， 
若 这 一 曲面 函数 的 [矩阵 能 够 构造 出 真空 Einstein 方程 的 解 ,0 必 是 下 和 矩阵 的 
(至 少 )5 重 特征 根 . 

由 上 可 见 , 可 将 几何 解 看 成 是 R"( 或 C") 空 间 上 的 函数 图 像 曲面 上 的 解 ,而 
将 解析 解 看 成 是 (可 能 存在 于 非 标准 内 积 空间 上 的 ) 抽 象 曲 面 上 的 解 . 但 后 一 点 
尚 要 求 有 更 具体 的 论证 . 即 应 当 给 出 在 ( 非 标准 ) 内 积 空间 上 的 抽象 曲面 上 的 第 
一 ,二 基本 微分 形式 及 局 部 标 架 系 方程 组 、 可 积 性 条 件 方程 组 ,从 而 ,使 Raa 
仍 具 有 可 构造 出 Gauss 曲率 的 意义 . 

利用 $ 2. 3. 1 节 中 已 分 析 过 的 R" 空间 上 的 n 维 曲面 ( 线 ) (n 二 m 一 1) 的 概 
念 ,还 可 以 对 上 述 的 真空 Einstein 方程 几何 解 的 曲面 给 予 一 些 更 深入 的 分 析 . 
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仍 利用 以 上 的 示例 ,对 于 寡 零 解 给 出 的 曲面 ,构造 其 对 应 的 实 曲面 参数 
函数 . 

续 例 4.3.2.1 将 例 4. 3. 2. 1 中 的 f(x) 函数 的 xz;, i 二 1, 2, 3, 4 变 元 看 成 
为 实 变 元 ,从 而 f(x) 是 复 函数 ,并 将 其 表示 成 R* 空间 上 的 4 维 曲面 参数 函数 


x=u u€ R° 
ru); 4z. = falu) falu) = cos(Y3au, ) + ertt) 
= = f(u) faw) = sin(/3aui) + etatu) 
其 中 fau), fa AEA 4. 3. 2. 1 中 的 复 函 数 的 实 部 、 虚 部 函数 . 并 记 z = 


Ceas z)". 对 这 里 的 r(w) ERS 可 按 一 般 的 实 函 数 方法 构造 、 克 矩 阵 ,直接 写 出 
结果 


azzTz |J |= O +3a?z"z)? 


S ee 以 
一品 
=... o 
=... o 


1 
= = 加 由 区 的 列 向 量 组 的 多 重 矢量 积 方法 可 得 到 其 单位 法 向 量 


V3at， 
一 al 
一 at 
2 
nD=| =a |. (him) G'r>o 
Zatı + zt: 
t'e 
Zati — zet: 
zz 


其 中 t= (t,t), B ttt = 1. 由 此 可 得 


—3h 一 V3t。 —/3 —V3t 

_ -ya ti h n zTz 

o |n an ti t i (re) 
— 3, t h t 


1/2 


且 由 


542 _ 3 af #: #E Ft 65 434 ME (É E ë 5 8 8] 


1 0 0 0 
p 0 l1+2aztz 一 azzTz 一 azzTz 1 
O 一 azzrz 1 二 2azzrz 一 azzrz 1 十 3azzrz 
0 一 azzTz 一 azzTE 1 十 2azzTz 
得 
e z f: D 
1 +3a’z'z 
W 是 Weingarten 映射 矩阵 . 
记 
wo 
EEA 
则 W 矩阵 的 特征 值 是 


à =—3h L =À, =0 à, = 3h 


所 以 , 例 4. 3. 1. 2 的 复 函 数 对 应 的 实 曲面 是 R° 空间 上 一 个 4 维 曲面 . 这 一 实 曲 
面 是 一 个 极 小 曲面 , 且 是 一 个 法 向 迷 向 的 曲面 . 它 具 有 2 个 线性 方向 线 夹 成 的 2 
维 平面 ,并 且 还 具有 另 一 个 渐 近 方向 . 

可 以 注意 到 复 函 数 曲 面 与 它 所 对 应 的 实 曲 面 之 间 存 在 有 一 定 的 关联 性 质 . 
比如 例 4. 3. 2. 1 中 的 复 函 数 决定 的 W 映射 矩阵 ,不 再 是 自 伴 映射 矩阵 (参见 引 
理 4.3.1.2). 故 ,4 阶 的 W 映射 矩阵 的 特征 根 全 为 0, 即 是 说 0 是 W 映射 矩阵 
〈 即 一 已 矩阵 ?的 代数 4 重 特征 根 ,但 由 于 W 映射 矩阵 的 秩 为 1 , 故 代数 4 重 特征 
根 所 能 决定 的 特征 向 量 只 能 有 3 个 . 从 而 ,0 特征 根 的 几何 重 数 仅 为 3. 或 者 说 ， 
复 函 数 曲面 只 有 3 个 线性 方向 ( 且 均 为 实 方向 ). 这 3 个 线性 方向 在 数目 上 刚好 
与 其 对 应 的 实 曲面 所 具有 的 3 个 线性 方向 (2 个 线性 方向 线 决 定 的 方向 、1 个 渐 
近 方 向 线 决定 的 方向 ) 相 符合 . 其 他 如 极 小 曲面 的 性 质 也 都 是 相 一 致 的 . 更 一 般 
的 分 析 则 可 见 下 一 节 内 容 . 

续 例 4.3.2.2 将 例 4. 3. 2. 2 中 的 f(x) 函 数 似 以 上 的 方式 也 表示 成 R' Z 
间 中 的 以 下 参数 曲面 函数 

x=u u € R' 


w = f.) f.G) = LlnGá +u) + Lnag + ab) 
rlu): 2 2 


ws = falu) falu) = arctg = +arctg a 
u u, 


记 a=uù tu b=u-+u a,b>0 
类 似 地 ,可 得 到 这 一 R° 上 的 4 HE ih 8, # 8 BE 
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w: > x: 
bka 0 ey b 
1 x: > 
0 1+} -2 n 
i= a Ta œ ri- (69 by, 
Rs 0 ab 
ab ab 6 
x > 1 
ab ab 9 AET 
其 中 y — umu tuu, yz = uu, — uus 
t o» 2 
1+ 0 z z 
E ÀS 
N eh “oB Ç , 
I'= [i 
= A ayb o 
ab a a 
-2 u 下 
ps > hg 
以 及 单位 法 向 量 
= 
a 
— yh + yt 
; 
n(t) = ‘h 
一 
5 
—ut Hut 
uiti + uzt: 
其 中 
PAA i 
zeat) 和 中 全 三江 
AERE 
XE RE 
a a 
k PË o O 
= e L " JEE VEN 
a 0 o -£ 4 h IENS GT +b 
# B 
d 
0 A s: 
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其 中 
b = uti Huit: Pe = uti ut 
c= (uj — ui) (— uzti + uitz) + 2usu, (uiti 十 zztz) 
d =— 2usu,(— uzti + uit) + (u — ui) (uti + uzt) 
有 
_p 1 p2 1 piytpay 二 加 7 十 加 32 
AET) aut) aib wh 
p2 1 pı 1 Zbyi+ pix _ piyi + py 
ga Zp bieg) sangan angan) 
| dy dyı + cyz c 1 d Ë Fii 
ab? TT - (+ç) B+) 
dyı + cyz tdy: d 1 c 1 
一 一 il+ ) (+Ç) 
ab? 
IW IS Fab Fo 


可 注意 到 了 了、W 矩阵 的 行列 式 与 4 、ts 无 关 ,trW 二 0,W HRE RELIRE 
A+ACGD) -A+IWI=0 

其 中 A(w) 是 只 与 有 关 而 与 1、ts 无 关 的 因子 . 故 可 知 这 一 实 曲 面 与 续 例 

4. 3. 2. 2 中 的 实 曲面 具有 某 些 相似 的 几何 性 质 , 即 它 也 是 极 小 曲面 ,也 是 法 向 迷 

向 的 曲面 . 这 一 曲面 每 一 点 上 有 4 个 主 法 曲率 ( 非 恒 为 0), 有 2 个 渐 近 方向 . 可 

予以 比较 的 是 ,在 例 4. 3. 2. 2 中 的 复 曲面 上 ,W 和 矩阵 的 0 特征 值 的 几何 重 数 也 是 

2, 即 它 也 只 有 2 个 线性 方向 . 


$ 4.4 真空 Einstein 方程 复 需 零 解 曲面 对 应 实 曲面 的 
性 质 


由 定理 4. 3. 1. 6 条 件 决定 的 C" 上 的 解析 函数 
xv = f(z) z€ D. CC" z=x+iy x,y€ R" 
是 真空 Einstein Jy 2 tj 38 3628 80 BH E. 由 
f(z) = g(x, y) + ih (x, y) 
作 f(z) 在 R" 空 间 上 对 应 的 实 曲面 ， 
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u 
y=v 

rlu, v): u, v€ R” 一 (4.4. 1) 
z, = glu, v) 
z, = h(u, v) 


则 rlu, vi R” 空间 上 的 一 个 2m 维 参数 曲面 . 

由 帮 z) 的 解析 性 质 以 及 以 上 变换 关系 的 可 道 性 质 , (4. 4. 1) 式 决定 的 ru, 
总 是 正则 的 。 

这 样 的 参数 变换 使 得 可 以 在 实 Euclid 空间 上 看 到 真空 Einstein 方程 的 复 
备 零 解 的 属性 , 类 似 这 样 的 方法 ,在 本 书 上 一 节 中 已 使 用 过 . 

由 以 上 的 分 析 已 知道 ,真空 Einstein 方程 寡 零 解 曲 面 一 定 是 极 小 曲面 . 现 再 
利用 上 面 的 规定 ,可 以 得 到 (4. 4. 1) 式 决定 的 实 正则 参数 曲面 的 性 质 , 即 得 到 以 
下 定理 ， 

定理 4.4.1 设 F(z) 是 满足 定理 4. 3. 1.6 条 件 的 解析 函数 , 若 F(z) 还 满足 


USTD Vf = 0 
则 f(z) 对 应 的 由 (4.4. 1) 式 决定 的 实 参数 曲面 ,一 定 是 Re" 二 空间 上 的 (2m 维 ) 


极 小 曲面 ,并 且 还 是 法 向 迷 向 的 曲面 . = 
以 下 的 全 部 论述 均 只 是 在 证 明 此 定理 . 从 (4. 4. 1) 式 可 得 到 
In 0 
Arlu, v) 0 1. 
Iu, v T logr wer 一 (4.4.2) 
Vh” Vh 
所 以 
I= aru pT Pt VT HIRT —04. 4.3) 
其 中 
Vg Vah 
Vz = [s] pä [z] 


了 矩阵 在 形式 上 是 秩 2 BREER. 由 (4. 3. 1.47—53) RAR V.f TV, f = 0 
的 条 件 , 有 


VS VS = (Veg + i Vh (Ve + i Wh) 
= (Vag" Vg — Veh" Vh) + i2 Vh Vg 
=0 
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所 以 
了 
A —(4.4.4) 
由 变换 关系 ,x — u, y = v, 直接 利用 (4. 4. 4) 式 可 得 
e Vg = VAT Voh 
Vh" Vag = 0 
从 而 由 解析 性 ， 
Ve Vh =0 
由 此 即 知 
WirT 了 区 =0 Vg” Vg = Vh” Vh — (4. 4. 5) 


LLI CES CE OLEE EE E EE 


一 VE —Vh 
-Vg V, 
N= €: VE 一 (4.4.6) 
1 0 
o 1 


r 9r(u, v) 
有 NT aw, y H. N 是 列 正 交 矩阵 . 
故 由 多 重 矢量 积 的 算法 即 知 
IZ |= G+ Wg! Vg)(1+ WT Vh) = (1 + Vg! Vg)’ 
并 由 此 可 验证 


po h p, IP (4.4.7) 


其 中 
I—I:=— (1 + Vg! Vg)(Vg Vg! + Vh Vh”) 一 (4.4.8) 
任 取 不 同时 为 0 H9 i, e ER H ru, 的 法 方向 N 
N = Nt t= (t, t)" —(4. 4. 9) 
进一步 ,可 取 
NIN 一 上 NTNt = 1 
可 得 
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ENNE = (1+ Vg! Vg) +ú) = 1 


所 以 rlu, VARRE CO Bf s = — t ,并 有 
G+ 6) 


Nt N: 
nD = NIN 一 让 WE T "O s= (s,s) s's=1 
—(4. 4. 10) 
即 有 
— Vag» —Wh] [—Vig, —Veh 
ants) _ 1 2 2 2 
Iu, V) Tv Ve” | We Veh |5» |- Vigs — Vah |s|- 
0 0 
_ _n(s) a(Ve' Vg) 
I+Vg Vg alu, v) ELEA 
所 以 
ru, v)" Ən(s) _ 1 2 2, 
I=- Su, v) Iu, v T GF VE S +Vh + s) 
一 (4.4.12) 
其 中 
Vag Vag] 
Vg = n A 
Vag Vig 
V4 类似 . 
由 (4. 4.7 一 12) 式 ,得 
= +44 -> — (4.4.13) 


由 (4. 4. 13) 式 可 知 r(u, v) 为 极 小 曲面 . 事实 上 ,由 于 g. h 均 是 调和 函数 , 故 
tri = s, * tr Vg + s; * tr V'h 
而 由 (4. 3. 1. 53) 式 ,得 
trVg =tr(Vig+Vg)—0 
同 理 知 trv = 0 故 
tr 在 一 0 


再 考虑 乘积 
H Q —I:) = (1+Ve' Vg)[ (Vg Ve Vg! + Vg Vh Vh?) + s + 
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+ (Vh Vg Vg! +V'h Vh Vh 1) = s,J 一 (4.4. 13a) 
其 中 
Vag Vg + Veg V, 
vev = [ -E g g £] 
Vag Vig + Vog Vg 
另 由 


Vaf Vf = (Vag +i Vah) (Vg +iVh) 


= (Vag Vg — Veh Vh) + i(Vih Vg + Vig Vieh) 


=0 
可 得 
Vig Vg = Vish Voh 
k Vg =— Vig Voh En 
从 (4. 3. 1. 52) 和 (4. 4. 14) 式 第 1 式 中 可 得 
Vag Vg = Vg Vg 
从 (4. 3.1. 51) 和 (4.4. 14) 第 2 式 中 可 得 
Vag Vag = V,,g VS 
故 
Vang Va 
Ve Ve -2 ] 一 (4.4.15) 
类 似 地 ,由 
dma = Vah tvs v] 
Vag Vh + Vig Vh 
中 可 得 
g Vh = [= e — 4. 4.16) 
Vig Vh 
所 以 


Vag Vg Ve! Vag Vg Vog” 
Ve wr = 2 a g VE nE Va Va 
Vag Vg Vag: Vng Vg Vag 


Vag Vh VhT Vig Veh Vh” 
vev w =| E Vh £ | 


Vag Vh Vh” VogVhVh™ 


34 曲率 张 量 549 


由 以 上 两 式 , 即 知 
tr(Vig 人 TI 二 VSgVAVAT) 
= 2tr(Veg Vg VS8T 十 Vog VEVET 十 VEVVAT 十 VS Vh Vh”) 
= 2tr (Vag (Vg Vag +Vh VhT) 十 VEgCVgVET 十 YA VAT)) 
仍 由 解析 性 
Vg Wg! + Wh Veh” = V,g Vig” +V,h VAT 


故 
tr(Vig Ve Vg! + Vg Vh V h T) = 2tr( (Våg + Vg )(N.g Vg + Yh VhT)) 
=0 
同 理 可 证 
tr(Vh Vg Vg! +Vh Vh Vh”) = 0 
由 此 易 知 (4. 4. 13a) 式 得 
tr 一 三 ) 一 0 
由 (4. 4. 13) 式 即 知 与 %.: 的 取 值 无 关 ,总 有 
trW 一 0 

所 以 ,rlu, v) jè R2 空间 上 的 极 小 曲面 . 


再 考虑 乘积 
(Vg * si +Vh + s2)? = (Vg): si + (V'h Vig + Vg Vh) sise + (Vh)? sè 
其 中 , 记 


Vh Vig + Vg Vh = |、 Ka 


An An 
An = Vag Vah + Vg Verh + Vah Vag +Vah Vag 
且 因为 有 
(VÈS)? = (Vig +i Vith)? = (Virg)? — (Vrh )? +i (Virh Virg + Virg Vith) 
= [0] 


(Vig)? — (Vish)? 一 [0 
| =. ro — (4.4.17) 


Vh Vag + Visg Vish = [0] 
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由 (4. 4. 17) 式 直接 得 Au 中 
Vag Vah + Vsh Vag = [0] 
再 由 (4. 3. 1. 51 一 52) 式 及 (4. 4. 17) 式 
Vag Voh + Vish Vag =— Vash Vsg + Veg Vah) = [0] 


所 以 
An = [0] 
再 由 
An 一 了 
=— (Nh): + (Vig)? + (Vig)? + (Wh)’) 
= [0] 
类 似 地 可 证 A = Az = [0]= Vig Vh + Vh Vig = [0]. 
再 由 
ver = Be ee w vas vas += od 
Virg Vag + Vg Vag Wg Vag + (Vog)? 
(V'h)? 类 似 . 


比较 (Vig)*、(V%)? 的 对 应 项 ,如 
(Vaag)? + Vag Varg = Wah Vuh + (Vash )? 
Virg Vaag + Vng W.g =— Vah Vag + Vag Vash 
= Vag Vah — VEh Vag 
= Voh Vash + Voh Verh 
其 他 两 对 应 项 亦 可 类 似 地 验证 , 故 知 


(Vg)? = (Vh)? 


这 样 , 便 有 
(Vg * s Vh + s2)? = (Vg)? + (st + š) = (Vig)’ 
所 以 
a l EN h e y CVD) Ši 
r= IF vs s Vh e s2) I+ Vg Va (4. 4. 18) 


此 便 表 明 | 了 | 的 绝对 值 是 
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11 = qrp = 


一 (4.4.19) 
(1 十 VgTVE) 


故 | 了 | 与 5 、ss 无 关 . 

所 以 ,rlu,v) 曲 面 在 任 取 的 sv. se 下 的 Gauss 曲率 是 
也 与 % 、sz 的 取 法 无 关 . 

由 此 即 知 r(u, v) 是 法 向 迷 向 曲面 . 

即 证 定理 4. 4. 1. 

在 R" 空间 上 的 一 个 ” 维 曲面 1 < x — 
m — 1 是 法 向 迷 向 的 曲面 ,一 个 最 简单 的 例子 
RÈ R 空间 上 的 直线 . 如 图 4. 4. 1,! ER 空 
间 中 的 直线 ,L. 是 过 直线 ! 上 的 a 点 的 法 空 
间 平 面 ,r 是 以 a 为 圆心 的 L, 上 的 单位 圆 ,A、 
B 是 r 上 任意 的 两 个 不 同 点 . WER Ea 点 
的 单位 法 向 量 是 


一 ”一 = 
aA 或 aB 


直线 fE a 点 处 的 法 曲率 均 是 0. 故 直线 1 就 是 R 空间 中 法 向 迷 向 曲面 的 一 个 
直观 模型 . 
例 4.4.1 fE C' 复 空间 上 的 曲面 


w= f(z) = z! — zi + i2z z; ma wEC 
有 f(z) = g(x, y) + ih(x, y) 
glx, y) = zi — zi — yi + pš 2a ye — 2z: yi 
h(x, y) = Z(t yı — Tayz + ziz; — y1 y2) 


易 验 证 F(z) 是 解析 函数 , 且 


ww =| V] w/w =|; EA 


— z tiz 
有 (Vaf)*=[0] Vf Vf =0 


所 以 ,f(z) 是 满足 定理 4. 4. 1 条 件 的 解析 函数 . 
f(z) 在 R' 空间 上 的 实 参数 曲面 是 
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r(u, v) = 


z, = h(u, v) 


对 于 ru, v) 曲 面 ,以 


m=l yx=15 z=2 y=1 


为 例 , 有 
0 7 
= 0 
W. EE w 
0 5 
由 (4.4.2) 式 ， 
1 0 0 O 
o 1 0 O 
ar |o 0 1 0 
u, lo o o 1 
Oo 0 
7: E e 
由 (4.4.6) 式 
0 一 7 
7 0 
ya a 
ösi? 
1 0 
s vi 
得 
50 0 0 一 49 
0 50 49 0 
I=| oas o 
—49 0 0 50 
4950 0 0 
pad] 5 4950 一 4851 
3801| o 一 4851 — 4950 
4851 0 0 


4851 
0 
0 
4950. 
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2 0 o0 —2 £ £ ` 
0 —2 —2 0 2 ʻo 0 —2 
Vg = Vh = 
0 一 2 —2 0 2 0 0 一 2 
—2 0 0 2 一 2 —2 o. 


可 以 验证 (Vig)* = (Vh). 
并 易 验证 W 映射 矩阵 的 特征 多 项 式 是 


XA — a) = 0 (a>0 


其 中 4a 与 s,、s; 无 关 . 
这 即 是 定理 4.4. 1 的 结论 . 


$4.5 极 小 曲面 ( 续 ) 


由 关于 真空 Einstein 方程 的 等 零 解 的 分 析 已 知 , 能 够 构造 出 满足 Ricci 曲率 
张 量 R 二 0 Yt,j 的 曲面 ,一 定 是 极 小 曲面 . 所 以 极 小 曲面 与 真空 Einstein Jy 
程 的 解 有 密切 的 关系 . 由 于 真空 Einstein 方程 由 Ricci 曲率 张 量 为 0 来 表示 , 故 
极 小 曲面 应 当 与 Ricci 曲率 有 密切 的 关系 . 

在 $3.1.3 中 已 分 析 了 一 般 R” 空间 上 旋转 曲面 为 极 小 曲面 的 条 件 . 那里 的 
极 小 曲面 的 充 要 条 件 , 其 一 般 形式 ,是 由 Monge 形式 的 曲面 函数 的 拟 特征 多 项 
式 (次 ) 首 项 "前 系数 为 0 的 形式 给 出 的 ( 见 (3. 1. 3. DR). 对 于 R" 空间 上 的 
一 般 形式 的 曲面 函数 来 说 ,由 定义 3. 1. 1. 3, 直 接 得 到 f(x) = 0 决定 的 曲面 是 极 
小 曲面 的 充 要 条 件 是 


万 fa fi 
万 fy f, 
fi f, 0 


将 (4. 5. 1) 式 左边 的 项 作 展 开 , 有 


一 0 l<i,j<m -(4.5. 1) 


ZOA. = Sifa — fifu) = 222f.f fa — D OQS D fa 


i<j 


= D2ffsfs+ fisu -Tp 


= = 


所 以 ,(4. 5. 1) 式 又 可 以 表示 成 以 下 形式 
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VEVI —Vf Vf e tr Vf = 0 一 (4.5.2) 
经 整理 ,可 有 一 般 形 式 曲面 函数 f(x) — 0 决定 的 曲面 为 极 小 曲面 的 条 件 ， 


NT VfN = vr Vf 一 (4.5.3) 
六 一 单位 法 向 量 . 
Monge 形式 曲面 函数 z — f(x) 决定 的 曲面 为 极 小 曲面 的 条 件 
VAVI = Q +V/fVf) + tr V°f 一 (4.5.4) 
利用 一 般 的 (4. 5. 2) 式 条 件 , 可 对 极 小 曲面 给 予 一 个 类 的 划分 ， 
(Dtrvf=0 
a. D V°f = [0] 


a. 2) Vf = [0] 
(1.2.1) VfTVf =c c 一 常数 即 Vf = 0 
(1.2.2) V°f Vf # 0 fBV/1V°f Vf = 0 
(2) tr Vf Z OSN (Vf — r Vf. ION= BVS tr Vf. L DN 0 


这 样 , 可 知 极 小 曲面 总 共有 4 种 类 型 
(1.1): 平凡 解 ,如 平面 
(1. 2.1): 真空 Einstein 方程 的 解 曲面 517 


(1.2.2): 如 正 螺 面 r 二 (ucos u, usin v, bu) 
(2): 如 悬 链 面 x = a + Inu +u — at) u =z 十 y 


注意 ,在 以 上 (2) 条 件 中 ,不 能 省 略 (V — ur Vf DÀ 2 0 这 一 条 件 . 因为 
可 将 极 小 曲面 表 成 Monge 形式 


z=/(x) x€ D.C R”! 


F(x, z) = z=— f(x) = 0 
则 


vF = PeR] VF [EY °] 


1 0 0 


[1] 这 是 指 re C" 的 情形 .在 x € R" Bf, (1.2.1) 类 型 的 极 小 曲面 是 存在 (或 是 不 存在 ) 尚 需 进一步 
论证 . 
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若 成 立 〈VF 一 trVsF .Jo。) 三 0, 则 应 有 


(Vf — tr V°f + In) + V, 
eevee .w= | A “=o 


trvf 
即 知 必 有 tr Ver = 0 过 tr VF = 0. 从 而 与 (2) 条 件 蔬 盾 . 
再 由 极 小 曲面 的 定义 , 记 h 是 W 映射 矩阵 的 特征 值 , 则 平均 曲率 


h = 0=> Da, = 0=>( 314.3: = 0 
£t £t 


所 以 ,有 


> = 一 25 Daa, 


ici jem 


由 Ricci 曲率 标量 R 的 定义 即 知 , 极 小 曲面 总 有 


R =— 272: =— tW? —(4. 5. 5) 
= 


(4. 5.5) 式 给 出 了 Ricci 曲率 标量 与 极 小 曲面 W 映射 矩阵 的 相互 关系 . 


Š5 闭 凸 锥 的 构造 一 一 线性 
不 等 式 方程 组 的 解 


S5.1 引 论 


$5.11 线性 不 等 式 方程 组 简 述 
BA = [ai],。 是 n X m 阶 实 矩 阵 ,x、b 是 m、n 维 实 向 量 ， 
Ax >b —(5. 1.1.0) 


就 是 不 等 式 方程 组 的 基本 形式 . 

当 (5.1.1.0) 式 中 的 5b 二 0 时 .17, 称 不 等 式 方程 组 为 齐 次 的 ,否则 称 为 非 齐 
次 的 . 

规定 用 a" 表示 A 的 第 i 行 向 量 , 用 a’ 表示 A 的 第 j 列 向 量 . MJ 


ar 
E a] |Ë 
a, 
除非 A 是 实 对 称 矩阵 ,一般 地 ， 
al Æ la)" 
由 此 ,(5.1.1.0) 式 可 写成 为 
alx2>b, i=1,2, +, n 一 (5.1.1.1) 


共 nn 个 不 等 式 组 成 的 方程 组 . 


C1) 这 里 隐 含 0 也 是 m 维 向 量 . 一 般 地 ,本 书 总 风 含 等 号 (或 其 他 关系 符号 ) 两 边 的 矩阵 (向 量 ) 是 具有 
相同 行 维 数 的 ,也 总 隐 含 两 矩阵 (或 向 量 ) 在 相 乘 . 相 加 时 ,其 行 , 列 的 维 数 都 是 符合 运算 规则 的 . 
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与 每 个 线性 等 式 方程 组 只 代表 它 自己 所 表示 的 那 一 组 方程 不 同 ,(5.1.1.1) 
式 应 当 被 理解 成 对 每 个 下 标 i, 都 有 2 个 不 同意 义 的 方程 (对 不 同 的 x) 成 立 ， 


alx = b, 
e° rb i= 1,2, -, n 
fz >b 
所 以 ,(5. 1. 1. 1) 式 其 实 可 看 成 为 2 个 方程 组 组 成 的 方程 . 
将 1, 2，…, ?序列 任意 划分 成 2 个 不 相交 的 子 列 ， 


(i is e h) U (jo js} = (1, 2, s n) k+p=n 
可 写 出 (5. 1.1. 1) 式 中 含有 的 下 列 方程 组 


ax =b, t=1,2, =, k 
' i —(5. 1.1.2) 
ajx >b, s=1,2, =, p 


如 果 有 x € R” 使 (5. 1. 1. 2) 式 成 立 , 就 称 其 为 相 容 的 ,否则 就 称 其 为 矛盾 的 . 由 
类 遍 取 0，1，…, n BD 8105.1. 1. 2) 式 形 式 的 方程 组 共计 2" 个 . 

显然 ，(5.1.1.1) 式 中 所 含 的 2" 个 方程 组 中 只 要 其 中 的 某 一 个 (如 
(5.1.1.2) RER) 是 相 容 的 , 那么 , (5.1.1.1) 式 就 是 有 解 的 . 换 句 话说 ， 
(5.1.1.1) 式 有 解 ,不 排除 它 所 含 的 2" 个 方程 组 中 可 能 含有 矛盾 方程 组 . 

4 b 一 0 时 ,(5.1.1.1) 式 总 是 有 解 的 . 因为 x = 0 一 定 是 它 的 ( 特 ) 解 . 当 
b #0 时 ,(5. 1. 1. D 式 就 有 解 的 存在 性 问题 ( 见 下 文 ). 

(5.1. 1. 2) 式 表示 的 方程 组 中 ,最 重要 的 是 


ax, >b, i=1,2, =, n —(5. 1. 1.3) 


方程 组 . 以 下 会 说 明 , 若 (5. 1. 1. 3) 式 有 解 , 则 对 于 b 二 0 时 ,(5.1.1.1) 式 表示 的 
齐 次 不 等 式 组 的 2" 个 方程 组 就 都 是 相 容 的 . 
显然 ,(5. 1. 1. 2) 式 中 也 含有 等 式 方程 组 


alx=b i=1,2,--, n 人 


在 内 . 故 等 式 方程 组 只 是 不 等 式 方程 组 的 特例 . 对 于 b A 0 的 非 齐 次 方程 组 
(5.1.1.1) 式 , 当 (5.1.1.3 ~ 4) 式 都 有 解 , 则 其 所 含 的 2" 个 方程 组 全 都 是 相 
容 的 . 

(5. 1.1. 1) 式 含有 的 2" 个 (5. 1. 1. 2) 式 所 表示 的 方程 组 都 是 矛盾 的 ,那么 ， 
(5.1.1. 1) 式 就 没有 解 . 

如 果 (5. 1. 1.0) 式 所 表示 的 不 等 式 方程 组 有 解 , 则 将 其 解 的 全 体 用 集合 
P(Ax > b) 表示 . 


P(Ax >b) = {x |Ax22b x€ R" 
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所 谓 不 等 式 方程 组 的 解法 ,就 是 给 出 能 够 构造 出 P(Ax > b) 集合 的 算法 . 
显然 P(Ax > b) 是 凸 的 、 闭 的 . 当 有 xE P(Ax >b), HERA >o, 
àx € P(Ax > b) WK P(Ax > b) 为 锥 . 
在 (5. 1. 1. 0) 式 不 等 式 方程 组 中 ,有 以 下 2 个 特殊 类 型 的 不 等 式 组 ， 
Ë E >0 


—(5. 1.1.5) 
x 二 0 x> 0 


这 里 C Jt n x m MIERE. 若 记 
k= [E] =l) 


Ax >B 


这 一 形式 的 . 其 中 I 是 m Xm 阶 单位 矩阵 .但 以 下 会 看 到 ,任意 形式 的 线性 不 等 
式 方程 组 最 终 或 者 都 可 以 归结 为 (5. 1. 1. 5) 式 这 类 形式 的 不 等 式 组 或 者 就 可 以 
直接 被 解 出 来 . 

约略 地 说 , 当 (5. 1. 1. 0) 式 中 的 矩阵 A 是 行 满 秩 时 , (5. 1. 1.0) 式 可 利用 线 
性 等 式 方程 组 现成 的 理论 成 果 直 接 构造 出 解 集合 P. 当 A 矩阵 不 是 行 满 秩 时 ， 
则 (5. 1.1.0) 式 就 可 以 被 归结 为 (5.1.1.5) 式 形式 的 不 等 式 方程 组 . 而 对 于 
(5. 1. 1. 5) 式 形式 的 不 等 式 方程 组 ,可 以 利用 多 胞 形 表示 定理 来 构造 出 它 的 解 
集合 . 

把 这 两 部 分 解法 综合 起 来 就 可 以 构造 出 任何 形式 的 线性 不 等 式 方程 组 的 解 
集合 511 


$5.1.2 多 胞 形 表示 定理 


考虑 (5. 1. 1. 0) 式 所 表示 的 不 等 式 方程 组 ,并 设 其 中 的 矩阵 A 是 行 满 秩 的 . 
rank À = n < m. 


由 线性 等 式 方程 组 有 解 的 定理 ,可 知 , 若 
Ax=b 一 (5.1.2.1) 


则 以 上 不 等 式 组 仍 是 


方程 组 有 解 , 则 其 充 要 条 件 是 
rank A = rank[A : b] 


其 中 [A : b] 是 增 广 矩 阵 . 并 且 , 若 (5. 1. 2. 1) sC y FEB 8 , W| Jt 2: 8E fx 可 表 
示 成 


513 与 不 等 式 方程 组 有 关 的 理论 背景 ,如 不 等 量 公理 .不 等 式 的 性 质 等 ,可 见于 其 他 的 文献 . 
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x= x +x x° € N(A) ==(5. 1.2.2} 
其 中 x 是 一 个 特 解 ,N(A) 是 矩阵 A 的 零度 (空间 ) 集合 , 即 齐 次 方程 组 


Ar 一 0 一 (5. 1.2.3) 


的 解 集合 . 
iu € R; I n 维 Euclid 空间 的 正 象限 上 的 任 一 向 量 , BB u > 0. 当 
rank A =n 时 ,将 (5. 1. 1. 0) 式 不 等 式 方程 组 看 成 是 以 下 形式 的 等 式 方程 组 ， 


Ax>b@Ax=b+u2>b u€ R, — (5. 1. 2.4) 
现在 ,显然 地 有 

rank A = rank[A : b + u] 
对 任 一 &E RI 均 成 立 . 所 以 对 任 一 给 定 的 u 


Ax=b+u 
EAMH 3 B Jt 4 8609816 yau) 集合 ,有 
xG) = {x| x= x +x Ax =b+u x E€ N(A)} 一 (5.1.2.5) 
那么 ,显然 (5. 1. 1. 0) 式 的 全 部 的 解 就 是 
P(Ax2>2b) = (x|x€ yY ču) u € R) 一 (5. 1.2.6) 


再 由 (5. 1. 2.4) 式 ,以 及 线性 等 式 方程 组 解 的 迭 加 性 质 ,可 以 将 其 中 的 特 解 
x 分 解 为 


x = x, +x, 一 (5.1.2.7) 

并 有 
Ax; =b Ax, 一 w 志 0 —(5. 1. 2. 8) 

成 立 . 

从 (5.1.2.6) 式 即 知 ,如 果 x €E P(Ax 三 b) ,那么 ,x 一 定 能 用 
x= x,+x +x. ($. 1.8: 9 
这 样 的 形式 构造 出 来 . 故 

P(Ax >b) = (x|x=x,+x='+x, Ax, =b Ax°=0 Ax, =u u€R:) 
—(5. 1. 2. 10) 
由 (5.1.2.10) 式 ,已 知 x, 十 x 其 实 就 是 线性 等 式 方程 组 (5. 1. 2. 1) 式 的 解 . 对 此 


人 所 熟知 . 
H rank A 一 上 ,对 A € R” ,以 下 规定 A 的 分 块 表示 是 
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| 


An € R°“ rank An = k, An € RD, An € RP, Ay € RUPO, 
A, € R>”, A, € Reoroxmn. 


Ë k = n < m, HARHA 
A=A, = [An Ax] 


由 这 样 的 记 法 ,在 以 上 讨论 的 AE R” rank A = 情形 下 , 记 


An b 

s= [ ] 一 (5.1.2.11) 
0 

一 ANA 
A= | š: "| 一 (5.1.2.12) 

To 

以 及 

G =A AA+*=1, —(5. 1. 2. 13) 


其 中 A* 是 A OARE CH G.A 的 计算 方法 以 下 会 给 出 . 
则 (5. 1. 2. 10) 式 可 表 成 ,对 任 一 x € P(Ax >b) 


x=B+At+Gu rtER ”ucER 一 (5.1, 2.14) 
或 直接 表示 成 
P(Ax >b) = (x |x=B+A +Gu rtER u€R) 
一 (5.1.2.15) 


由 于 B.A 的 存在 显然 . 由 广义 逆 矩 阵 的 有 关 定理 ,A+ 也 存在 , 故 可 得 以 下 
定理 . 


定理 5.1.2.1 线性 不 等 式 方程 组 AE R” x€ R" beER 


Ar 二 
3⁄ rank A = n, 一 定 是 相 容 的 . = 
再 设 (5. 1. 1. 0) 式 不 等 式 方程 中 的 矩阵 A, 有 
rank A = r<n 


这 里 隐 含 了 可 以 有 


rankA=m=r<n 
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仍 将 A É b 作 分 块 处 理 
A b, rXm CaN Xm r mr 
a[i] ,- L] A, € R” AER b € R b, € R 
且 设 rank A, = r. 从 而 有 子 不 等 式 方程 组 
Ax >b, 一 (5.1.2.16) 


(5. 1. 2. 16) 式 可 以 构造 出 (5. 1. 2. 14) 式 所 表示 的 解 , 简 化 符号 仍 将 其 记 为 
x= B+ At +G,u 
将 这 一 结果 代入 子 不 等 式 组 


A,x > b, —(5. 1. 2. 16a) 
即 应 有 
A,(B + At + G,u) > b, 
显然 有 
A,A = [0] 
因此 由 前 一 式 即 得 
A, * Gu > b, — A,B 
| I AEA —(5. 1. 2.17) 
u>0 
不 等 式 方程 组 
记 
C= A, ° G, 
b = b, — A,B 
6.1.2. 17) 式 就 是 
Cu >b 
一 (5.1.2.18) 
u>0 


形式 的 不 等 式 方程 组 . 
称 (5. 1. 2. 17 一 18) 式 构造 出 来 的 方程 组 是 (5. 1. 1.0) 式 的 解约 束 方程 组 . 
但 现在 (5. 1. 2. 18) 式 存在 无 解 的 可 能 . 例如 以 下 (5. 1. 2. 18) 式 形式 的 不 等 
式 方程 组 显然 无 解 .对 任 一 a € R", a Z 0 


a'x>b 
[ase (之 c 之 0) 
x>0 
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(5.1. 2. 18) 式 ( 即 (5. 1. 1. 5) 式 ) 有 解 的 条 件 以 下 章节 会 予以 分 析 , 这 里 不 再 
展开 . 

定义 5.1.2.1 SCR ERR, € S,# x° 不 能 表示 成 S 中 两 个 不 同 
点 的 严格 凸 组 合 , 则 称 x° 是 S 的 极点 . C 

因此 , 当 x € S 是 极点 , 则 车 有 x'、x ES, 0<a<1 iE 


x =a x +(1—a + ° 


成 立 , 就 必 有 x' = x = x°. 
定义 5.1.2.2 设 SSR" 是非 空 止 集 ,deE R", d 天 0, 如 果 


x+t-d€S,Vx€S, Yt>0 


称 d 是 S 的 一 个 方向 . Ld, d Jë SISWA rl EEEa > 0 d =a*d'， 
则 称 d? fl d° 是 相同 的 方向 . 如 果 S 中 的 方向 d 不 能 表示 成 S 中 的 两 个 不 同方 向 
的 正 线性 组 合 , 则 称 d 为 S 的 极 方向 . = 
定理 $.1.2.1( 多 胞 形 表 示 定 理 ) 设 P(Ax = b, x > 0) 是 
Ax=b 
x 二 0 


等 式 一 不 等 式 方程 组 的 解 集合 , 且 P(Ax = b, x 二 0) + @.W x€ P(Ax = b, 
x >= 0) 的 充 要 条 件 是 ,x 能 由 P(Ax = b, x > 0) 中 的 极点 x'、 极 方向 d’ 以 正 线 
性 组 合 的 方式 表 出 , 即 和 1) 

x= sx 二 Doa’ ssy>0 Js =l 


im 


~(5. 1. 2. 19) 
C 


1 


A 


k<+œ 0< "<+o 


能 以 (5. 1. 2. 19) 式 的 形式 构造 出 来 的 集合 称 为 多 胞 形 . 

由 以 上 定理 可 知 , 若 P(Ax = b, xZZ0) 非 空 , 则 其 中 至 少 存在 1 个 极点 , 且 
只 存在 有 限 个 极点 、. 极 方向 . 

若 多 胞 形 中 不 存在 极 方向 Co = 0), 则 称 其 为 多 面体 . 一 个 多 面体 显然 是 由 
其 全 部 极点 的 凸 组 合 构造 出 来 的 集合 . 多 面体 总 是 有 界 的 . 

推论 5. 1. 2. 2( 多 面体 表示 定理 ) 若 P(Ax = b,x 二 0) 是 非 空 有 界 集合 ， 
x, i= 1，2,，…, 上 是 其 全 部 极点 , 则 x E P(Ax = b, x> 0) 的 充 要 条 件 是 ,x 
能 表示 为 x' 的 凸 组 合 , 即 


[51) 多 胞 形 表示 定理 及 本 节 所 引述 的 另外 一 些 定理 、 推 论 的 证 明 可 见于 其 他 文献 , 如 《 非 线性 最 优化 》， 
谢 政 等 编著 ,国防 科技 大 学 出 版 社 ,2003 年 ,第 二 章 , 这 里 不 子 详 述 . 
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4 

x= Dsx' s20 Ds=1 1 去 4<+oo 一 (5. 1. 2. 20) 
5 Ç 

= 


可 以 将 以 上 定理 推广 到 P(Cx > b, x > 0) 的 集合 上 . 为 此 先 引出 以 下 推 
论 . 对 集合 P(Ax > b) 中 的 极点 ,有 以 下 推论 存在 . 
推论 5.1.2.3 # A € R”", x€ R", bE R'", 不 等 式 


Ax>b 
有 解 . 记 i = 1，2,…,n 中 的 一 个 子 集 合 1(x)， 
KD = {i| arb i= 1 2, n) —(5. 1. 2. 21) 
作 子 矩阵 
a, 
Ann = |a; is is e € IG) 
并 设 rank(A) — m < n 
则 x € P(Ax > b) E-A AN (iO 
rank(A yn) = m C 
证 明 : 若 rank(A,.,, ) = r < m, B| 
Ax y= 0 


有 解 了 天 0. 且 由 下 标 集合 I(x) 的 作法 及 xE P(Ax >b), 
ax =b, 3 i€ IGO) 
ajx>b, jE Ix) 
故 取 充 分 小 的 8$ > 0, 作 
x = x+ó x =x—ój 
则 总 可 以 有 
ax =b, 当 iE IO) 
ax’ = ajx +Šaly >b, 24 j € IG) 
故 x' € P(Ax >b) AETA x € P(Ax 之 b), 但 由 此 又 有 


C1) 见 ( 全 局 优化 引 论 ), R. Horst 等 著 , 黄 红 选 译 ,清华 大 学 出 版 社 ,2003 年 ,第 5 页 及 题 1. 1 解 . 
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二 
r= yx t3" 


故 知 x 不 是 P(Ax > b) 的 极点 . 
车 rank(Aiw) = m. 假设 x 不 是 P(Ax > b) 的 极点 , WEE, e € 
P(Ax >b), x Ax, 0 二 a 过 1, 使 得 


x=asxm +(1—a) ° 


于 是 
alx =a» ajx + (Oa) .ax =b, i€ IG) 
已 知 
ajx’, ajx’ >b, i€ IG) 
故 知 必 有 ar 一 ar =b, i€ Kx) 
从 而 Iœ C a) N TO) 


再 由 rank(Aiw) = m, 意 味 着 存在 IC IG) 且 工 的 势 | 了 | 为 m, 以 及 非 奇 
HHR A ,使 


Ax' =b, Ax’ =b, 


其 中 b= (b), i € LUER x' = x ,n[ 81 x RJE. BWE. 
这 一 推论 意味 着 P(Ax > b) HARE EIM, 


个 . 现 已 知 P(Ax > b) 的 极点 数 的 上 界 可 以 更 准确 地 表示 为 


aln, m) = eR] n- =] 
da 


m n—m 


+ 


其 中 心 J 表 示 小 于 或 等 于 c 的 最 大 整数 ， 人) 为 组 合 运算 符号 . 在 有 些 情况 下 , 存 


在 极点 数 等 于 p(n, m) 的 多 胞 形 . 在 这 个 意义 上 ,pln,，m) 是 准确 的 上 界 估计 
fm Cl) 由 此 可 以 附带 地 知道 ,在 未 解 出 不 等 式 组 之 前 ,是 难以 预先 知道 
P(Ax >b) 所 含有 的 全 部 极点 数 的 . 

Ji n 2 m, A € R™, rank A = m, 构 造 函 数 


C1) McMullen, 1970 年 给 出 , 见 前 注 ,第 5 页 、 
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fO) = > ax — b.) 
= 


WE P(Ax > b) 非 空 时 ,对 任 一 x € P(Ax >b), 

aix >b, i=1,2,.…,n= f(x) > 0 
故 f(x) 有 下 界 ,f(x) 的 连续 性 显然 , 故 f(x) 在 x E P(Ax > b) 上 必 能 取 到 下 
确 界 . 设 f(x) 在 x=x 处 取 到 下 确 界 , 则 可 知 rank(Ai)) = m 必 要 成 立 . 否则 ， 
荐 rank(Aiw)) = r < m, fii IO) = {1,2,…, 7r), 则 在 以 下 方程 组 


中 可 得 到 通 解 ， 
=V +a ER 


4 是 asx = 0,i= 1，2,，…，,r 齐 次 方程 组 的 基础 解 系 矩阵 . 将 此 通 解 代入 f(x)， 
得 


fG) = f) 5 lata), 
其 中 必 是 A 和 矩阵 的 第 7 列 向 量 . 取 | e | 充分 小 ,如 对 充分 小 的 8 二 0 取 


š; =— sign( > oo) 6 
其 中 sign(*) 是 取 符 号 函数 . 则 必 有 


fG) = Fo) 一 中 | Da |+ 8 < /or) 
K 

HEFa’ =b, i=1,2,-, r; ajx >b, i= r+1, =, nD R ala: = 0, 
i=l, 2, 一 1，2,，…， 丈 一 的 关系 即 知 ,对 充分 小 8 之 0 总 成 立 AZ > 
b, 故 XE P(Ax > b), UA x KAREE SO) fE x € P(Ax > b) Fñ F ft PL OR 
像 ), 这 样 即 知 以 上 结论 . 附带 即 知 当 b — 0 时 ,f(0) 总 是 f(x), x€ P(Ax 20) 
的 下 确 界 . 再 由 推论 5. 1. 2. 3, 可 得 到 以 下 推论 : 

推论 5.1.2.3a 设 PCAx > b) FEX rank A = m, l| P('Ax > b) 中 至 少 有 
1 个 极点 ,至 多 有 有 限 个 极点 . l 

由 上 即 知 /(x) x € P(Ax > b) 的 下 确 界 ( 原 像 ) 点 x" 即 为 P(Ax > b) 的 
极点 . 附带 即 知 当 b = 0 时 ,x” = 0 总 是 P(Ax > 0) 的 极点 . 

而 对 于 极 方向 有 以 下 推论 (符号 意义 同上 ). 

推论 5.1.2.4 若 AE R°", x € R", b € R" 不 等 式 


Ax>b 


566 3 IAk # F h 234 £ iÉ R e 5 5 3) 


有 解 ,并 有 rank A = m, H P(Ax > b) 存在 极 方向 ,那么 , 设 x € P(Ax > b) J: 
P 的 极点 , 任 一 d 若是 P(Ax > b) 的 方向 ,必要 条 件 是 存在 u € RY, u Z 0,f# 


d= Ai'u 
HEH u = e; € R}, RX 
d=t°*Are, 1>0 
并 且 d 是 P(Ax 之 b) 中 的 一 个 方向 , 则 d 一 定 是 极 方向 . C 


证 明 : 由 于 x 是 极点 ,d 是 P(Ax 三 b) 中 的 任 一 方向 . WJ 
A, © G HAD) = Annt + Aud = bui + Ansd 2 bri 
故 知 必要 有 
Anod > 0 
从 而 有 了 CTCx'), | 1 |= m RER AEEA, Ru € R ,成 立 
d = A;'u 
即 P(Ax > b) 中 的 任 一 方向 都 能 用 任 一 极点 x' 对 应 的 As, E RE th ft) nT AE BE 


的 A, DEREAT 的 列 向 量 的 正 线性 组 合 表 出 . 
车 P(Ax > b) 中 的 一 个 方向 d, 比 如 说 可 成 立 


d=tAn'e=t*a 1>0 
其 中 a 是 AT 的 第 1 列 向 量 , 设 d 不 是 极 方向 ,那么 ,就 有 P(Ax > b) 中 的 相 异 
HAAN d, d’, 0 二 a 二 1, 使 
d=a+sd' +(1—a) + d° 
但 由 以 上 结果 ,应 有 ww、w € RT, u, w 关 0, 使 
d' = A;'u' d = A u’ 
故 应 有 


Ad =a+-Ad' + (1 —a) :Ad =as+*u! + (1—a) = te, = 


所 以 , 必 只 有 
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0 0 
w=|. =j. usu >0 am+(1—aw 一 上 
0 0 


BD d'. d° 只 能 是 与 4 相同 的 方向 , 即 知 4 是 极 方向 . 即 证 . 
以 下 会 指出 ,4 是 P(Ar 之 包 中 的 极 方向 ,并 且 rank A = m Bi , * R 48 d 
是 矩阵 A 的 某 一 个 mm X m 阶 可逆 子 矩阵 


AE 3 
(uses) 
1,2, e,m 
的 逆 矩 阵 的 某 个 列 向 量 a'( 最 多 相差 一 个 正 数 倍 ), 且 成 立 Aa’ 2 0. 由 此 可 知 


P(Ax 之 b) 中 的 极 方向 总 数 肯定 小 于 履 个 .类 似 与 极点 总 数 ,在 不 解 出 不 等 式 组 
之 前 ,预先 难以 知道 存在 多 少 个 极 方向 . 

由 以 上 推论 即 得 到 以 下 定理 . 

定理 5.1.2.5( 广 义 的 多 胞 形 表示 定理 ) Ü P(Ax > b) Jë 


Ax 二 b 
方程 组 的 解 集合 , A € R”, xE R", bE R", 且 nn 之 m, 并 成 立 
rankA=m 


则 车 PCAx > b) 非 空 ,对 x € P(Ax 之 b), 必 可 表示 成 


—(5. 1. 2. 21) 


1<k<o 0<v<to 


a 
HP x', d’ 为 P(Ax > b) WRA, B i O m 
定理 5. 1. 2. 5 中 , rank A = m 的 条 件 不 能 缺失 . 


对 CE R”, b € R' 构造 A € Re, b € R, 


则 


51] 参见 (全 局 优化 引 论 》, R. Horst 等 著 , 黄 红 选 译 ,清华 大 学 出 版 社 ,2003 年 ,第 6 页 ,定理 1.7. 
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R. rank À = m 


故 由 定理 5.1. 2.5, 若 P(Cx > b, x> 0) EZ, W x € P(Cx > b, xZ2 0) 
一 定 可 表 成 (5. 1. 2. 21) R. It, iG E f SE BE: 


B=[x x, =, e] D,=[d', dt, =, d°) 
可 将 (5. 1. 2. 21) 式 写成 为 
x=@ s+D v s,v2>0 >s =1 x€ PCx2>0,x2>0 
—(5. 1. 2. 22) 


回 到 (5. 1. 1.0) 式 的 解约 束 方程 组 (5. 1. 2. 18) 式 ,由 以 上 的 结果 , 若 解 约束 
方程 组 是 相 容 的 , 则 其 解 便 可 由 (5. 1. 2. 22) 式 表示 , 记 为 


u=@ s+D v s,v>0 >s =1 ucPCu>b, u20) 


将 此 结果 再 代 回 到 (5. 1. 2. 14) 式 , 便 有 


x= B+G, s+At+GDy sy 二 0 Xs. =1 t€ R” 


注意 到 可 有 
B+G 0,s=®% s>0 Ds =1 
HEP 0 S W: k Se FUE BE G, D, 的 各 列 向 量 加 B 后 的 矩阵 ,再 简 记 GoD, = D, ER 
可 简 记 为 
x=ds+A+D s,v>0 Ds,=1 r€ R” x€ P(Ax >b) 
Í 一 (5.1.2.23) 


(5. 1. 2. 23) 式 就 是 (5. 1. 1. 0) 式 表示 的 不 等 式 方程 组 的 通 解 形式 . 它 的 意义 
很 清晰 , 即 表示 (5. 1. 1. 0) 式 的 解 由 3 个 部 分 组 成 ， 


n= => Ax, >b,H |Ax, || <+% s>0 > =1 


x, = At => Ax, =0 ER rank(A)=r 
x, = Dv = Ax, >0 v>0,H max || Ax, || =+, v#0 Ax, #0 
x=x +x,+x > Ax >b 


Hp x, 代表 的 是 一 个 由 P(Ax Z b) 的 基点 (意义 见 下 文 ) ARRARO 凸 组 
€, x, J: NCA) 即 零度 空间 ,xs 显然 是 A 的 正 交 补 空间 中 的 锥 . 这 可 从 Gu 具有 的 
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J” X BE At 的 性 质 与 D, 是 由 P(Cu > b' , u > 0) 的 极 方向 组 成 的 矩阵 即 知 
Ax, >0>AD.-v>0 


因为 "之 0, 故 必要 有 


AD 二 0 
成 立 . 故 DD 矩阵 的 任 一 列 向 量 与 超 平面 
arx 一 0 
的 法 方向 向 量 a,， i = 1, 2,…，, 7 的 夹 角 或 是 锐角 或 为 正 交 ,并 且 不 全 为 正 交 . 


故 知 ,D 的 任 一 列 向 量 总 在 N CA) 的 正 交 补 空间 中 . 

由 (5.1.2.23) 式 , 解 出 (5.1.1.0) 式 的 算法 即 可 归结 为 分 别 找 出 这 三 个 部 分 
的 解 集合 . 

由 (5.1.1.0) 式 矩 阵 A、 向 量 5 的 具体 形式 的 不 同 ,(5. 1. 2. 23) 式 的 实际 形 
式 也 会 有 所 不 同 . 

这 里 需要 说 明 的 是 , 当 


rank À = r < m 


时 ,由 于 P(Ax >b) 的 解 中 必 含 有 At，tE€ R” — 0, OC DJ rh ij D,D E 
阵 的 任 一 列 向 量 均 不 能 视 为 是 极点 、 极 方向 . 如 记 9' 为 更 的 第 7 列 向 量 , 取 任意 
BJ r 0, t € R" fE 


i= 9'+At 

9 一 9 一 人 
M pi# pi HH pi, pE P(Ax >b), ARRE 
ilo’ 

v= oito; 


可 知 9' 不 是 极点 .对 D AE RE RY AE — F 15] t ti 28 eL. 

由 此 , 当 rank A = r < m Bf ,#k P(Ax > b) 的 解 的 构造 的 (5. 1. 2. 23) 中 的 
DE PERZ H Bi p” E: P CAx > b) 中 的 基点 ,类 似 地 , 称 也 矩阵 的 列 向 量 ( 记 为 d’) 
是 基 方 向 . 基点 、 基 方向 在 P(Ax > b) 集合 中 并 不 是 唯一 的 . 但 与 齐 次 线性 等 式 
方程 组 的 基础 解 系 的 情况 类 似 , 当 确 定 了 P(Ax > b) 中 的 一 组 基点 、 基 方向 ( 假 
设 它们 存在 ) ,那么 ,由 这 组 基点 、 基 方向 及 N(A) 空间 的 任 一 组 基础 解 系 向 量 ， 
按 (5. 1. 2. 23) 式 便 能 构造 出 P(Ax > b) 的 任 一 元 素 x. š 

当 rank A = m 时 ,P(Ax > b) 的 基点 、 基 方向 就 具有 唯一 性 ,从 而 ,就 成 为 
极点 、 极 方向 . 以 下 以 “顶点 ”作为 基点 、 极 点 的 统称 ,以 “ 棱 线 ”统称 由 基 方 向 ( 极 
方向 ) 决定 的 射线 . 关于 基点 、 基 方向 的 进一步 分 析 ,会 在 以 下 章节 中 展开 . 
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推论 5.1.2.6 A € R””, x€ R". b € R" 等 式 一 不 等 式 方程 组 


Ax =b 


一 (5. 1. 2. 24) 
x>0 


的 解 集合 P(Ax = b, xZ>0) # Ø, x € P(Ar 一 bx 二 0) 是 一 个 极点 , 则 其 
充 要 条 件 是 的 正 数 分 量 z, > 0 的 下 标 j 对 应 的 A EREINA, j = 1, 
2，… 是 线性 无 关 的 513 " 

证 明 : 由 推论 5.1.2.3 即 可 导出 以 上 结果 . AAA X NAR, > 0， 
i= 1,2, =, m Rx X P (+) 的 极点 ,构造 


故 立 的 正 数 分 量 对 应 的 ao, j= 1, 2, ---, m 列 向 量 必须 是 线性 无 关 的 . 这 里 显然 
HAT n>m. 

若 立 的 分 量 中 含有 的 正 数 分 量 的 总 数 为 上 个 ,1 < k < m, 则 不 失 一 般 性 , 假 
Z. >0,i=1,2,-, k, Z = 0,k<j<m+J 


IG) = (1, 2, =, n n+k+ 1, n+k+2, =, m+n} 


1.2, s, n 1, 2, C n 
k, = fA a | 
À = | U, 2, es k k+l, k+2, =, m 

0 le 

因此 有 


Arm * X = b. 


bo, = l. ] 


Cl) 《 非 线性 最 优化 ), 同 前 注 ,第 39 页 定理 2. 2. 2. 
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Ona E m — k t 0 向量. 
所 以 立 是 极点 的 充 要 条 件 是 


Z Ty 
y PEE e rank(A|， 2 ,))= k 


从 而 即 有 以 上 结论 . 

这 一 推论 在 线性 不 等 式 方程 组 的 解 以 及 非 线 性 规划 理论 中 都 有 重要 应 用 . 
在 本 书 的 下 一 章 中 ,还 将 从 另 一 角度 给 出 这 一 推论 的 一 种 证 明 . 

在 m 三 2 的 情况 下 ,通过 图 解 就 能 确定 线性 不 等 式 方程 组 的 解 ,这 是 为 人 熟 
知 的 . 在 图 5. 1. 2. 1 中 给 出 了 两 个 简单 例子 . 左 图 显示 的 是 一 个 顶点 在 x 点 的 锥 
体 ( 阴 影 区 域 ) ,4 , 直线 是 


T 
aix = bi.: 


图 5.1.2.1 


决定 的 直线 . al. 是 (5. 1. 1. 0) RERE A 的 行 向 量 . x° JÈ 1, , 的 交点 . 指向 阴影 区 
域内 部 的 箭头 方向 是 4.* 直线 的 法 方向 . 4.* 直线 也 可 以 表示 成 以 x° 点 为 原点 
的 射线 (参数 ) 方程 ,并 规定 射线 的 正方 向 如 4.: 直线 上 的 箭头 所 指 的 方向 ( 即 阴 
影 区 开口 的 方向 ). 这 个 参数 方程 总 可 以 表示 成 


二 ú. >0 


Hp dh’ EÈ h, 的 方向 向 量 ,xw.* EBH. d? 可 以 任 取 4,; HREM a" 这 
样 的 点 ,并 由 


的 方式 决定 . 这 样 , 左 图 中 阴影 区 域 的 任 一 点 x 都 可 以 表示 成 
x= x 二 du + d'u, us u, > 0 
并 且 这 样 构造 的 x 一 定 是 


alax >b, 
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方程 组 的 解 . 因此 ,在 这 一 场合 ,(5. 1. 2. 23) 式 中 的 印字 ,人 为 0 矩阵 ,D=[d , 
由] 一 (ia)T. 

而 在 图 5. 1. 2. 1 右 图 中 , 解 空间 则 是 4. , , 直线 围 成 的 三 角形 区 域 . 这 时 解 
可 以 直接 写 出 来 


x= x's Xs +s s 20 s+s+s =1 
其 中 x" 均 是 4,,,， 直线 中 的 两 条 直线 的 交点 . 这 时 就 有 $= [r ， x? ,x ]， 
S =(s, > s9 s.) ,而 A.D 均 为 0 和 矩阵. 
以 上 这 两 个 例子 虽然 是 简单 的 ,但 它们 关于 不 等 式 组 解 的 构造 方法 也 就 是 


本 章 以 下 各 节 所 叙述 的 方法 . 这 一 方法 实质 就 是 通过 找寻 所 有 满足 线性 不 等 式 
方程 组 给 定 条 件 的 交点 与 方向 向 量 来 构造 出 不 等 式 组 的 解 . 


§ 5. 2 逆 矩 阵 的 几何 构造 


ÜA € R”” BA 可逆 .由 定理 5. 1. 2. 1, 齐 次 线性 不 等 式 组 


Axr >b 一 (5.1.1.0) 

有 解 . 先 考虑 b = 0 时 的 齐 次 线性 不 等 式 的 解 . 

由 于 A 存在 , 令 

x=A'u u€R 一 (5. 2.1) 

则 (5. 2. 1) 式 决定 的 x 就 是 齐 次 线性 不 等 式 组 . 
Ax>0 (A 可 道 ) 一 (5.2.2) 

的 解 .用 

P(Ax 20, A`) ={rlx=Ae u€R') 一 (5. 2. 3) 


表示 (5. 2. 2) 式 的 解 集合 . 

由 上 一 节 的 分 析 , P(Ax 20, A 存在 1 个 极点 x = 0. 这 隐 含 在 可 令 
(5. 2. 3) 式 中 的 u 取 0 的 情形 中 .通常 ,0 作为 已 的 极点 时 ,可 以 不 写 明 . 显然 , 逆 
EBE AT 的 m 个 列 向 量 就 是 P(Ax 三 0, AT 集合 的 全 部 极 方向 向 量 . 这 由 推论 
5.1. 2.4 即 知 . 易 知 P(Ax 三 0,A-') 是 一 个 锥 . 

以 下 简 记 P(Ax >0, AHP OL 


51] 这 样 的 简 记 可 使 各 章节 中 符号 P 的 意义 是 不 同 的 ,请 阅读 时 留意 . 
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DL int PC P RRP 的 内 点 集合 
intP={x|x=A'u uc R} u>0) (5. 2. 4) 


即 int P EI Ax > 0 成 立 的 x 的 全 体 集 合 . 

一 般 地 ,使 Ax > 0 成 立 的 充 要 条 件 有 以 下 定理 . 

定理 5.2.1(Gordan 定理 ) 设 AER", 则 Ar 二 0 有 解 的 充 要 条 件 是 不 存 
EER HR y> 0, A y= 0 O L. 

Gordan 定理 给 出 了 Ax > 0 有 解 的 条 件 ,其 意义 等 价 于 说 A 矩阵 中 不 存在 
任 一 行 向 量 a7 可 由 其 他 行 向 基 的 负 线性 组 合 表 出 、 

否则 , 若 有 某 个 i 下 标 , 使 


| 
a= Jta; t< 
=t 
i 


作 下 标 集合 


=ë 
I Ga = {la = Bta, t <0, j=l, 2, ,nl <0} 
= 


jz 


一 (5.2.5) 
易 知 
arr 二 0 
aly>0 jeb- (ap 
方程 组 是 矛盾 的 ,只 有 
arx 一 0 
ax 一 0 JE 了 T-(ar7) 
才 是 相 容 的 . 所 以 , Ax 三 0 的 解 一 定 是 在 
ax 一 0 
一 (5.2.6) 


ax=0 JET (a) 


HEEP LE. H ao j € I Car) 向 量 组 就 是 A 的 极 大 线性 无 关 行 向 量 组 
k =1, 2, =, rr 一 rank(A), 那 么 Ar 二 0 只 有 一 0 一 个 解 . 

显然 , 当 A 矩阵 是 行 满 秩 的 ,Ax > 0 一 定 有 解 ,int P 非 空 . 

记 aP 是 已 的 边界 点 集合 aP C P. 


C1) 《现代 应 用 数学 手册 一 一 运筹 学 与 最 优化 理论 卷 ), 清 华 大 学 ,1997 年 ,第 92 页 ,定理 2. 1. 18. 
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aP = {x | ax =0 t=1,2,--, d, ajx 20 
天 ii j=1,2,--, n. 1< d< r) = (S: T 


HJ 9P 是 由 Ax > 0 中 至 少 一 个 不 等 式 取 等 号 时 的 解 的 全 体 集合 . 
当 A 矩阵 是 可 逆 的 , x € 9P， 

x= A'u u€ R, HEDH u, = 0 —G. 2.8) 

不 妨 设 w 的 4 个 分 量 为 0， 

0 了 20 有 

arx 一 0 了 一 1，2，…， 人 
| š 一 (5.2.9) 
lax =u >0 人 人 

JEP aj, a; 为 A 矩阵 的 对 应 行 向量 . 4 k = 1, 可 将 (5. 2. 9) 式 简写 为 以 下 方程 

H go 


a'x 一 0 l<i<m 
| 一 (5.2. 10) 
ax>0 j=1,2,-, nj 天 i 
称 (5.2.10) 式 决定 的 解 x 全 体 为 P 的 边界 ( 超 ) 平面 g,. 并 用 
aP, — (x | a'x = 0,alx > 0, j = 1, 2, =, m j £ i) (5.2.11) 
表示 这 样 的 超 平面 . 
可 以 这 样 来 构造 IP, ,对 (5. 2. 10) 式 的 第 一 个 方程 
anx, Haat, + tantn = 0 一 (5.2.12) 


给 出 其 解 集合 . BE an Z 0, 并 用 以 下 简写 记号 
Caas dzs s Qun’ Ginn’ dam) = a) (m/k) 


B a; Cn/k) 是 m E al 中 划 去 as 分 量 元 素 后 的 余子 向 量 , 同 理 , 用 A(1， 
2，…，m/k) 表示 算 阵 A 中 划 去 第 k 行 元 素 后 的 余子 矩阵 , 则 (5. 2. 12) 式 的 基础 
解 系 矩 阵 可 记 为 Ali). 
ar (m/1) 
Ali} = | an 


— (5. 2. 13) 
Lem- 
Ali) jè m X (m — 1) RARE. 则 (5. 2. 12) 式 的 解 可 表示 为 
x=Afijz z€R"'!' 一 (5.2.14) 


其 中 z 是 R”' 的 任 一 向 量 .将 (5.2.14) 式 代入 (5. 2. 10) 式 的 后 m 一 1 个 严格 不 
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等 式 便 得 到 
AQ, 2, =, m/DA(i)z > 0 一 (5:2.15》 


注意 A{i 本 质 上 是 一 个 初等 变换 矩阵 ,乘积 A(1, 2，…， m/i)Ali) 矩阵 的 第 人 
列 向 量 是 A(1, 2, …，my/i 矩阵 的 第 1 ARACO aulan) 再 与 A(1， 
2, e, m/D 矩阵 第 十 1 列 向 量 的 和 . A(1, 2, s m/D AU) HEREKE A 
m— L. RRAC, 2, 0, m/i)A(i) 矩阵 是 (Gm — 1) X (m — 1) 阶 方 阵 应 是 可 逆 
的 , 记 

A, = AQ, 2, ==, m/DA{iD 
则 (5. 2. 15) 式 的 解 集合 可 用 下 式 表示 ， 

z=A'y v€ R v>0 一 (5. 2. 16) 
所 以 (5. 2. 10) 式 的 解 是 


x=Ali} Ay >0 veR™ (5.2.17) 
解 集合 即 是 
ƏP, = {x | x = Ali} +A, v v>0 v€ R”) 一 (5.2.18) 
例 5.2.1 设 
1 -2 1 
a-f: ' =l Ax>0 
-1 -3 1 
由 tı — 2r, +r, = 0 
得 


2 一 1 
2 pis 
A{l}= |1 0 A0.2.3/D = | 十 
nh A. 1 


5 一 5 
A, =Aa,2,3/D40)=[ ] 
—5 2 

e r 3. 

1 3 
A 

3 


i 255 
3 
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和 
15 3 
x=A()A; = | — l|, vert >0 
B Wy e> q 15 3 中 
a 
L 3 3 
就 是 
zl 一 2r +z, =0 
g: d 2z +m 一 3z >0 
一 zi —3xr, +z, > 0 


方程 组 的 解 . 从 而 
aP, = {x| x = AIA’ v v>0}) 


显然 , 9P, 集合 共计 有 m 个 ,每 个 9P, 集合 对 应 的 是 一 个 平面 上 的 闭 锥 . 该 
平面 由 (5. 2. 12) 式 决定 ,而 平面 上 的 闭 锥 则 由 (5. 2. 15) 式 决 定 . 平面 上 的 这 一 
闭 锥 平面 片 ,就 是 (5. 2. 3) R PP 集 合 的 一 个 边界 平面 . m 个 边界 面 9P, 就 构成 了 
P 的 边界 面 集 合 9P. 

如 本 例 中 另 两 个 边界 面 集合 的 构造 是 ， 


8 _1 Sei. sb 
15 3 15 15 
1 | 1 
e= |= 一 证 x-|- 吉 一 名 lv v>0 ve R: 
SEFER + L 
3 3 3 3 


由 9P, 的 构造 即 知 aP, NIP, = @ Kij 
用 af’ | i= is i h = ju jos “S MORI PIFTO ja D 
定 的 A 的 对 应 元 素 所 组 成 的 子 矩阵 . 将 以 上 方法 推广 到 (5. 2. 9) 式 . 用 


fii e "1 | H is s "1 | i o is =s 可 
A = |A pA: 
1, 2, =, m 1, 2, =, k k+l, k+2, =, m 
表示 (5. 2. 9) 式 的 前 上 个 等 式 方程 的 系数 矩阵 ,并 设 
hr hs "e S 
4 } 
1， 2, = k 


矩阵 满 秩 . (5. 2. 9) 式 的 前 个 等 式 的 基础 解 系 矩阵 可 表示 为 
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~ _ afi is = $) 了 al iad dipe Suoi 
Alir» iz» ets i} = 1, 2, e, k k+l, k42, =, m 
lep 
-(5. 2. 19) 
Alis iz» ts i} JE m X (m — k) 阶 矩阵 .所 以 
x= Alis iss ER 一 (5.2. 20) 


是 (5. 2. 9) 式 前 个 等 式 方程 组 的 解 . 

记 1,2,…，,m 序 列 中 划 去 记 ，is，…，, 关子 序列 后 的 余子 序列 是 放 ，j，…， 
jimo 将 (5.2.20) 式 的 解 代 人 (5. 2. 9) 式 的 后 (m — k) 个 严格 不 等 式 方程 组 中 ， 
可 得 


af? Jer s,s ae —(5. 2. 21) 
l 2, œs, m 


并 记 AGs is es h) = afi? dt em iwl atas i e i) 


l; 2, w m 


Alis iz, ts i) Jš (m — k) X (m — k) 阶 方 阵 , 且 可 逆 . 
则 (5. 2. 21) 式 的 解 是 


z= AG, igs e iy y2>0 ER —(5. 2. 22) 
其 中 z,v 都 是 (m — k) 维 向 量 . 构造 
DP(i iy os i) = (x | x = Afis izo os hA Ci o igo os i)o 
»>0, v€ R} 一 (5.2.23) 


IPC» irs t i) 就 是 g,，j 二 1，2，…， 闭 锥 边界 面 的 交集 . 
由 以 上 的 构造 法 ,对 任 一 xE IPG, is ee h) A 


is hs o i isio hl . 
A E 281259 w = A RE {irs izo ets IAT Ci š ° h) 


irs iro °° Š, 


因为 总 有 
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Jie his va yasa Jis jas o jaw 
af 2 < "A (29 es 
1,2,-, m y gya 


asua saa E 
7 g POE v 
1，2，…， m 


= lew °> 


BA, 1 E 8 8 E 3 G FERE A 作 分 块 求 逆 运 算 . 方便 起 见 , 设 
i» 1 2，…, 将 A 作 以 下 分 块 


A= [和 Aa] a [e Aa 
An An Cn Ce 


Au Cn 为 &X 阶 方 阵 , 余 类 推 . 则 


All, 2, =, k} 一 r 


atr k+2, = "| 


k, 2, e, m 
AC, 2, =, k) = [An — An An An] 
与 矩阵 求 着 公式 比照 即 知 ， 
A'O, 2，…，A) = [An — A An An T = Cs 


由 于 A ' 存在 , 故 C,, FEBA AG, s iss ees i) 也 是 可 逆 的 . 同时 ,以 上 构造 
法 亦 对 矩阵 分 块 求 逆 给 予 了 一 个 几何 背景 上 的 说 明 . 
显然 ,(5. 2. 2) 式 的 解 可 表示 为 


P(Ax 20, A) =0+intP+ DaPp+ > 3aPGyi i) 
<t 


—(5. 2. 24) 
RP, k= 2, 3, s, m— 1, {is is ** i) ANR 1，2，…, m 序列 中 的 个 
下 标 组 成 的 递增 序列 . 
续 例 5. 2.1 


z, — 2r, + z, = 0 
2r, +z, — 32, = 0 
— x — 3r +z, > 0 
RE isi =1,2,k=2. 
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ana = É 了 [十 - f 


3 
A| ea, D 
1, 2, 3 


AQ, 2) = 一 3 A"7(01,2)=— 


“|= 


wj wl 


aPA, 2) = [x| x= w um>9 


l 
|= 


同 理 有 


aP(l, 3) = [x | x= w ww>0) 


I 
w= alo si 


aP(2, 3) = [x | x= 


I 
w= al ale 
r] 
党 
V 
sS 


所 以 , 例 5. 2. 1 不 等 式 方程 组 的 解 是 


3 3 
P=0+intP+ 279P, + 279PG;, j) 
ii 


且 由 于 


| 
I 


I 

“| ao a= 
l 

w= ol oj 


w= a= ale 
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比较 int P, 3P, 及 9P(i, j) 的 结构 即 知 ， 
P(Ax 20, A) ={x|x= Av v€ Ri) 

如 果 单 纯 要 得 到 以 上 结果 当然 可 以 用 直截了当 的 方法 解决 之 . 通过 以 逐步 
构造 的 方法 ,可 以 更 清楚 地 了 解 闭 锥 的 (边界 ) 面 及 各 面 的 交 线 的 结构 ,从 而 可 得 
到 以 下 推论 : 

推论 5.2.2 对 任意 m x m 阶 实 和 矩阵 A, 且 A 满 秩 , 则 AT 和 矩阵 的 第 i 列 向 
量 ,是 


ax 二 0 1<i<m 
| RYE —(5. 2. 10) 


@x=0 j=1,2,-, m, jz¥i 
方程 组 的 解 空 间 的 方向 向 量 , 其 中 al. a) 均 是 A 的 行 向 量 . C 
由 以 上 的 符号 规定 ,很 容易 验证 这 个 推论 . 记 列 向 量 
a = All, 2, =, m/AC, 2, =, m/i) 
是 (5. 2. 10) 式 的 解 空 间 的 列 向 量 ， 


AG) = A Š A (1, 2, =e, m/i} = a? = A(1, 2, =e, m/i} 
ly ey, Sis, m 


HP “l, 2, e, m/i” 表示 在 序列 1, 2, s m 中 划 去 i 后 的 余子 序列 (1 < ; < 
m). WERA 


aa =l, aa 一 0 j=l, 2, |m ji 


即 知 & A 矩阵 的 第 i 列 向 量 . 

续 例 5.2.1 IH A ' HB 5. 2. 1 的 解 空间 为 R° 空间 上 的 一 个 闭 锥 ,如 下 图 
所 示 . 

FP h.a 即 是 由 A ' 矩阵 的 第 1, 2, 3 列 向 量 为 
方向 向 量 的 射线 所 构成 的 锥 棱 线 . 

(5. 2. 2) 式 不 等 式 方程 组 在 矩阵 A 满 秩 时 ,其 解 空 
间 完 全 由 A 决定 . 在 几何 上 其 解 空 间 是 由 A-' 的 列 向 
量 a 构成 的 射线 


x= qo, v0 i=1l,2, =, m 


所 张 成 的 闭 锥 . 这 个 锥 体 的 其 他 边界 面 ,构造 如 下 


+ 
图 5.2.1 x= Dv 2<k<m—1 v 20 
i=l 7 


irs ho ts i E l, 2, ee, m PF31089 £ — 4" ë 88 + PF 91). 由 此 可 知 推论 5. 2. 2 的 
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另 一 种 表述 是 ,A 矩阵 的 m 个 列 向 量 中 的 个 向 量 a5, j = 1, 2, …,k, 2 < 
km 一 1, 是 
j=1,2,--, k 


alx = 0 i=1,2, mii i> ° i 


方程 组 的 解 , 其 中 a), a, 均 是 A RERIT h T. 
由 以 上 的 分 析 , 从 映射 的 观点 来 看 A 是 将 R” 正 象限 映射 成 为 R" 空间 的 
一 个 闭 凸 锥 P, 而 A 和 矩阵 则 是 将 闭 凸 锥 P 映射 成 RR? 正 象限 . 
在 (5. 2.2) 式 中 ,对 rank A 二 m 的 情形 ,将 在 以 下 给 出 解 的 方法 . 
利用 以 上 结果 可 以 给 出 非 齐 次 线性 不 等 式 方程 组 
Ax>b b#0 —(5. 2. 25) 
的 解 . 这 里 同样 先 只 给 出 A 满 秩 时 的 解 . 若 记 
x = A'b 
对 (5. 2. 25) 作 
Ax—A.A'b>b- A. Ab 
就 得 到 A(x—x°)>0 一 (5. 2. 26) 
故 (5. 2. 26) 式 的 解 就 是 (5. 2. 25) 式 的 解 ,而 (5. 2. 26) 式 的 解 即 是 顶点 在 x° 处 的 
一 个 闭 锥 ,可 记 为 
P(Ax >b, A!) = {xx | xx = Av x= Ab v€ R) 
一 (5.2.27) 
在 几何 上 , P(Ax >b, A`) 是 将 闭 锥 P(Ax 三 0, A 的 顶点 从 原点 平移 到 了 
x 点 .x 点 即 P(Ax > b, A!) 唯一 的 极点 . 
本 节 的 最 后 就 A.A” 和 矩阵 张 成 的 闭 锥 之 间 的 相互 关系 给 予 一 些 说 明 . 
如 果 作 
A'x 宇 0 —(5. 2. 28) 
则 (5. 2. 28) 式 的 解 空间 自然 就 是 
P(A 'x2>20, (AD) = {x| x= Av ve R} 一 (5.2.29) 
这 一 集合 就 是 由 A 的 m 个 列 向 量 为 方向 向 量 所 张 成 的 闭 锥 . 类 似 地 ,我 们 也 可 
考虑 A 的 行 向 量 为 方向 向 量 所 张 成 的 闭 锥 . 
容易 理解 , A MERTER, Eg EBE A ' 中 的 列 向 量 w 所 张 成 的 闭 锥 上 
的 第 i 个 边界 面 的 法 方向 向 量 , 其 中 所 谓 的 第 :个 边界 面 由 (5. 2. 10) 式 给 出 . 因 
此 ,车 以 m= 3 为 例 , 任 取 R 中 的 3 个 向 量 vw'*’ > 0, 并 由 此 决定 了 P(Ax > 
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0, AC) 中 的 3 个 点 由 2a 二 A” 1723 BMiH 
x= sx sx +s 0 5 十 2 十 3 一 1 


相当 于 在 P(Ax > 0, AD 锥 上 取 了 一 个 
截 平面 . 在 这 个 截 平面 上 P(Ax 22 0, A) 


x 


B 锥 是 一 个 以 r 为 顶点 的 三 角形 , W 
& ZW. 
> K 9 Fens RAIH ale, PER 
bad 原点 ,并 以 af .决定 的 射线 作 闭 锥 ,等 价 
ms. 于 作 了 集合 
P(Ax>0, X = (x | x= Av v€ Rš) 
这 表示 
A= a" 
因为 
(A )'x>0 


方程 组 的 解 即 为 以 上 集合 . 

附带 地 ,可 以 给 出 m = 4 时 闭 锥 的 一 个 截 超 平面 (是 R, 空间 ) 上 的 图 形 , 见 
图 5. 2. 3. 其 图 形 将 是 以 顶点 x> t 组 成 
的 单纯 形 . 它 的 4 个 面 是 gg.;,3.,, 任 取 3 个 
面 总 交 成 某 个 x 顶点 , 任 取 g; 两 个 面 ,总 
XEL RR, B Bl 5. 2. 3 中 的 各 顶点 、. 棱 线 
与 边界 面 的 下 标 编号 规则 可 由 对 应 的 
(5. 2. 9) 和 (5. 2. 10) 式 中 得 到 解释 . 

由 以 上 关于 逆 矩 阵 的 几何 意义 的 分 
析 即 知 ,P(Ax 三 0, A ') 集合 中 的 极 方 
向 ,只 可 能 由 A“” 逆 矩阵 的 全 部 列 向 量 决定 . 


Cx:> 
x> 


8 5.3 Rm" 象限 中 的 闭 锥 一 | (方程 组 的 角 
考虑 CE R ,x € R" 决定 的 
人 


一 (5.3.0) 
x> 0 
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式 的 解 . 由 上 文 已 述 及 的 作法 ,构造 与 (5. 3. 0) 式 等 价 的 方程 组 


~ ~ c 
Cx > 0 ë=[r] —(S. 3. D 
注意 到 总 有 rank Č = m, 由 推论 5.1.2.3 ~ 4 ,可知 这 一 方程 组 只 有 x = 0 这 一 
个 极点 , 且 其 解 的 极 方向 则 显然 可 由 它 矩 阵 中 全 部 可 逆 子 矩阵 的 逆 矩 阵 的 列 向 
量 组 中 予以 选择 确定 . 

当 (5. 3. 0) 式 的 解 没有 极 方向 , 则 它 就 只 有 平凡 解 . 4 C 矩阵 中 含有 行 向 量 
c? 一 0, 则 (5. 3. 0) 式 只 能 有 平凡 解 , 当 含有 cr > 0 行 向 量 , 则 将 此 行 向 量 划 去 ， 
不 会 影响 (5. 3. 0) 式 的 解 . 故 实际 只 要 考虑 C 矩阵 每 一 行 向 量 均 有 正 、 负 数 分 量 
的 情形 . 

记 下 标 序列 (ihs io s in) 是 1， 2，…, ma 十 朴 中 的 任 一 递增 排列 的 子 列 
Ga > i) BC 的 子 矩阵 

afi irs ets in| 


l, 2, =, m í 
E, E’ (is io eu in) 是 其 逆 矩 阵 的 第 7 列 向 量 . 用 
P(Cx 二 0,x 二 0) = (x | Cx Z 0, x € R?) (S.3.2) 
表示 (5. 3. 0) 式 的 解 集合 (以 下 仍 简 记 为 P). 则 由 P 中 的 方向 的 定义 即 知 , 若 
ellisi tts in) 是 己 中 的 方向 (因而 即 是 极 方向 ), 充 分 条 件 是 


Če cilis is es in} S0 —(5.3.3) 


由 名 的 构造 ,(5. 3. 3) CB Yet i b, =" in) > 0 的 非 负 性 条 件 , 也 可 以 将 
这 一 非 负 条 件 理解 为 必要 条 件 . 
构造 矩阵 


D,= [č li, i, s in)] o ČEHi s is =, i.) SONRA f 
lis is s inho = 1, 2, e, m 一 (5.3.4) 
并 可 将 选 人 D. PAYE (e) 中 可 能 重复 的 ( 即 相同 的 ) 5{*} 噜 除 , 便 得 到 


P=(x|x=D,u a> 8} —(5. 3. 5) 


重申 一 下 , x = 0 极点 已 隐 含 在 (5. 3. 5) 式 中 取 w — 0 的 情形 下 ,其 次 ,在 未 解 出 
《5. 3. 0) 式 之 前 是 难以 确定 D. 矩阵 的 列 的 阶 数 的 , 即 已 中 极 方向 的 多 少 无 法 事 
先 即 知 . 
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例 5.3.1 
[1 2-1 
Cx>0 
g= Dei | I 
x*>0 
—1 2 1 
用 以 上 方法 ,可 得 其 解 为 
T 8 yw: 3 
-etc irgi i u> 0) 
VEGA t 
容易 验证 极 方向 


hlera, 3, 4} 
2. 


这 里 用 等 价 号 “SS” 是 表示 两 边 的 方向 向 量 仅 相差 一 个 正 数 倍 . 


但 以 上 这 样 的 解法 计算 量 是 很 大 的 ,因为 人 矩阵 的 m X m 阶 子 和 矩阵 共计 有 


(n+m)! 

m!n! 
个 (虽然 可 以 不 用 解 出 所 有 这 些 矩 阵 的 逆 ). 因而 ,就 有 必要 建立 一 些 更 有 效率 的 
解法 ,同时 ,也 可 以 对 (5. 3. 0) 式 这 样 的 不 等 式 方程 组 ,给 予 清晰 的 几何 意义 上 的 


解释 


$5.3.1 c'xZ0 x 二 0( 单 个 ) 方 程 的 解 


设 n = 1,(5. 3. 0) 式 成 为 


as >0 
= 
xz, 2 0 


设 cy 中 可 作 下 标 集合 


j= 1,2, =, m 


t W = le 2>0 j=1,2, =, m) 
J ()= le, <0 j=1,2, =, m) 


一 (5. 3.1.1) 


—(5. 3. 1. 2) 
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由 上 一 节 所 指出 的 理由 , 设 广 (1. J” (1) 非 空 . 超 平面 
g = {x | cix = 0) 


IR? 正 象限 的 各 坐标 平面 Orr, 有 交 线 


四 


EU iE jer or ier jew 
zo z; 20 
一 (5.3.1.3) 
这 样 的 交 线 都 可 看 作 是 从 原点 出 发 且 具 有 正 斜 率 的 射线 . 记 | Jt O) [= m, 
IJ (1) =m. KEHRA), | {，) | 符号 是 指 取 集合 的 势 . 则 这 样 的 射线 在 
R" ERE PIA ni em Ril nm = n en. 
规定 
slis j): Gs j)— s 
是 双 下 标 组 合 G, 7) 到 下 标 s 的 排序 映射 . 
sG j < Í| (P, j) Kici 
KiK j) Sisi, jj 
1< sG, j) <m ieJt,;€ J 
将 (5. 3. 1. 3) 式 决定 的 射线 表示 成 (R? 空间 中 ) 参数 u 的 方程 ， 


第 i 行 第 j 行 
1 1 
x=Lieu L = (0, 0, 0, 0) u 20 
i€J (DjESTD —(5.3.1.4) 


HP s = sG, j). 
显然 (5. 3. 1. 4) 式 决定 的 x 都 是 (5. 3. 1. 1) 式 的 ( 非 平凡 ) 解 . 构造 射线 方向 
HEERE L, 


L' = [Li Ls 0s Lis s Li J 
L' J m X n 阶 非 负 和 矩阵 . 则 (5. 3. 1. 3) 式 也 可 以 等 价 地 表示 成 
:xz 一 Li u >0 一 《5 
例 5.3.1.1 
gi: 3zi 一 2zr: —3z, = 0 


J*= 0), J= {2, 3}, m = 1.2 = 2, s(1, 2) = 1, s1, 3) =2 


586 3 #: #E Ft 66 34 #= f 22 lA 


3 
t L 
8. 8 
=j ° 
1 
Dra 


l:x=L'esu u20 ue R 


MERLI 在 Ri 正 象限 上 L 的 图 形 如 图 5. 3.1.1. 
iË e, 是 标准 单位 向 量 ， 
以 及 x 二 ev i€Jt0D) væ0 —(5. 3.1.6) 


则 这 样 构 造 的 x 也 是 (5. 3. 1. D 式 的 解 ,或 者 说 R 正 象限 的 坐标 轴 z. i € J' 
都 是 (5. 3. 1. 1) 式 解 空间 闭 锥 的 校 射线 (参见 上 图 ). 

这 样 , 将 (5. 3. 1. 5) (5, 3. 1. 6) 式 合 起 来 就 得 到 了 (5. 3. 1. 1) 式 的 解 空间 的 
表示 

x=L'u +E v u20 v>0 —(S.3.1.7) 

其 中 E' = (@ e, s), 54 € Jt, = 1,22, =, m 

现在 u、v 是 任 取 的 非 负 向 量 , 由 解 的 定义 , (5. 3.1. 1) 式 可 认为 即 以 解 出 
了 . (5. 3. 1. D 式 的 解 的 全 体 显然 就 是 R? 正 象 限 上 的 闭 凸 锥 . 

构造 (5. 3. 1. 1) 式 的 解 集合 


PO) = (x| x= L'u +E'v' u' 2 0, v' 2 0) —(5. 3. 1. 8) 


容易 验证 (5. 3. 1. 8) 式 中 的 L'、E' 矩阵 中 的 列 向 量 ,就 是 


矩阵 按 以 上 的 (5. 3. 4) 式 所 能 决定 的 全 部 极 方向 向 量 . 
事实 上 ， 


$5 闭 凸 锥 的 构造 一 一 线性 不 等 式 方程 组 的 解 587 


是 (m+ 1) X m MER. C, 含有 mm 十 1 个 可 逆 子 甜 阵 (包括 单位 矩阵 7, 在 内 ). 不 
失 一 般 性 , 设 cn > 0, 以 


Cn Ciz C Cim 
o + O 0 
~ Jl, 3, 4, s m+1 
5 |= 0 1 0 
1,2,3, =, m 


为 例 , 其 逆 阵 是 
€n c _ s Cim 
Cu cn Cn cn 
vafl 34 wm 二 1 | ° 1 0 0 
! 11,2,3, =s m jo 0 1 … 0 


故 它 含有 的 对 了 天 1， = 之 0 即 cy < 0 的 列 向 量 都 是 构造 P(1) 的 极 方向 的 
方向 向 量 , 且 都 是 L' 中 的 列 向 量 ,而 其 第 1 列 向 量 则 是 E 中 的 列 向 量 . 
同 理 ,再 设 c, > 0, 则 构造 
x [ls 2, s k=l, k+l, =o m+l 
11, 2, =, m 
FERE. JF H. , i T fE k HEUL JE E K AE BI 8 FAE BE 38: BE rh $ 4° 351 61 Ht 82 2 88 1 


(5.3. 4) 式 ,所 以 ，C 的 可 北 子 矩阵 逆 阵 中 列 向 量 的 排列 顺序 是 无 关 紧 要 的 . 在 
这 个 意义 上 ， 


x fls 2, Rl, k+l, |e m+1 x [23s ms 一 1，1, k+1, ,m+l 
Č }s | 
l, 2, 0, m 


111.2, m 


> 位 3, =° k—1, 1, k+1, e, m+1 
1 
l, 2, sm 
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所 以 , 它 的 逆 矩 阵 是 

xaf? 3 e k=l, l, k+l, =, m+1 

Č; = 
1, 2, m 
1 0 0 0 
0 1 0 0 

了 

C cu C u Cik 


IF] BB 8] AEREE cF Br 4f cv < 0 的 列 向 量 都 是 L' 矩阵 中 的 列 向 量 (j 2 k), 
而 第 人 列 向 量 则 是 E' 中 的 列 向 量 . 

对 = (cv) 中 的 全 部 cu > 0, 构 造 (5. 3. 1. 9) 式 的 逆 和 矩阵, 就 可 得 到 二、 
E' 中 的 全 部 列 向 量 , 即 知 , 由 以 上 方式 直接 给 出 L'. E 等 价 于 求解 数 个 
(5.3.1.9 形式 的 道 矩阵 . 并 且 , 容易 知道 , 对 全 部 的 c, > 0 的 下 标 构造 
(5. 3. 1. 9) 式 , 就 已 经 可 以 决定 P(1) 集合 的 全 部 极 方向 向 量 了 . 这 可 由 L'. E' 
在 以 上 构造 过 程 中 已 指明 的 几何 意义 即 知 . 
Cy 


§5.3.2 I 过 


0 
0 方程 组 的 解 
将 (5. 3. 0) 式 看 成 是 


L: Deyr; 20 h=l, 2, sn 
f 


并 由 以 上 的 构造 方法 ,对 有 二 1, 2, =, n, 作 解 集合 
PQ) = {x | x= L'u +E ut ERẸ, w € R) -一 (5.3.2.1) 
则 (5. 3. 0) 式 的 解 空间 ， 
P = APH) — (5. 3. 2. 2) 
P En 4- R: 正 象限 上 的 闭 锥 的 交集 ,P 也 是 一 个 闭 锥 . 


U m = 3, n 一 5 为 例 , 若 (5. 3. 0) 式 中 的 n 组 不 等 式 能 在 R; 空间 中 形成 一 
个 闭 锥 , 则 情形 相似 于 下 图 . 
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若 从 R; 正 象限 的 角 平 分 线 为 法 线 的 平面 
取出 任意 一 个 为 Ri 正 象 限 的 截 平 面 , 则 在 这 
个 截 平 面 上 就 可 以 有 右 图 所 示 的 图 形 . 图 的 最 
外 边 是 一 个 等 边 三 角形 , 它 是 由 坐标 平面 
Oriz; i ,j = 1, 2, 3 与 截 平面 的 交 线 围 成 的 . 
这 个 三 角形 中 的 4, i = 1, 2, 3, 4，5 就 是 


s 
gi euzj = 0 
= 


决定 的 平面 与 截 平 面 的 交 线 . 图 5. 3. 2. 1 标 出 了 各 个 g, 平面 的 法 方向 . 显然 以 
a.b.c.d 为 顶点 的 阴影 区 域 表 示 的 就 是 


图 $5.3.2.1 


P= APO 


可 以 形象 地 称 P 为 闭 核 锥 . 

图 5. 3. 2. 1 中 包括 a, b, c, d 在 内 的 各 个 点 ,是 各 平面 的 交 线 与 截面 的 交 
点 .由 闭 核 锥 及 各 个 平面 的 法 方向 的 关系 即 知 ,在 这 些 点 所 表示 的 射线 集合 中 ， 
只 有 组 成 闭 核 锥 的 即 a.b、c、d 点 所 在 的 4 条 射线 的 方向 向 量 与 矩阵 C 的 ( 右 ) 乘 
积 非 负 ,其 他 射线 的 方向 向 量 右 乘 矩阵 C 则 不 可 能 非 负 . 由 此 性 质 , 即 可 得 到 闭 
核 锥 的 棱 射 线 的 方向 向 量 . 

将 这 一 性 质 推广 到 更 高 维 的 R* 空间 . 由 (5. 3. 2. 1) 式 已 构造 好 的 L', h = 
1，2，…, n P ERE 


Ce L’ = [e' (h), Ch), =, c (h)J — (5. 3. 2. 3) 
作 上 标 集合 
JE) = (j| Ph) 20, j= 1, 2, -, n) (5. 3. 2.4) 
HoP (h) ERR C L SE BE 0935 j 个 列 向 量 . 并 作 
L} = [L] jE J; GQ) —(5. 3. 2. 5) 


BD LA 是 二 矩阵 中 所 有 与 C E B£ 60 RELA AE fa 16) 5k 69 B E BA 8) Fk LH R 00 58 PE» 
从 而 


C+L2>0 h=1,2,--, n 
再 用 了 表示 m X m 阶 单位 矩阵 , 记 


C.T= [cec,…c"] 一 (5.3.2.6) 
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作 上 标 集合 
J} = {j le2>o0,;j=1,2, =, m} 一 (5.3.2.7) 
其 中 c' 是 C，1 = C 和 矩阵 的 第 j 个 列 向 量 , 并 作 集合 
E,=[e] j€ Jr 一 (5.3.2.8) 
显然 亦 有 
C.E.>0 


最 后 对 (5. 3. 0) 式 中 的 前 ”个 不 等 式 方程 组 求 其 成 为 等 式 时 的 交 线 族 . 当 
然 ,应 说 明 所 谓 “ 交 线 ” 在 高 维 的 R* 空间 中 可 以 是 指 的 一 个 k 维 线性 流 形 , 这 里 
2<k<m-1. 
设 C{.) 是 C 的 一 个 子 和 矩阵 
rank(C(+)) = r(*) 
Hri) = m, 这 隐 含 了 n>m W HE; X: 0982 BDI. RH x = 0, 使 
C, 


mxm 


其 中 Cuen 代表 了 C 矩阵 中 任 一 个 秩 为 mm 的 m Xm 阶 子 和 矩阵. 因此 要 能 构造 出 RZ 
正 象限 中 的 低 维 线性 流 形 ,只 需 遍 取 C 矩阵 中 的 全 部 下 列 行 向 量 组 成 的 齐 次 方 
程 组 


x=0 


Bi nT =0 
£= 
8: yc mg 
, —(5. 3.2.9) 
8, D cyz =0 
f 
zj 20 j=1,2,=,m 


(5.3. 2. 9) 式 如 果 有 解 , 则 其 解 就 显然 是 R? 正 象限 中 从 原点 出 发 的 射线 ( 半 直 
线 ). 这 里 ,2 < k < m-—1. 
必须 把 (5. 3. 2. 9) 式 也 看 成 是 一 组 等 式 一 不 等 式 混合 方程 组 . 记 


ir 


i 
c, 
Clis ises i= |“ 
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是 C 矩阵 中 下 标 为 , i "o i 的 那些 行 向 量 组 成 的 上 X m 阶 矩 阵 .应 设 
rank(C{i, s i, s RD =r 1<r<k,2<k<m-1 
由 (5. 3. 2. 9) 式 ,可 写成 以 下 形式 


Ta is s hhx = 0 


一 (5. 3. 2. 10) 
x> 0 


由 定理 5. 1. 2. 1 的 结论 ,(5. 3. 2. 10) 的 解 P(C{*}x = 0, x >0) 若非 空 ,一 
定 可 由 PC) 中 的 极点 的 凸 组 合 与 极 方向 的 正 线性 组 合 表示 出 来 - 现在 由 于 
(5. 3. 2. 10) 式 是 齐 次 的 , 故 解 集合 只 有 x = 二 0 这 一 了 唯一 的 极点 , 所 以 ,x € 
P(C(.)x = 0, x 0) 


x= X> du u, > 0 一 (5.3.2.11) 
m 


d J: P (+) 中 的 极 方向 . 易 见 总 要 有 d > 0. 

由 推论 5. 1. 2.6, d) 向 量 中 的 正 数 分 量 下 标 对 应 的 C{ii, izo eto i) 矩阵 的 
列 向 量 组 一 定 要 是 线性 无 关 的 . 不 失 一 般 性 , 设 d: 的 前 p 个 分 量 是 大 于 0 的 ,i 声 
p < k. HRA F BE, 


GG, is s, i) = 


EE i e, h) 
1 


à mtam 
以 及 Če) 矩阵 的 行 向 量 下 标 集合 
IG = {1, 2, =, k, 十 户 十 1, 人 十 户 十 2，…， k+m) 

则 可 将 (5. 3. 2. 10) 式 看 成 为 

Čilis io es i)x2>0 —(5. 3. 2. 10a) 
从 而 成 立 Čti s is s idi Š= 0 
ERA TARY IR = di) 

IG) = di) 

的 情形 . 且 可 知 


rank(Č{i s io s bla = m 


WAER Či io o iia Æ On + G — p)) X m BERE HIES RAF 
形式 ， 
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ol c| £ Éo y gi 
l, 2, =s p ptl, p+2, “s m 


Čilis io o ihi = 


0 1 


U 


一 (5.3.2.12) 
PASE A 


Hero a sas 


| 的 列 间 量 线性 无 关 , 故 有 以 上 结论 ,并 附带 可 向 1< 


p Sk. 
但 从 (5. 3. 2. 12) 式 应 当 有 


r(°) = p = rank(C(i,, i,, **, i) 


成 立 . 
KW Clis ias "> ñ) 中 的 前 p 行 向 量 组 线性 无 关 , 故 考虑 


T= {1,2,%, p,k+p+l,k+p+2, 0, k+m) CIG) 


MDG, io e i) 中 有 子 矩 阵 


cas a cl i 和 a 
1,2, esp | (ptl, p+2, +, m 


0, Lemp 


Čilis ko ss hh = 


一 (5. 3. 2. 13) 
WA 


i, 
显然, 因为 C|， 


ae is s ih 也 可 道 . 
CY i 5 yy = 


人 小 | is is Seah 
1，2，…， pl, p+2, sm 


0, I 


æn 
—(5. 3. 2. 14) 
则 由 推论 5. 1. 2. 4 的 结论 ,(5. 3. 2. 14) 式 表示 的 逆 矩 阵 中 的 任 一 列 向 量 , 均 可 能 
成 为 是 (5. 3. 2. 10a) 式 不 等 式 组 解 集合 中 的 极 方向 向 量 . 若 记 (5. 3. 2. 14) 式 逆 和 矩 
阵 中 的 第 1, 2, …, 户 列 向 量 构造 成 方向 向 量 (矩阵 ) 是 D' ， 
hs hs e i 
io 
Te 92; Sas. p 


0 


D' = 


并 且 , 显 然 地 总 成 立 
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Cli» is il e D' su =u>0 u€R 


故 D' 不 是 要 考虑 的 (5. 3. 2. 10) 式 的 解 集合 中 的 极 方向 向 量 . 
若 记 (5. 3. 2. 14) 式 道 矩阵 中 的 第 p+ 1, 请 十 2，…，, m IIRA D° 和 矩阵， 


res i Trike is hs So 
C A, 2, e p p+1l, p+2, =, m —(5. 3. 2. 15) 


Lemp 


p= 


WERA 
Clis is s i} e D? su=0 u€ R?” 
成 立 , 故 六 就 是 P(C{.)x 二 0, x > 0) 集合 中 的 可 能 的 极 方向 向 量 组 成 的 矩阵 
注意 到 订 和 矩阵 其 实 就 是 以 下 方程 组 的 基础 解 系 和 矩阵 
Clis ii)jx=0 一 (5.3.2.16) 


统一 符号 ,以 下 仍 用 AG. i，…，, i) 表示 (5. 3.2.16) 式 的 基础 解 系 矩阵 , 即 
Ali» is i} = D° H G5.3.2.15) RRE. 
还 容易 理解 , 若 取 (5. 3. 2. 1ORP Cli, i,，…，, i) 是 行 满 秩 的 ， 


rank(C(i,, ips =s i} = k 
则 总 要 有 p= 成立; 其 次 , 若 记 

Alis irs ets i} = [œ 二 1 2, s, mp 
WERL {is is s 4) 0 Cea {is izgs s g) S0 —(5. 3. 2. 17) 
Wali, i e h) 自然 就 是 P(Cx > 0, x > 0) 集合 中 的 极 方向 向 量 ,并 且 ， 
œ lis bs s b) 代表 的 就 是 (5. 3. 2. 9) 式 的 g j = 1, 2, = 个 超 平面 在 
RY 正 象限 中 的 半 直 线 ( 射 线 ) 的 方向 向 量 . 


综合 以 上 分 析 ,可 得 到 以 下 推论 
推论 5.3.2.1 设 CE R””, x € R” 决定 的 不 等 式 方程 组 


Cx>%@ 
x 二 0 


的 解 集合 P(Cx >20, x>0) E, B Cli, i> =, h) 是 C 中 纪行 向 量 组 成 的 
PERE Clis i,，…，, i) 是 行 满 秩 的 , 若 


Clis ia 一 9 一 (5.3.2.16) 
决定 的 交 ( 超 ?直线 中 的 某 一 条 !, 能 表示 为 


1:x 一 dx u>0 
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H d P(Cx > 0, x Z 0) 中 的 极 方向 , 则 在 Cfia, is =", i) 矩阵 中 必 可 取 到 
一 个 可 逆 子 矩阵 
i 
中 于 
ji jas "o h 


并 以 此 子 和 矩阵 构造 (5. 3. 2. 16) 式 的 通 解 ， 


z, 
x, =c. is À L. ofar is s i l. Giera 
š jir jis s ja his hrs s hm- 

EA 


z =t, s=1,2, =, m—k 


{jis ja» tte ja} U {his hrs s hwa) = {1, 2, =s m) 
—(5. 3. 2. 18) 


或 将 (5. 3. 2. 18) 式 用 矩阵 表示 成 以 下 形式 ， 


is ige s 
=al" 3 rhaa tE R" 
Jis jas s ja 


is io es i 


则 a 一 定 是 4| Jemna. " 


Jis jes “o ja 
这 里 A kiii ben cf": pera 138 38 0 8 8 B 8 9 
Jis Jr > Ja Jirar Ja 
(5. 3. 2. 16) 式 的 基础 解 系 矩 阵 . 
推论 5. 3. 2. 1 的 意思 是 说 , 若 (5. 3. 2. 16) 式 决定 的 交 ( 超 ) 直 线 集合 中 ,存在 
有 位 于 RI 正 象限 中 的 半 直 线 , 则 其 方向 向 量 d 一 定 可 在 C{ii, ia ，…, i) 矩阵 
中 ,通过 适当 选择 站, j,，…， j, 下 标 所 构造 的 


efi? is "r i } 
Jis J2 "s Je 
FRERE, DACS. 3. 2. 16) 式 的 基础 解 系 矩阵 的 列 向 量 的 形式 构造 出 来 . 


之 所 以 说 要 “适当 选择 廊 , j,，…，, j 下 标 ", 这 是 因为 基础 解 系 矩阵 At ， 
is it 的 形式 不 是 唯一 的 ,所 以 , 若 任 选 一 个 下 标 子 列 , 如 1，2，…，A, 以 子 


HPE 
ol a I 
1s 2, es k 
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( 设 其 可 北 ) 来 构造 基础 解 系 矩阵 


i fÑ y ey te t, al PAR ig e 
1, 2, e, k Teta ata; =, m 


I 


tmo 


一 (5. 3. 2.19) 


则 即便 g, j = 1, 2，…,A 超 平面 的 交 ( 超 ) 直线 集合 中 含有 位 于 R? ERM 
中 的 半 直 线 ( 射 线 ) ,但 对 于 任 选 的 这 个 下 标 子 列 1. 2, …, k G. 3. 2. 19) 式 决 
定 的 基础 解 系 矩阵 al 


的 列 向 量 中 也 不 一 定 全 有 能 成 为 
P(Cx 20, x 之 0) 集合 极 方向 d 的 列 向 量 . 比如 ,(5. 3. 2. 19) 式 构造 出 来 的 基础 
解 系 矩 阵 的 列 向 量 均 不 满足 中 作为 PC*) 的 极 方向 的 非 负责 求 . 
要 找到 (5.3.2.16) 式 中 的 那 一 个 下 标 子 列 ji jo eo j 可 以 按 
(5. 3. 2. 18) 式 构 造 出 的 
ips dzs 5 i 
a 
Jis J2» s Ja 


矩阵 的 列 向 量 中 含有 P(Cx > 0, x > 0) 集合 的 极 方向 向 量 , 最 直接 的 方法 当然 
是 对 1， 2，…, m PRE jis jas = ja 子 列 当 试 构造 出 A ta ja 
Freses Mhi 

阵 ,然后 再 去 检验 其 各 列 向 量 是 否 满足 (5.3.2.17) 式 的 要 求 . 这 样 , 只 要 
(5. 3. 2. 16) 式 的 解 中 包含 有 极 方 向 d, 就 一 定 可 以 将 它 找到 ,但 这 种 枚 举 法 的 计 
算 量 仍然 很 大 . 

如 果 注 意 到 (5. 3. 2. 17) 式 的 要 求 ,可 以 更 简便 一 些 地 确定 At*} 中 可 能 含有 
的 极 方向 向 量 . 由 于 极 方向 向 量 d > 0, 故 可 任 取 一 个 下 标 子 列 , 比 如 1，2，…， 
,构造 出 A{，) 矩阵 ,然后 求解 以 下 不 等 式 方程 组 


is is ts i 
A t>0 (€ R 
Tuz: e, k } S 


这 个 不 等 式 方程 组 等 价 于 以 下 不 等 式 方程 组 


io is s i io o is “où 
=g C. t>0 (€ R" 
| 人 Ë } EA aN E u 
t> 0 


— (5. 3. 2. 20) 
这 一 不 等 式 方程 组 仍 是 类 似 于 (5. 3. 0) 式 的 ,但 它 比 (5. 3.0) 式 要 更 简化 一 
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些 了 ,(5. 3. 2. 20) 式 中 的 未 知 数 个 数 及 不 等 式 方程 的 个 数 都 比 (5. 3. 0) 式 来 得 
少 .这样 , 就 可 形成 迭代 的 解法 ,从 而 ,最 终 解 出 (5. 3. 2. 20) 式 一 一 如 果 它 有 解 ， 
或 判断 出 它 无 解 . 

如 果 (5. 3. 2. 20) 无 解 , 则 已 可 知 (5. 3. 2. 16) 式 决定 的 g， 超 平面 的 交 ( 超 ) 
直线 与 R? 正 象限 是 不 相交 的 . 如 果 (5. 3. 2. 20) 有 解 ,不 妨 设 其 解 是 


ft 一 Du u20 D. >0 — (S. 3: 2.21) 


则 可 将 (5. 3. 2. 16) 式 的 解 表示 成 


is is s i ° 
= A Du u>0 u€ R 
5 . } re 


则 车 记 


s s s> | 


At (i i eo i} =Í PNAN 


5 —(5. 3. 2. 22) 


一 定 有 AT (is irs eo i) S0. BOH Ali o irs eo i) 的 各 列 向 量 w 只 要 满足 


Ce@ {is is mi 二 0 


它 就 是 P(Cx > 0, x= 0) 中 的 极 方向 向 量 . 这 后 一 种 方法 所 需 的 计算 量 往往 要 
少 很 多 . 

对 二 2,3,…，,m 一 1 分 别 按 以 上 方式 确定 (5. 3. 2. 16) 式 的 ( 非 负 ) 基础 解 
系 矩 阵 (5. 3. 2. 22) 式 构造 的 A{，) ,然后 检验 其 各 列 向 量 与 C 和 矩阵 的 ( 右 ) 乘积 是 
和 否 非 负 , 就 找到 了 P(Cx >0, x>0) 集合 中 全 部 的 由 &, 超 平面 的 交 线 形成 的 位 
FR? 正 象限 中 的 射线 的 方向 向 量 决定 的 P(.) 的 极 方向 向 量 . 

H P(Cx > 0, x > 0) 的 几何 意义 、 逆 矩阵 的 几何 构造 以 及 以 上 关于 
(5. 3. 2. 16) 式 基础 解 系 的 分 析 ,可 知 ,P(Cx > 0, x > 0) 中 的 极 方向 ,只 有 这 样 
两 大 类 ,第 1 类 就 是 上 一 节 所 分 析 的 各 个 超 平面 g, 与 各 坐标 平面 Oz,zx, (在 R” E 
象限 ) 的 交 线 所 决定 的 方向 向 量 ; 第 2 类 就 是 由 (5. 3. 2. 16) 式 决 定 的 上 个 超 平面 
g, 二 1,，2，…，, 上 的 交 直 线 , 上 且 交 直线 又 刚好 位 于 RZ 正 象限 中 , 即 可 表示 成 
R” 正 象 限 中 的 射线 的 方向 向 量 所 决定 的 极 方向 . 由 (5. 3. 1. 9) 式 、(5.3.2.15) 


式 ,可 知 这 些 极 方向 都 只 能 是 (5. 3. 2. 10a) 式 中 的 Ci i = i) 矩阵 上 一 1, 
2，…，m 中 某 个 m X m 阶 可 道子 矩阵 的 逆 阵 的 列 向 量 . 由 此 即 知 在 关于 推论 
5.1. 2. 4 的 说 明 中 所 断言 的 ,4 成 为 P(Ax > 0, x> 0) 集合 中 的 极 方向 , 充 要 条 
件 是 d 是 A 短 阵 中 的 菜 个 m X m 阶 可 北 于 矩阵 的 逆 阵 的 列 向 量 ( 最 多 相差 一 个 
ERIS), E Ad > 0, 这 一 结论 是 正确 的 . 
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jN 
2 < k < min(rank C, m — 1) = k, 一 (5. 3. 2. 22a) 
仍 记 (5. 3. 2. 22) 式 的 
At lishe s a) m [a n a e] 
并 再 作 下 标 集合 ， 
Ti s i) = (j |œ 20, œ 20, Ais i, eo h) = 
ser =E 
再 作 
A,= [E] H j E Jt (i, i t k), 2< k < k 
一 (5. 3. 2. 24) 
BDA, 是 所 有 Alis izr ets i)o 2 < k < k, 基础 解 系 矩 阵 中 的 那些 满足 
a >0, Co > 0 
的 列 向 量 组 成 的 矩阵 . à 
则 (5. 3. 0) 式 的 最 终 解 可 表示 成 
x=L,u+E,v+A t t,u,v>0 一 (5.3.2.25) 
其 中 E, 由 (5. 3. 2. 8) 式 给 出 ,L, 由 (5. 3. 2.5) RAY LA 按 下 式 给 出 ， 
[= 一 [L4] WJA h=1, 2, =, 一 (5.3.2.26) 
L,.E, ffl A, 矩阵 的 行 维 数 均 为 m, 列 维 数 分 别 由 JO), JI AR Jt (u, 
irs ees i) 集合 (全 体 ) 决定 . 从 而 得 到 RT 空间 上 的 闭 核 锥 的 构造 ， 
P(Cx 20,x220) = (x |x= L, u+E, v+A,t t,v u2>0) 
一 (5.3.2.27) 


由 于 以 上 的 构造 性 解法 中 ,并 没有 对 矩阵 C 的 阶 数 n、m 和 秩 作 任何 假设 , 故 以 上 
解法 对 任意 的 n x< m MERE C 决定 的 (5. 3. 0) 式 均 是 适用 的 . 

上 面 的 叙述 导致 了 很 繁琐 的 下 标 符号 ,但 其 方法 并 不 复杂 ,可 以 结合 下 例 予 
以 理解 . 


例 5.3.2.1 解 出 以 下 不 等 式 方程 组 
3z, — 2a, 一 3z +z, 20 
z 十 2r: 一 z， —zx, 20 
— 2r 十 2z: +z, —3r, 2 0 
z 20 i=1,2,3,4 
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由 上 文 的 符号 


3 一 2 一 3 1 
c= | 1 2 —1 —1 (rank C = 3) 
= 2 1. 383 


Rr ho '| 1, i 
3 R pio o [z z 9 o 
1 1 A. 2 1 s 
L'= |2 x z L: = 0 z z L'= |2 0 2 0 
A 8. i T oni 0 E | 
3 3 i o i E E EE 
0 0 1 1 L S>. gi 
0 0 0 °] 
CeL'=|+ 0 0 — 
= 2 sl 


这 里 为 简约 仅 写 出 C L 的 符号 .可 知 刀 (1 = (1). BH f L' 的 第 1 个 列 
向 量 符合 构造 闭 锥 的 要 求 , 同 理 可 知 JI (2) = 各, 即 三 中 的 列 向 量 均 不 符合 构 
造 闭 锥 的 要 求 , 厂 (3) = (1). 故 


> ° n= w= 
° ° nj- n= 


再 由 
C.L =C 
H C 中 没有 非 负 的 列 向 量 , 知 E, = [0]. 
再 求 交 线 . 现在 k, = min(rank C, m — 1) = 3, 故 可 取 k = 2, 3. 
k=2 
(a) H 
3z —2r,—3z, 十 zi = 0 
1 e C{1, 2)x 一 0 


r +2r,—z, 一 zi 一 0 


n 12 
Bto ja) = ü, 2), cÍ, + | 可逆 ,并 得 到 基础 解 系 年 阵 
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1 0 
0 0 
ji doct o n. T 
Al 中 = 2 c-al 路 - 0 0 
u, wP. ç "C: 
0 1] 


mal p>ommrc afi S 不 请 足 非 负 条 件 , 故 At1，21 中 没有 可 
构造 解 的 列 向 量 . 


(b) 由 
3r, — 2r, — 3r, +z, = 0 
e C1, 3}x=0 
l 2z, +21, +z, — 3r, = 0 
类 似 , 可 得 基础 解 系 矩阵 


afi 20 tn 


1, 3 
I NL. 2 个 列 向 量 均 是 中 的 极 方向 向 量 . 


现在 ,如 果 取 {jis ja) Æ (1, 2) 00 j) = 11，3} ,可 得 


Mae d hale dl del eE 


由 (5. 3. 2. 18) 式 


maaf 
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得 


4 中 - 


I 


o ojo = ole 
= oja o wj 


1,3 
aal, 3 不 是 非 负 的 , 故 再 由 (5. 3. 2. 20) 式 ,应 有 
4 8 
B03 =>0 


h —2 20 
2a a >0 
3 st 之 @ + 2 —7, 过 0 


t >20 trh > 0 
20 
这 是 易 解 的 方程 组 . 可 得 解 是 
1 
+ 1 
t= 1 u u>0 
7 0 
即 由 (5. 3. 2. 21) 式 得 
1 
> 1 
D, = I 
7 ° 


再 由 (5. 3. 2. 22) 式 ， 


7 
7 3 

1 
> 1 

1,3 

as = A| -2 = 2 
1,3 0 2 
3 
+ o 


比较 A (3 与 4| ”3 的 列 向 量 可 知 ,在 将 列 向 量 看 成 是 R 空间 上 从 原点 
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出 发 的 方向 向 量 这 一 意义 上 讲 , 二 者 是 等 价 的 (除了 排列 次 序 不 同 外 51], 仅 相 
差 一 个 正 数 倍 ). 因此 ,将 A” {1, 3) 中 的 列 向 量 确定 为 P 中 的 极 方向 向 量 也 是 可 
以 的 .反之 ,此 例 即 说 明了 若 A* (1, 3) 的 列 向 量 中 含有 可 作 P 中 的 极 方向 的 列 


trs 
向 量 ,那么 ,也 就 存在 一 个 子 列 信 ， ja) = 11，2} ,可 构造 出 ali 2> o, R 


A" (1, 3) 中 可 作为 极 方向 的 列 向 量 与 ali 3 的 某 个 列 向 量 等 价 - 
(c) 由 


| zi 十 2zrz —z; —z, = 0 


e CI2,3)x= 0 
— 2r, +2zr, +z, —3z, = 0 


可 得 


= 
vw 

S — ol ws 

= ° ajn wje 


2, 
由 于 4|， 2| 不 是 非 负 的 , 仍 由 (5. 3. 2. 20) 式 ,应 解 


2 2 
了 和 -3t >0 


B+ >o eforai 


t >20 
t> 0 
因为 以 上 不 等 式 组 中 的 第 2 个 不 等 式 t,t, 前 的 系数 均 非 负 ,故此 不 等 式 是 元 余 
的 ,可 以 省 略 . 
得 


hsh 20 


即 


(1) Atl, 3} 中 列 向 最 的 排列 次 序 完全 是 人 为 指定 的 ,如 取 D, 矩阵 的 两 列 向 量 位 置 互 换 , 则 A* {1， 
3} 矩 阵 的 列 向 基 的 位 置 也 可 以 互 换 . 
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0 


V 
° 


At (2, 3) = |1 


£ 
1 


o 一 om wm 


sa 


C. A {2,3} = Ë | 
0 0 


TA A (2, 3) 中 没有 P 的 极 方向 . 


Hi k = 3 
Cex=0 
得 
一 2 
1 
人 | 
2 
1 
12, 3). š 
aal Ñ 5 不 是 非 负 的 ,但 按 (5. 3. 2. 20) 式 ,要 有 
—2> 0 
I 
r 
—2>0 
1>0 


不 等 式 组 成 立 , 只 有 4 = 0. WBRA A {1, 2, 3) 非 0 的 解 . 


最 终 , 得 到 按 (5. 3. 2. 27) 式 构造 的 解 集合 


P(Cx >0,x2Z20) =4x | x= 


r 
S o n= wl- 
° ° n= n= 


= ° s|< s 


t 


u t>0 
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容易 理解 ,上 式 可 简化 为 xE PC) 
t. | 
CE 
g. 42 3k: A 
x=|2? 2 2 2|u “ER 
r S E A 
0 0 0 1 
例 5.3.2.2 
1 
S, al ss 
wa DS SeN À Cx>0 
C= z 7 2 x>0 
1 
| 2 -3 
解 之 (不 详细 写 出 求解 过 程 ) ,有 
1 1 5 
3! 2 H 
= l t A=], 3| E REE 
2 7 
0 0 1 1 
可 得 其 解 是 
1 1 5 
3 ! 7? M 
x= 1 3lu u>0 
We 
o- 3 1 
tE 8 fl rh t C 3 W8 Pk ME BE. 由 本 章 以 上 内 容 可 知 , 若 A 是 m X m Et B| B 3E 


阵 , 则 


不 等 式 组 解 是 


Ax>0 


x= A 'u uc R? 
TB n 9 S b |H S S: BE Jy ik oR AK P| 4765. 如 , 令 
x=C`u uce R 


是 Cr 三 0 的 解 ,再 由 zi 二 0,i 一 1, 2, 3 的 要 求 ( 以 及 uE Ri 的 条 件 ) ,应 得 到 
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的 是 另 一 组 不 等 式 组 


C''u2>0 
w20 i=1,2,3 
但 这 仅仅 只 是 对 原 不 等 式 组 作 了 一 个 变换 ,对 于 求解 没有 什么 帮助 ,除非 C '' > 
0, 此 时 可 利用 逆 矩 阵 法 直接 得 到 解 ( 见 下 文 ). 
同时 还 应 注意 到 ,虽然 解 变量 x € R; ,但 将 它 用 变量 w 的 正 线性 组 合 的 方式 
表 出 却 只 能 在 u € RV 空间 才能 做 到 . 换 句 话说 ,这 里 不 存在 维 数 上 的 任何 可 供 
预先 能 予 判定 的 对 应 关系 . 即 如 果 不 通 过 具体 的 求解 过 程 , 解 集合 中 含有 的 极 方 
向 的 数目 预先 无 法 知道 . 
如 以 上 两 例 所 示 , 在 (5. 3. 2. 25) 式 (5. 3. 2. 27) 式 给 出 的 解 x 的 构造 中 ,可 
简 记 
D,=[L,, E,» A,J 
仍 记 
u= (WT v, 07)T™ 
M) x € P(Cx > 0, x > 0) 可 简化 地 表示 成 
xz=D u u2>0 一 (5.3.2.28) 


例 5.3.2.3 确定 解 集合 P(Cx >0, x>0) 的 极 方向 的 方法 ,可 以 简化 . 如 
本 例 所 示 . 求 


x> 0 


3 2 一 1 | cr>0 
一 1 一 1 一 1 1 I 
2 一 1 $ == 
m. 
解 : 仍 用 以 上 符号 和 求解 步 又 ,直接 写 出 以 下 结果 


SP oo 
w o ° s| 


再 由 
Ci, 2)x=0 x>0 
方程 组 中 , 知 设 有 解 集合 极 方向 . 由 
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可 得 到 极 方向 di， 
6 1 
d, = 77' 0 1° 
H 
C42, 3}x = 
可 得 到 极 方向 das 
da= ($, 4,0, 
最 后 ,从 方程 组 
Cx=0 x>0 
中 得 到 极 方向 4 
3 9 14 
d= (ii 33 13° 
故 解 x E P(Cx > 0, x = 0) 可 表 成 
1 1 6 5 3 
2 73 TS 
1 9 
0 0 0 3 13 
< 1 14 
0 0 T 0 13 
Kaci, i 
a a 4 4 
注意 到 蕴涵 关系 


P(Cx = 0, x 2 0) © P(C{is'j}x = 0, Cik)x > 0, x > 0) 


C(1,3)x=0 x>0 


x>0 


T 


1) 


u ue R 


605 


其 中 i, j,k 是 1, 2, 3 的 一 个 排列 ,上 式 对 于 1, 2, 3 的 全 部 排列 i, j, 中 的 至 


少 一 个 排列 必 成 立 . 故 极 方向 d, 
C(k)x > 0, x > 0) 集合 的 极 方向 . 
所 以 , 记 {i, j) Rl, 2, 3 中 任 取 2 个 数 的 组 合 


求 取 


P(C{i, j}x = 


0, C{k}x > 0, x>0) 


sk = {1, 2, 3}— 


一 定 总 是 这 个 排列 决定 的 PCl, ;)x = 0, 


dis j) W 


V (i, j} —(5. 3. 2. 29) 
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中 的 全 部 极 方向 ,就 可 以 得 到 didas 和 4d 极 方向 . 从 而 不 需要 另外 再 去 求 取 
Cx=0 x>0 


的 解 集合 中 的 极 方向 4 了 . 
由 这 一 方法 ,对 于 本 例 , 可 知 
C(1,2)x= 0 
| C(3)x> 0 
x>0 
的 解 中 没有 极 方向 . 再 由 
3zl 十 2z 一 zs 一 zi 一 0 
[rarse 二 
C{2)x >08 = 一 (a) 
—z — z, — z, +2r, 2 0 
x 二 0 
Tua. Z 0 
从 前 2 个 等 式 方程 中 可 解 得 
5 
i 1 
x= H —llk (€ F 
1 0 
0 š 
h x > 0, 得 方程 组 
一 5 十 74 2 0 
lla 一 72 > 0 
t. 20 
从 而 有 解 ， 
1 1 
5 n i 
t= 1 1 u u€ R; 
T.F 
所 以 
C(1,2)x= 0 
x 二 0 


的 解 是 


Š5 闭 凸 锥 的 构造 一 一 线性 不 等 式 方程 组 的 解 607 


6 
5 7 
-2> 1 
y 1 l Š 0 
s ii zA F 路 - 3 su uzo 
¥ GIEF T. 5 11 
0 1 P E: 
TAT 
将 此 解 代 人 C(3)x > 0,48 
u + ya 20 
u, Z 0 
可 得 解 
[35 
= 0 
u= 3 h h€ R 
= 1 
于 是 最 终 得 到 (a) 式 的 解 
2 6 
3”. 77 
2 0 
x= |28 1|lh h2>0 =) 
9 1 
26 1 
[9 了 
注意 上 式 h 前 矩阵 的 第 1 列 向 量 就 是 极 方向 d. 
类 似 地 ,再 从 
C{2, 3}x = 0 
C{l}x>0 
x 二 0 
亦 可 得 到 其 解 为 
5 5 
14 3 
15 1 
i | Sliir A 
3 0 
65 
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这 里 h 前 矩阵 的 第 1 列 向 量 也 就 是 d 极 方向 . 
所 以 ,从 (b 一 c) 两 式 已 得 到 了 极 方向 dis da, 和 d. 这 是 更 简便 的 求解 方法 . 
这 一 方法 可 应 用 任意 阶 的 CE R, 
Cr 三 0 
x>0 
不 等 式 方程 组 的 场合 . 即 按 前 述 方法 得 到 L, E, 矩阵 后 ,直接 求解 
C(i,jlx=0 1<i<j<n Wi, j) 
Ciki» krs jx k, E (1,2, =, n} 
x>0 k Æi, j;h=1l, |, n—2 
一 (5. 3. 2. 30) 
便 得 到 P(Cx > 0, x > 0) 中 其 余 的 全 部 极 方向 . 


$5.3.3 解 的 存在 性 条 件 


由 以 上 的 分 析 已 知 ,(5. 3. 0) 式 是 否 存在 非 平 凡 解 , 不 能 够 利用 矩阵 C 的 秩 
就 能 够 予以 判断 . 当 和 矩阵 C 是 m X m BEREH ETX , (5. 3. 0) 式 可 以 有 非 0 解 存 
在 也 可 能 没有 非 0 解 存在 ,同样 , 当 矩 阵 C 不 是 满 秩 的 ,(5. 3. 0) 式 同样 也 可 能 存 
在 非 0 解 ,也 可 能 不 存在 非 0 解 .在 m= 2 时 可 以 利用 以 下 图 形 说 明 这 一 点 . 对 于 
线性 方程 g,(x) 220, x 三 0, 且 gi(x) = 了)cxr,, 图 5.3.3.1 ARER ERR 


上 有 不 等 式 g,(x) Z 0 取 等 号 时 表示 的 直线 及 由 箭头 所 指 方向 表示 的 法 方向 . 
(a) 图 中 ,gi g: = 0 的 系数 矩阵 C 是 满 秩 的 ,但 相应 的 (5. 3. 0) 式 没有 非 平凡 解 ， 
这 由 gige 的 法 方向 相反 即 可 判定 . 可 以 理解 , 当 将 (5. 3. 0) 式 中 的 +, > 0 限制 
条 件 取 掉 ,那么 ,(a) 图 中 所 表示 的 g, > 0 fE R° 全 平面 上 有 非 平 凡 解 , 其 解 空 
间 为 坐标 系 第 由 象限 的 阴影 区 域 . 而 (b) 图 中 g,., 的 法 方向 决定 了 此 时 (5. 3. 0) 
式 存在 非 平 凡 解 , 且 矩阵 C 也 是 满 秩 的 . 类 似 的 ,(c) 图 中 gia = 0 的 系数 和 矩阵 
C 是 行 线性 相关 的 ,相应 的 (5. 3. 0) 式 没有 非 平 凡 解 ,而 (d) 图 系数 矩阵 C 也 是 行 


(a) (b) (c) (d) 


Œ 5.3.3.1 
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线性 相关 的 ,但 相应 的 (5. 3. 0) 式 是 有 非 0 解 的 . 
取 x = (1, 1, =, DE RZD 


是 R” 正 象限 的 角 平 分 线 . 由 


Q)". a= 0 


m atat ta, = 0 
决定 的 解 
ep ET r€ R” 一 (5.3.3.1) 
是 与 角 平 分 线 正 交 的 方向 向 量 的 通 解 . 
作 


l: x=x +a 


MÜ, 是 过 x 点 且 与 角 平 分 线 正 交 的 RY 正 象限 的 截 超 平面 . 因此 ,如 果 (5. 3. 0) 
式 有 非 平凡 解 , 则 其 解 必 是 RT 正 象限 上 的 闭 锥 ,类 似 图 5. 3. 2. 1, 此 闭 锥 必 与 4， 
相交 .所 以 , 若 P(Cx 20, x 之 0,x 夫 0) 非 空 ,应 当 有 (5. 3. 3. 1) REA HA a, 


Fe +a)>0 


Aq So —(5. 3. 3. 2) 
RI. 
À. x' +a > 0 ñfí# 
e> 
名 
z2>—1 i=l,2,=,m—l 
将 z, 表 成 
z =l +u u 20 
并 代入 以 上 不 等 式 组 的 第 一 式 , 经 整理 有 
OR 
u20 i=l, 2, =, m—1 


这 一 不 等 式 组 的 解 ( 见 本 章 以 下 内 容 ) 是 
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=: 
u= ml, +s s>0 0< Xs <1 


£t 
这 里 ,ay s 都 是 m 一 1 维 向 量 ,所 以 有 
一 1 


一 1 
zx 一 | ,|+ml ,es 
=1 
将 此 式 代 和 人 (5. 3. 3.1) 式 ,得 
一 1 
an [TE m2] 一 1 j 
TE Tep S ess 
一 1 
得 
m—1 
-1 
一 1, =l, =, —1 
a= | 一 1 +m[ 上 一 (5.3.3.3) 
lo 
一 1 
再 将 (5. 3. 3, 3) 式 代入 (5. 3. 3. 2) 式 的 前 ”个 不 等 式 组 
1 m—1 
1 一 1 一 1, 一 1, ,一 1 
C .|+ +m[ i Ë 三 0 
i : d 
1 -一 ! 
即 


1 


一 1 一 1 一 1 z 
š +c. [ i >° s>0 0< ls <1 一 (5.3.3.4) 
aa 


这 里 c' 是 指 的 矩阵 C 的 第 1 列 向 量 . 记 
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(8.3. 3. 4) 可 写成 为 


D'e P00 X =1 一 (5.3.3.5) 
= A 


< 是 C HERR j 列 向 量 . 由 此 得 以 下 推论 . 

推论 5.3.3.1 (5.3.0) 式 有 非 平凡 解 的 充 要 条 件 是 (5. 3. 3. 5) 式 成 立 , 即 
矩阵 C 的 列 向 量 可 以 凸 组 合 的 方式 构造 出 非 负 向 量 . = 

此 推论 的 必要 性 、 充 分 性 由 (5. 3. 3. 5) 式 的 推导 即 见 . 由 此 推论 可 得 以 下 结果 . 

系 5.3.3.2 Bisio s i 1S<k< mj 1, 2, =, m EIR — 4 Tl. 
车 矩阵 C 的 列 向 量 中 存在 子 列 cv ,1 = 1, 2, =, k, AH k NEX: > 0, 


>, 二 1, 并 使 


Dici >=0 一 (5.3.3.6) 
则 (5. 3.0) 式 存在 非 平 凡 解 . 特别 地 ,= 1, 4 = 1, 即 有 上 标 i 使 
e 0 
即 C 和 矩阵 存在 非 负 列 向 量 时 ,(5. 3. 0) 式 存在 非 平 凡 解 . x 


例 5.3.3.1 AH 5.3.2.1 HY CEREN B|, RUE F 5516. 


3 一 2 —3 1 
c-| 1 2 -1 一 1 

—2 2 1—3 

取 CERES 1.2.3 列 向 量 ,并 取 4 = .45, 1, = .35, t, = .2 A 


3 一 2 —3] [.os 
可 1 站 -二 二- > 

一 2 2 1 0 
由 以 上 的 系 ,由 此 C 矩阵 决定 的 (5. 3. 0) 式 存在 非 平凡 解 . 


在 (5. 3. 3.6) 式 中 取 一 去, 可 得 以 下 结论 . 
系 5.3.3.3 ”车 C 和 矩阵 中 的 一 个 列 向 量子 列 c 的 和 


十 .35 


4 
Dhi >o 一 (5.3.3.7) 


则 (5. 3. 0) 存 在 非 平凡 解 . Ë 
B 5.3.3.2 有 以 下 矩阵 C 
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验证 
Cr 三 0 


x 二 0 


是 否 存在 非 平凡 解 . 
由 (5. 3. 3. 5) 式 ,现在 应 有 4,;.， 220, h Hh +H 一 1, 要求 


t —t —t 2 0 
=t thh 20 
hht 2 0 
易 知 此 不 等 式 组 不 能 成 立 . 因为 若 第 1 个 不 等 式 成 立 
t —— 20= t —,, 21 > 0 
则 第 2 个 不 等 式 就 会 有 
一 二 十 在 一 态 =— (t —k)—t <0 


等 等 . 故 本 例 C 矩阵 决定 的 (5. 3. 0) 式 只 有 平凡 解 . 
定理 5.3.3.4 CER”, WRAAE O 的 < 使 


ya >0 
x> 0 
成 立 , 或 者 有 非 0 的 t, 使 
—C'r>0 
| t> 0 
成 立 , 但 二 者 不 能 同时 成 立 . = 


这 一 定理 的 推导 以 后 会 有 叙述 . 
如 例 5. 3. 3. 2, 已 知 


(2 
x 二 0 


无 非 0 解 , 则 
—C'r>0 
| t>0 


一 定 有 非 0 解 .实际 上 由 一 C" = 一 C, 且 一 C 的 列 向 量 和 之 0, 由 系 5.3.3.2 即 知 
此 结论 ,而 对 于 例 5. 3. 3. 1 中 的 矩阵 C, 亦 可 验证 
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一 CT 二 0 
t>0 
一 定 无 非 0 解 . 
附带 地 可 以 指出 ,在 (5. 3. 0) 式 中 , 当 C 和 矩阵 可 道 , 且 C ' > 0 BJ Jt E BE 4E 
负 , 那 么 ,(5. 3.0) 的 解 可 以 直接 用 逆 和 矩阵 表示 为 
x=C'u uc R — (5. 3. 3. 8) 


并 应 说 明 , 若 按 上 文 的 解法 所 得 结果 实质 上 与 此 是 一 至 的. 
对 任 一 mn X m BEBE A 28 A TIR, EA 之 0, 则 称 A 为 (广义 YM 一 矩阵 . 
那么 ,由 以 上 系 5. 3. 3. 2 直接 可 得 以 下 结论 ,车 A 是 实 对 称 和 矩阵 , 且 


as >0 a; SOGE j) 
并 且 A 是 行 对 角 强 优势 的 , 即 


则 A 是 M 一 矩阵 

一 般 意义 讲 , 如 果 任 一 矩阵 C 是 M 一 矩阵 ,那么 ,由 C 决定 的 (5. 3. 0) 式 一 
定 有 非 平 凡 解 ,但 反之 ,使 (5.3.0) 式 有 非 平凡 解 的 矩阵 C 不 一 定 是 M 一 矩 
阵 511. 并 且 容 易 理解 ,更 宽松 的 条 件 是 CE R” 且 可 逆 , 则 若 C” 中 含有 非 负 
列 向 量 , 则 (5. 3. 0) 式 有 非 平凡 解 . 

利用 解 集合 P(Cx > 0, x > 0) 中 的 极 方向 向 量 所 具有 的 唯一 性 ,可 知 ,以 
(5. 3. 2. 28) 式 表示 的 解 的 形式 也 应 当 具有 唯一 性 . 然而 ,由 于 以 上 给 出 的 解法 
本 身 已 具有 构造 性 , 故 不 利用 极 方向 的 概念 ,也 可 以 推出 有 以 下 结论 . 

推论 5.3.3.5 BG. 3.0) 式 的 解 表 示 为 (5. 3. 2. 28) 式 


x=D,t t>0 
E D, 矩阵 是 非 负 的 ,最 简 的 23 ,那么 解 集合 
P(Cx >0, x>0) = (x |x = D, t t20, x € R,) 


在 表示 形式 上 是 唯一 的 . " 
证 明 : KEAR PO) 是 锥 ,对 任 一 xE PO), À> 0, Àx € P(.). 取 


t= (ls lo 1)" 


C1) 任 一 mXm 阶 矩阵 A 成 为 M 一 捧 阵 的 判别 条 件 , 有 许多 个 等 价 的 形式 ,可 见 ( 特 殊 和 矩阵 》, 癌 前 注 ， 
第 280 页 ,定理 4.6.5. 
C2) “最 简 的 " 含义 是 指 父 造 Di 的 上 + 、E+ 和 A. 和 矩阵 中 删除 可 能 存在 的 全 部 相 重 复 的 列 向 最 . 
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有 Y=D,r EPO 
类 似 以 上 的 方法 再 作 x' 9 E3 F] p 
P= 0 > (D B= 0 
记 以 上 方程 的 解 是 
B= Az zER 


其 中 A; 是 m X (m — 1) Bt 8 B£ B 35 RI 80 # 8: £. 
作 


L: x=% +A z€ R” 


DRHE x EAE 点 的 一 个 mm 一 1 维 线性 流 形 ( 超 平面 ), 且 工 与 PC(.) 相交 . 


i d, 是 D, 和 矩阵 的 第 j 列 向 量 , 且 设 D, 是 mxXwv 阶 矩阵 ， 
记 Lix= det j=l, 2, sv 


则 这 样 的 4 是 以 必 为 方向 向 量 的 从 R" 原点 出 发 的 射线 . 可 以 求 出 与 志 的 交 
点 坐标 , 即 解 以 下 方程 

dl ° t, =X + Ass 
或 写成 等 价 形 式 


[d : -a[i ]= > 


可 知 矩阵 [di : — A¿ ] 是 mxXm 阶 满 秩 甜 阵 . 因为 是 D, 的 列 向 量 , 而 AZ 
又 是 与 D, 正 交 的 矩阵 , 且 4; 是 列 向 量 线性 无 关 的 . 由 此 可 解 得 4 与 超 平面 的 
AX, 

š = (si, sk, =, l) = && t, 260 
其 中 应 有 4 > 0. 因为 
d i —' = Azz' => D} (d t —3') = 0 
由 此 可 得 


CDTDT D, t 和 ` n. D... d, 均 非 负 , 且 
' GD: d. (VD: d, > (di y' di > 0 


EX, 为 顶点 的 凸 组 合 


x= Ha sa —(a) 
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则 显然 这 样 的 x 都 可 使 
Cx = DsCE = Psdii>0 x>0 
现在 说 明 在 工 超 平面 上 除了 以 上 (a) 式 决定 的 x, 不 再 有 其 他 的 x 点 ,使 
(5.3.0) 式 成 立 
Cx 三 0 
I x >0 
车 否 , 设 x 是 使 (5. 3. 0) 式 成 立 的 工 超 平面 上 的 点 , 且 x 不 能 用 以 上 (a) 式 
表 出 . 则 任 取 一 组 


并 作 x= DF, 
Mj x € P(.), 且 是 P(+) 的 内 点 .再 作 
lx 一 bo 十 ez by 和 二 0 +t =1 
则 :是 x“ 点 间 的 连 线 .但 由 于 POO 是 闭 的 , 且 x € POROA PO 的 内 点 
到 x 的 连 线 必要 穿 过 P(.) 的 边界 ,而 POO 的 边界 显然 就 是 形 如 
di x=0 
决定 的 超 平面 . 这 即 是 说 , 必 有 某 个 下 标 i E l RBR 
d x=0 
相交 , 故 
dí (hx +h¥)=0 hti>0 
有 解 . 此 即 是 说 di x 与 ds 主 的 符号 必 是 相反 的 . 现 已 知 di X > OKUDA di x 
二 0, 故 x 不 可 能 使 (5. 3. 0) 式 成 立 . 
从 而 (a) 式 决定 的 x 全 体 是 工 超 平面 上 使 (5. 3. 0) 式 成 立 的 点 的 全 体 集合 ， 
并 由 本 章 $ 5. 1. 2 节 的 论述 , 当 D, 矩阵 为 最 简 形 式 时 ,(a) 式 的 形式 也 是 唯一 
的 , 故 最 简 的 D , 矩阵 也 是 唯一 的 . 
将 + 向 量 替换 为 
Ú = tis >0 


并 作 以 上 的 分 析 即 知 ,在 x > 0 Bl RZ 正 象限 上 任 取 的 与 PCO 子 空间 相交 的 超 
平面 L 上 ,以 上 结论 均 可 成 立 . 
由 此 即 知 推论 5. 3. 3. 5 成 立 . 
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I Cx>b._, 
$ 5 4 Ru 象限 中 的 闭 集 一 | “全 0 方程 组 的 解 
x 二 0 
Cx2>b 
§5.4.1 1 x 之 0 方程 组 的 解 
考虑 CE R>”, x € R", b € R° 
Cx >b 
一 (5.4.0) 
x> 0 


式 的 解 . 4 b = 0 时 ,(5.4.0) 式 就 是 (5. 3.0). 已 知 (5. 3.0) 式 的 解 是 R” 正 象限 
E fB] 88. m b < 0 Ht, (5. 4. 0) 式 的 解 不 一 定 是 R? 正 象限 上 的 闭 锥 ,所 以 称 
其 为 RY 上 的 闭 集 . 以 下 均 假设 上 > 0. 
当 (5. 4. 0) 式 有 解 时 ,其 解 的 构造 可 以 从 (5. 3. 0) 式 的 解 的 构造 中 拓展 而 来 . 
类 似 (5. 3. 2. 25) 式 ,(5. 4. 0) 式 的 解 可 以 表示 成 以 下 形式 
x=@ s+L,u+E, v+A,t t,vu2>0 —(5.4.1.1) 


与 (5. 3. 2. 25) 式 相 比较 ,多 了 第 一 项 ®,s, 对 此 稍 后 有 具体 说 明 .对 于 工 , E, 的 
意义 完全 等 同 于 (5. 3. 2. 25) R.A, 矩阵 在 意义 上 也 类 似 于 (5. 3. 2. 25) 式 , 但 导 
出 A, 矩阵 时 是 与 p, 矩阵 一 并 完成 的 . 

s 是 权 数 向 量 . 当 x — 0 不 是 (5. 4. 0) 式 的 解 时 ， 


s>0 D2)s,=1 
当 x 二 0 也 是 (5.4.0) 式 的 解 , 即 b 志 0 时 ,应 当 将 s 向 量 理解 为 
s>0 0< Ds<1 

D, 矩阵 中 的 任 一 个 列 向 量 9’ 都 是 (5.4.0) 式 中 的 车 十 个 不 等 式 方程 取 等 
号 时 的 解 (集合 ) 与 R? 正 象限 的 边界 坐标 超 平面 的 交点 ,具体 说 明 如 下 . 

在 R, 空间 中 ,习惯 于 称 Or, z, 这 样 的 平面 为 “坐标 平面 ”. 显然 Or zs ，zi、 
Zs 三 0 即 表示 是 R; 正 象 限 的 一 个 “边界 坐标 平面 ”. 推广 至 R” 空间 , 称 
Qri= Y (0, =, 0, z, 0, =, 0) z,220,i=1,2, +, m 


Oriz; = V (0, +=, 0, zis Os =, Os Tjo Os s 0), z z, 220, 15 i, j < m 
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一 般 地 ，Or zi Ta =ixr|z 0 Siqiy y. m ts š, 
iscsi) 1<k=< m-—12 R] 正 象限 的 边界 超 平面 . 
将 (5. 4. 0) 式 表示 成 以 下 形式 


F: i=1,2, =, n 
zm20 j=1,2,--,m 一 (5.4.1.2) 
其 中 er 为 矩阵 C 的 第 i 行 向 量 . 
对 每 一 个 下 标记 
gi:clx=b, x2>0 一 (5.4.1.3) 


是 R 空间 的 超 平面 . g, 在 R 正 象限 的 各 坐标 轴 上 的 非 负 截 距 不 难 求 出 ,用 D, 
和 矩阵 表示 g , 的 全 部 非 负 的 截 距 向 量 所 组 成 的 矩阵 


D, = [xi x xš > =s x] 一 (5.4.1.4) 
HEP xj j= l, 2, ors t, t< m ABI g, 的 非 负 的 截 距 ,) 下 标的 编号 可 以 是 随 
意 的 . 当 : = 0, 即 g, 5 RY 没有 非 负 的 截 距 , 这 即 表示 或 者 是 
cf 入 0 b>0 
此 时 (5. 4. 0) 式 就 是 矛盾 的 ;再 或 者 是 
>o b, <0 


则 (5.4.0) 式 中 的 第 i 个 不 等 式 就 是 元 余 的 可 省 略 掉 . 
以 下 设 (5.4.0) 式 中 不 包含 这 两 种 情形 . 对 已 得 到 的 D. 矩阵 , 作 乘积 


C.D,= [D}, D}, =, D:J —(5. 4.1.5) 
其 中 D 是 列 向 量 . 


取 D, 中 的 所 有 使 六 > b RLH (S. 4. 1. 4) R D, 中 的 且 非 负 的 列 向 量 x)， 
构造 矩阵 


D} = [x;] xj>0 Db j=1,2,.,h —(5.4.1.6) 
规定 
@,= [D} , D}, =, D: ] 一 (5.4.1.7) 
D, 矩阵 是 D, 矩阵 的 一 个 子 矩 阵 . 


D, 邱 阵 的 另 一 个 子 矩 阵 记 为 D.o, 由 以 下 方式 给 出 . 设 c t= 1,2,…， 
k J C 矩阵 行 向 量 中 的 任 一 组 线性 无 关 向 量 组 ,2 << k < rank C. 作 


x=6 t=1,2,--, k 一 (5.4.1.8) 
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有 解 . 设 C E RERI FERE 


则 (5. 4. 1. 8) 式 的 解 可 表示 为 


x=BG, i, h) HAli» ists ER 一 (5.4.1.9) 
其 中 
b, 
' 
aie is s ni b, 
BG, irs o š) = l, 2, m, k : 一 (5.4.1.10) 
b, 
Omo 


Ono n — k) k 0 JM BG, is eto i) Æ m EINER. T Ai ioo i) 是 
m X (m — k) WER, EEF. 2. 19) 式 ,只 是 用 矩阵 (符号 )C 替代 原 式 
中 的 A. 

(5.4.1.9) 式 中 的 BG, iz» ets iD W Ali s i,，*…，, ia) 矩阵 如 果 都 是 非 负 
的 , 则 令 t 宇 0, 由 (5.4.1.9) 式 决定 的 x 就 均 是 R” 正 象限 中 的 向 量 (元 素 ). 如 果 
BG, is s h) W ALs is 9 h) 不 是 非 负 的 , 则 由 x > 0 的 条 件 , 从 
(5.4.1.9) 式 中 得 不 等 式 方程 组 


aga el is ig Tihane fii ma), bi, 
1，2，…， k] 1 十 1, k42, =, m 1, 2, s k 


t20 i=1l,2, =, m—k 
一 (5.4.1.11) 
继续 解 (5. 4. 1. 11) 式 . 注意 与 (5. 4. 0) 式 相 比 较 ,(5.4.1.11) 式 中 的 变量 1, 的 数 
目 己 经 减少 了 , 即 不 等 式 方程 组 得 到 了 简化 . 且 (5. 4. 1. 11) 式 在 形式 仍旧 属于 
(5.4. 0) 式 所 表示 的 同一 类 型 . 因此 按照 这 里 给 出 的 方法 可 以 继续 解 下 去 ,在 解 
的 过 程 中 (5. 4. 1. 11) 式 可 以 得 到 逐步 地 化 简 而 被 最 终 解 出 (或 判断 出 无 解 ). 
设 (5.4.1.11) 式 的 解 表示 为 
t=&@ s+D, v v>0 一 (5.4.1.12) 


其 中 D; = [Li , Es, A, ],s 仍 为 权 数 向 量 . 不 计 上 标 “z”,(5. 4. 1. 12) 式 中 的 各 
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矩阵 的 符号 类 于 (5. 4. 1. 1) 式 的 意义 .将 (5. 4. 1. 12) RAG. 4.1.9) 式 ,得 


x= Bli, is ° i) Ai izo i} eB s+ Af. iz» = i} D} v 
一 (5.4.1.13) 
则 记 
X Gi irs ° š) = BCG, s i> ts i) HAli» iz» ° i) ° @, s 
一 (5.4.1.14) 


WJ x G, s ie = i) 是 (5. 4. 1. 9) 式 决定 的 x 在 R” 边界 超 平面 上 的 交点 ,这 里 


S = (O, ets Os L, O, ety 0)7 j=1,2,-, v 


Mitat 
s 向 量 的 维 数 是 在 求解 (5. 4. 1. 11) 式 时 决定 的 , 设 其 为 v 
规定 
XG, igs ets h) = [w Gi, ia)] j=l, 2, v 


—(5. 4. 1.15) 
则 XG s iz, eeo i) 就 是 这 样 的 交点 (向 量 ) 组 成 的 矩阵 . 类 似 地 , 作 乘 积 
Ce Xli» i> "ts i) = [di , di, », d:] 一 (5.4.1.16) 
其 中 dd; 是 列 向 量 . 并 取 XG,» i。，…，, i) 中 所 有 使 由 > b HG. 4. 1.15) 式 中 的 
且 非 负 的 向 量 x Cis i, ol, i) ,构造 矩阵 
X* Cbs ias i) = Lx’ is bes os 0), x lis iss i) > 0. 
Xdi >b j=1,2,,v 一 (5.4.1.17) 
则 
E= [Xt i, is ,i)] 一 (5.4.1.18) 
HP is ises Ld, , (= 1, 2, =, k, 2 < k < rank C 的 全 部 线性 无 关 
向 量 组 合 . 并 作 
S, = [®,, 5] —(5.4: 1.19) 


即 决定 了 @, 矩阵 . 
类 似 地 对 (5. 4. 1. 13) 式 中 的 ”向 量 前 的 矩阵 作 乘 积 


CeAlisiss es i}D =[d, di, ,ds] 一 (5.4.1.20) 


其 中 d 也 是 列 向 量 . 维 数 * 也 是 在 求解 (5. 4. 1. 11) 式 时 决定 的 . 并 记 
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Ali» is = h )D, = [A', A, =-, A] (S. 4-121) 
其 中 人 也 都 是 指 列 向 量 . 取 (5. 4. 1.21) 式 中 所 有 使 必 2 0 的 A' 构造 矩阵 
At (i i e h) = [J 354 20,;=1,2,., s 一 (5.4.1.22) 
则 (5. 4.1. 1) 式 中 的 A. 由 下 式 决 定 
A = [At 人， 站 -(5.4.1.23) 


FEP is is es L 遍 取 d, t= 1, 2, |, k, 2 < k < rank C 的 全 部 线性 无 关 
向 量 组 合 . 
类 似 规定 
D,=[L,, E,, A,] 
则 (5. 4. 1. 1) 式 可 简化 为 
x=@ s+D, t t20 一 (5.4. 1. 24) 


当 D, = 一 [0] 时 , 即 表示 (5. 4.0) 式 的 解 是 一 个 由 若干 R* 正 象限 中 的 点 为 顶点 的 
凸 组 合 ( 凸 集 ). 
最 终 可 以 把 (5. 4. 0) 式 的 解 集合 表示 为 


P(Cx >b, x20) = (x|x=@ s+D t t>0,s>0 Ds,=1) 


—(5. 4. 1. 25) 
由 于 以 上 的 解法 中 亦 设 有 对 C 和 矩阵 的 阶 数 n m 和 秩 作 任何 假设 , 故 对 CEREA 
任意 的 nXm 阶 实 和 矩阵 ,以 上 解法 均 是 可 行 的 . 

与 上 文 所 指出 的 一 样 ,在 解 出 D, D, 矩阵 时 ,可 能 会 有 重复 的 (相同 的 ) 列 
向 量 出 现 . 剔除 这 些 重复 的 列 向 量 , 可 得 到 0. D. 的 最 简 形 式 . 

(5.4. 1. 25) 式 在 形式 上 就 是 (5. 1. 2. 22) 式 . 故 知 以 上 方式 得 到 的 D, 矩阵 就 
是 PCCx > b, x > 0) 集合 中 的 全 部 极点 组 成 的 矩阵 ,而 D, 矩阵 由 上 一 节 的 分 
析 已 知 就 是 已 中 的 全 部 极 方向 所 组 成 的 矩阵 . 

实际 上 ,由 (5. 3.2.12 一 14) 式 (5.3.2.20) 式 的 分 析 , 完 全 可 用 于 这 里 的 
(5. 4. 1. 10) 式 (5. 4. 1. 11) 式 .由 此 即 知 06, 中 的 任 一 列 向 量 ,都 是 


Cr > 一 (5.4.1.7a) 


不 等 式 组 中 , 某 个 m x m MATER, 决定 的 C7' b, 乘积 (1 是 下 标 子 集 
| I | =m). 


§5 
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因此 类 似 地 有 以 下 推论 . 
推论 5.4.1.1 CERexrER" ,DER 决定 的 不 等 式 组 
Cx>b 
x> 0 


的 解 集合 P(Cx >b, x>0) E, B Cli, ists BY A blis i, > i) ÆC 
和 4b 中 i, 行 向 量 ( 分 量 ) 组 成 的 子 矩 阵 . 子 向 量 . BCl s i,，…, i) 是 行 满 秩 的 ， 
若 方程 组 
C{i s iz» 
WEW xli i 


… h) PAR—ARX i, is es i) Æ P(Cx >b, x> 0) 
中 的 极点 , 则 在 Clis iss eto i) 矩阵 中 必 可 取 到 一 个 可 逆 子 矩阵 


ef iy nig ë } 
is Jr ija 


1. DRRR G ， i, ，… 


人 


一 (5.4.1.8) 


并 以 此 矩阵 构造 (5. 4. … i) Wp 


ij» izo 95 š, 
所 -cof Bess EEN 
: hojo to hf — (5. 4. 1. 26) 
z, 


其 中 (jr o j) U {his hes s hna} = (1, 2, s m) 


Cc 
例 5. 4.1.1 
5 
解 
>: 
x>0 
由 单个 的 


T 
el 一生 
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0 
2 
D= 3 
0 
0 


射线 方向 向 量 和 矩阵 


i 
° = oj o 


L= 


1 
0 


再 由 C 矩阵 第 2 列 向 量 非 负 知 


~ow-o 


D, = 


S o s| ° 


° wl- 


S 
y= ooo 


w= o = 


v= 


v= w= o o 


° 十 
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E,= |o 
0 
求 交 线 , 由 
Cx =b 
可 得 通 解 
[5 SS 
4 2 a4 
1 1 3 |ra 
= C F a T [ ] 一 (a) 
ta 
0 1 0 
0 0 1 


上 式 等 号 右边 的 向 量 、 和 矩阵 不 全 是 非 负 的 , 故 由 x 宇 0 的 条 件 ,应 有 
5 5 5 
gt’ = 7t 三 0 
1 1 3 
zatie? 
t >0 
t 2>0 


这 可 表示 成 


到 
i. —(b) 
4 
tsh >00 
再 解 这 一 组 已 化 简 了 的 不 等 式 方程 组 . 并 记 


xl- l 
ajo aje 


类 似 以 上 的 过 程 ， 


624 3 x] +# # Ft 60 4⁄3 z fÉ 3 ;€ 5 8 Jl 


R 
5. 5 
4 4 
D'. D. = >b D.D. = >v 
3 x 
4 4 
可 得 
i 
-i 
1. 6 
射线 方向 向 量 矩 阵 
2 
| 下 H 
L^ = LEAP 
n 4 
F 3 
由 
DL >0 D-+-L" 20 
得 
É: 
人 
Li = 
4 4 
5 3 
由 于 D 没有 非 负 列 向 量 故 EE 不 用 考虑 . 而 由 
D't = b' 
得 到 的 交点 是 
一 1 
=E] 
也 不 是 非 负 的 , 故 亦 不 考虑 . 这 样 最 终 得 到 (b) 式 的 解 
oi] [š 2 
t= s+L, v= 2 |s+ v 一 (c) 
1 0 t. 
5 3 


其 中 "三 0, s > 0. 但 现在 由 于 i, =h = 0 也 是 (b) 的 一 个 解 , 故 ,s 应 取 为 


S5 闭 凸 锥 的 构造 一 一线 性 不 等 式 方程 组 的 解 ”625 


s>0 0<s +s <1 


将 (c) 式 代 人 (a) 式 ,得 
5 5 s 
5 r = 5] 
4 4 4 0 3 
3 1 
1 = 一 地 1 0 
x= |4|+| 4 JBI i” 一 (d) 
1 
0 0 > i 2 
0 i o 3] 
显然 地 也 可 以 简化 表示 
5 5 5 5] 
5) |-> > > 0 Š> 
a 4 4 4 2 
3 1 1 
1 > 一 于 — 1 o|, 
地 上 | 4 4|| = |4 s 
i 1 
0 ° + ° 0 + 
0 0 0 1 O 
这 里 s 20, si +s +s, = 1. 
由 此 即 得 
5 5 
Tn 
1 
Bafa ne 
1 
0 0 + 
9: "p - D. 


再 作 以 上 (d) 式 ”前 矩阵 右 乘 以 C 的 乘积 ， 


5 
wa 
1 0 
C. = [0 
1 1|=[0] 
2 
2 


是 非 负 的 , 即 得 
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5 
ASS 
ad ° 
+ |] 1 
2 
rF 
最 终 得 到 xE P(Cx >b, x> 0) 
0 S 10 110003 
4 2 
1 
2 0+ 0 11110 
s= S. 34 EE i A 
0 do 1 AE- 9 QO 00 tU 
2 
0 0 1 O 0 0 0.0 3 o 2 2 
2 3 


4 
s>0 Ds,=1 t>0 


易 知 s 前 矩阵 中 的 各 列 向 量 均 是 (5. 4. 1. 8) 式 表 示 的 不 等 式 组 的 解 向 量 . 如 


a Mu s sus es 
ljo 0 0 

A 0900 1 0 

Lo 00 0 1 

[5 

4 1 3 —1 —11”'r 2 
1 —1 1 3 —2| |-1 
47] oo 1 0 0 
0 00 0 1 0 
GJ 


这 即 是 推论 5.1. 2. 3 的 结论 . 同时 , 亦 可 知 如 对 于 极点 (0， Z, 0, 0) 可 取 到 


i= 1, 使 这 一 极点 是 
由 
C(l)x = b{1} 
方程 令 


1 
a=c7| an= 
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的 解 
同 理 对 于 极点 (号 ， 寺 ,0，0】 显然 就 是 


C(1,2)x = b{1, 2) 


方程 令 
5 
z, s By _|4 
Geka 
4 
z, = 0 
的 解 . 
此 即 推论 5. 4. 1. 1 的 结论 . 
例 5.4.1.2 
3 1 3 
e= |. 25 ra 2 
` i aN 
> 2 
2 1 
解 
Cx>b 
x> 0 
注意 这 里 的 
Cx =b 
是 不 相 容 方程 组 
有 
z ° ° ° 
D = D, = '| al i 
0 š 3 0 > 
易 知 


非 负 的 射线 方向 向 量 上 有 
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故 
1 
--Ü) 
3 
现 C 矩 阵 的 第 1 列 向 量 非 负 , 故 
1 
Bie l] 
两 两 不 等 式 取 等 号 时 的 交点 可 写成 以 下 矩阵 ， 
A Ae N A 
20. 11 7 
9 9 3 
20 22 7 
H 
242 |? ê 7 
ë, 20 11 7 z 19 
9 9 3 Sii =a 1 
20: 22 7 
1.075 1 1 
与 5 向 量 比较 知 ,由 大 于 (等 于 )b 向 量 的 以 上 矩阵 的 列 向 量 作 
T a 
20 11 
aSa ls: 
20 22 
最 终 得 解 
T: 4 
2 æ H sh ,| 
x= s u 
9 9 = 0 
0 20 22 3 
这 里 


s20 5 十 2 一 1 二 0 
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解 的 几何 意义 可 以 由 下 图 给 出 . 

图 5.4.1.1 rh 1... , 是 本 例 中 
前 3 个 不 等 式 取 等 号 时 所 决定 的 直 
线 .4.,, 直线 上 的 箭头 是 各 自 的 法 
方向 ,由 此 即 知 满足 本 例 不 等 式 方 
程 组 的 解 空间 即 为 图 中 阴影 区 域 . 
显然 这 个 阴影 区 域 由 3 个 交点 ab. 
c 及 2 条 射线 L. ,组 成 .以 上 给 出 的 
解 的 形式 即 是 


图 5.4.1.1 


其 中 5，5，5 分 别 是 交点 e b c BRER L E WR RL,, a 的 方向 向 量 ,s, 是 
权 数 ，w u > 0. 且 若 记 
t =a tben ties 
Yh eu tÈ eu 
WX EL abe 为 顶点 所 组 成 的 ( 凸 组 合 ) 单纯 形 中 的 点 ,如 图 中 的 Aabe. X° 则 
是 以 射线 Lia 的 方向 向 量 为 方向 的 2 个 向 量 的 正 线性 组 合 . 阴影 区 域 中 的 任 一 
点 ,如 图 中 都 可 以 分 解 成 Aabc 中 的 一 个 点 ,如 = Y' 再 加 上 由 a 点 出 发 且 分 
IS Lia 平行 的 2 个 向 量 4\ts 的 和 ,显然 ,这 等 价 于 有 uw,, 三 0, 使 
t =f +h Z = Lu, +u, 

H x= x + 

这 即 是 (5. 4. 1. 24) 式 给 出 的 解 的 形式 的 几何 意义 所 在 . 因此 ,以 上 给 出 的 


(5. 4.0) 式 的 解 的 构造 方法 ,本 质 就 是 单纯 形 一 射线 构造 法 . 
例 5.4.1.3 n=m=3 


3 2 a 1 
C=|-3 =1 ' »- |- 
E = Y =s 一 2 


人 人 
x>0 


直接 写 出 总 的 正 截 距 和 矩阵 (剔除 重复 )， 
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1 
0 T 0 2 0 
2 
0 0 00 3 
用 这 一 矩阵 右 乘 以 C 矩阵 ,得 到 
1 1 6 4 一 2 
1 1 2 
| 
1 1 
aa Sapa 0 294 == 2 
拿 这 个 结果 与 5b 向量 比较 ,可 知 
3 0 2 0 
@ = 1 
400 2 
0 0 00 
交点 : 由 
位 +2z, — 37, = 1 
— z —x+x 一 一 2 
得 解 为 
—3] pfl 
0 1 
再 由 x 三 0 得 
[z 
t>0 
故 有 t=3+u u>0 


可 得 满足 x 壹 0 的 解 是 


0 1 
要 bl f. 二 
3 1 


—(a) 
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再 由 
全 十 zz 一 am = 1 
a E 
得 解 为 
—3 9 
-| 站 [中 
0 1 
再 解 
9 过 3 I ` 
[ass v-a L] 
t20 
H AREE E 
1 5 
[s 5] 
由 
[ 3] LLE 3 5 
a [7 z] Liis 
两 列 向 量 均 大 于 (等 于 ) b'. 
故 得 
(一 了 二 下 sna20 tl 


代入 以 上 x 的 解 , 得 


化 简 可 得 


631 


3 
4 
x=|1 ojs s:>0 s+s =1 一 (b) 
5 
12 
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再 由 
— z, — xz, +r, =— 2 
asss 一 一 2 
得 解 
0 T 
-PH 
0 0 
再 解 
r 
一 上 之 一 2 
得 t=2s 0<s<1 
所 以 
0 
-f h S220 s+ =l (e) 
0 0. 
最 后 从 
Cx=b 
中 得 到 的 交点 是 
一 3 
E 
0 
并 非 是非 负 的 . 


故 得 到 交点 矩阵 ,是 (a) 一 (c) 式 中 等 号 右边 的 常数 (向 量 ) 项 或 s 权 向 量 前 
的 矩阵 , 但 注意 (c) 式 的 矩阵 的 列 向 量 已 包含 在 @', 矩阵 中 ,剔除 这 一 重复 的 向 
量 , 得 到 


3 

0 0 + 

5 1 0 

1 5 

3 3 1 

用 这 个 矩阵 右 乘 C 矩阵 ,得 

1 1 + 
2 1 
人 


= 一 和 一生 


8 5 闭 凸 锥 的 构造 一 一 线性 不 等 式 方程 组 的 解 


与 b 向 量 比较 知 


° 


@ = 


w= = 
gla o alo 


现在 射线 方向 向 量 只 有 (a) 式 u 参量 前 的 向 量 
1 
0 
1 


ks 


故 不 用 , C 矩阵 也 没有 非 负 列 向 量 E, 不 对 考虑 . 最 终 得 到 解 是 


3 
本 O 2 Q S 


HR CHERY 


02 1 0|s s>0 Ds=1 


v= 


1 5 
0 
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解 空间 是 一 个 由 6 个 顶点 组 成 的 凸 组 合 而 不 是 一 个 锥 . 但 应 说 明 本 例 的 结 
果 不 表示 当 n = m 时 不 等 式 (5.4.0) 式 的 解 空间 就 一 定 是 凸 多 面体 . 很 容易 构造 


H n = m 时 不 等 式 方程 组 的 解 是 闭 锥 的 例子 . 
如 


容易 得 到 


的 解 是 


s+ 


* 
" 

° oje om 

o —|s lw 

° w= w= 

= AS e 
= 
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这 里 

s>0 s+s=1 u>0 
其 解 空间 即 为 R; 正 象限 上 的 闭 锥 . 
$5.4.2 解 的 存在 性 条 件 


对 于 Cx>b 
x>0 
形式 的 不 等 式 组 解 的 存在 性 条 件 , 类 似 于 关于 推论 5. 3. 3. 2 的 推导 , 取 
x = (1, 1, =, D7 
作 与 x' 正 交 的 方向 向 量 a 
(m')'a = 0 
有 
“= [M T N k z€ Rai 
fE R? 角 平分 线 上 过 xM 点 的 截 ( 超 ) 平面 lw,M 是 某 一 正 实数 
lu:x=x'M+a M>0 
并 令 
PS sa 
xM+a> 0 
则 由 
xM+a2>0 
可 得 
一 Du >—M 
| ey i=1,2,--, m—1 
EER z, =u, —M 


则 以 上 z, 的 不 等 式 可 取 以 下 形式 


= 
r >u. =—m:M 
< 


u 220 i=1,2,-*, m—1 
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有 解 
zi 
u= mM Inds s>0 0< Xs <1 
= 
得 到 
— M: 
一 M 
z= X 十 mMT。。s 
一 M. 
(ma 一 1) 
一 M 
—1 一 1 一 1 
a= 一 M 上 md Ë 
; Ls 
一 M 
it a RA 
(m — 1) 
M 
一 M 
u . || —1 =l = —1 
Ce œa'M+a =C. ||" |+| -M + $ Js 
: $ 5 
一 M 
>b 
可 得 到 
-1 一 1 一 1 
i b 
otc [> 去 
其 中 c 是 C 的 第 1 列 向 量 . 仍 设 
| 
n=1— Ds>0 
€ 
ta =s 20 i=1,2,-, m—1 


并 仍 记 mM 为 M， 
便 有 
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Doc'> 声 5>0 X =l 一 (5.4.2.1) 


其 中 e 为 C 的 第 j 列 向 量 . 


故 有 以 下 结论 . 
推论 5.4.2.1 〈5.4.0) 式 有 解 的 充 要 条 件 是 存在 正 数 M > 0 Ë :, 2 0 
x = 1, 使 (5.4. 2.1) 式 成 立 . E 


系 5.4.2.2 车 存 在 i 宇 0 > = 1, 使 


m 


p> 
则 (5. 4.0) 式 有 解 . 特别 地 , 当 存 在 of > 0 则 (5.4.0) 式 有 解 . = 
系 5.4.2.3 b < 0,W(5.4.0) RAR. C 


推论 5. 4. 2. 1 的 意义 类 似 于 推论 5.3. 2. 2. 由 于 M 是 可 以 任 取 的 ,所 以 , 令 
M 一 十 co, 则 (5.4.2.1) 式 即 为 (5. 3. 3.5) 式 . 但 因为 b 向 量 是 可 以 严格 大 于 0 
的 , 故 可 知 ,(5. 4.0) 式 有 解 的 必要 条 件 是 其 对 应 的 齐 次 不 等 式 方程 组 
fa >0 
x 二 0 
有 非 0 解 .但 可 得 以 下 推论 : 
推论 5.4. 2.4 ”如果 (5. 4. 0) 式 对 应 的 齐 次 不 等 式 方程 组 
la >0 
x 二 0 
有 非 0 解 , 且 x € P(Cx > 0, x 2 0) 可 表示 成 
x=D u D>0 u>0 
BCe D, 乘积 矩阵 的 行 向 量 中 ,不 含 0 向 量 , 则 对 任意 的 be R 
Cx>b 
x> 0 
恒 有 解 . C 
K R EJ u> 0, x = Di wu, 令 w 一 十 并 注意 到 总 有 C.D 之 0 就 可 知 以 
上 推论 成 立 . 由 此 推论 可 知 , 在 满足 以 上 条 件 时 ,由 于 对 任意 的 b € R',(5.4.0) 
式 都 可 以 有 解 , 故 隐 含 了 当 
Cx=b 
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为 不 相 容 方程 组 时 , (5. 4. 0) 式 依然 有 解 的 情形 (如 例 5. 4. 1. 2). 但 这 里 的 C + 
D, 乘积 矩阵 的 行 向 量 中 不 含 0 向 量 这 一 条 件 , 对 (5. 4.0) 式 有 解 并 非 必要 . 

类 似 地 也 有 唯一 性 的 推论 . 

推论 5.4.2.5 若 P(Cx 之 b,x 之 0) 非 空 , 且 PO 集合 由 (5.4.1.25) s 
表示 , 则 其 中 的 矩阵 D, 若是 最 简 的 , 则 其 表示 形式 是 唯一 的 . " 

在 上 文中 已 指出 ,车 (5.4.0) 式 有 解 , 则 对 x€ P(Cx >b, x > 0) 


x=@ s+D u s,u>0 Ds,=1 


当 D, 不 存在 时 ,P(Cx > b, x 0) 为 有 界 凸 组 合 , 否 则 ,P(Cx Z b, x > 0) 1E 
是 无 界 的 . 当 P(Cx 之 b, x > 0) 为 无 界 时 , 它 可 能 是 一 个 闭 锥 (如 过 0) ,也 可 
能 不 是 . 设 P(Cx > b, x > 0) 非 空 ,以 下 考虑 P(.) 成 为 有 界 凸 组 合 的 条 件 . 

P(Cx Z b, x > 0) 为 有 界 的 条 件 , 很 显然 就 是 在 xE PO) 的 表示 形式 中 
D, u 项 不 存在 . 由 D, 和 矩阵 的 构造 ,这 又 表示 E, 与 4, 三 项 (和 矩阵 ) 均 不 存在 ， 
可 将 这 一 条 件 表示 成 以 下 形式 

推论 5. 4. 2. 6( 有 界 性 ) 若 PCCx > b, x > 0) 非 空 , 则 对 任 一 x € P(Cx > 
b, x20) || x | < 十 oo 的 充 要 条 件 是 


P(Cx >0, x>0) = (0) C 


这 一 推论 可 从 D, 矩阵 的 各 列 向 量 均 为 P(Cx > 0, x > 0) 集合 的 极 方向 这 
-性 质 推 知 . 
作为 一 个 特例 ,可 知 , 若 PCCx = b, x > 0) 非 空 , 则 P(.) 有 界 的 充 要 条 件 
是 P(Cx = 0, x> 0) = (0) O) 
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$5.5.1 Ax>0 方程 组 的 解 
BAER”, n Z m,2 Ë H 
Ax>0 一 (5.5.0) 


决定 的 齐 次 线性 方程 组 的 解 .用 P(Ax > 0) 表示 上 述 方程 组 的 解 集合 . 
先 设 rank A = k < n < m. 仍 将 A 作 分 块 处 理 


C1) 见 ( 非 线性 最 优化 ), 前 注 ,第 42 页 ,推论 2. 2. 5. 
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A= [$] | | An € Re 
O lad LA, And "* 


Hit rank A, = k. Fil A, = [Au, An] A, = lAn, An] 


则 从 
Ax=0 一 (5.5.1.1) 
等 式 方程 组 中 可 得 到 基础 解 系 矩 阵 
— ATA 
A= [ J: Ñ "| A € Rr b 一 (5.5.1.2) 


因此 A 的 零度 空间 是 
NA) = (x|x=A ER 一 (5.5.1.3) 
作 NCA) 的 正 交 补 空间 . BJ 8 
B'x=0 x€ NA) 
利用 (5. 5. 1, 3) 式 ,上 式 等 价 于 


AP 一 0 
H T t € R"“ 是 任 取 的 , 故 必 应 有 
A'B=0 一 (5. 5. 1.4) 
由 4 的 构造 , 作 
I, 
I= Pani H € R”* 一 (5.5.1.5)7 
可 知 有 
A'n = [0] 


这 里 即 是 利用 逆 矩 阵 方法 直接 构造 出 N(A) 的 正 交 补 空间 中 的 一 组 基 向 量 
卫 而 没有 必要 去 利用 A 拖 阵 的 列 向 量 组 的 多 重 矢 量 积 算法 来 构造 也 矩阵 . 故 
(5.5.1. 4) 式 的 有 可 表示 为 


B=Iy v€ R —(S.5, 1.6) 
因此 , 作 
x=A +I t€ R"'* v€ R 一 (5.5.1.7) 
并 将 其 代入 (5. 5. 1. 1) 式 ,应 要 求 有 
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A, (At +I) 三 0 


成 立 . 且 因 为 . 
AA=0 
故 上 式 等 价 于 
Am 三 0 
若 记 
再 一 AI 了 B€ R" 一 (5. 5. 1.8) 
应 有 
By 三 0 v€ R —(5. 5. 1. 9) 


由 于 这 样 得 到 B 矩阵 一 定 可 递 ( 详 见 以 下 分 析 ), 故 从 (5. 5. 1. 9) 式 中 能 解 出 (由 
8$5.2 节 )， 


P(By2>0)= (v| v= B''u u€ R) —(5.5.1.10) 


如 果 rank A = k = n, # (5.5.1.1 RAF v Iv = Bu 代 回 到 
(5.5.1. D R44 


x=AM+IB 'u (€ R” * u€R 一 (5. 5. 1. 10a) 
就 是 (5. 5. 0) 式 的 最 终 解 . 
如 果 > k, WHG. 5. 1.7) 式 代 人 (5. 5. 0) 式 的 后 n 一 k 个 不 等 式 ,应 要 求 
成 立 
A,(At + Iv) > 0 
HH + A: 与 A, 是 行 向 量 线性 相关 的 ,所 以 总 有 
A4: .4 一 0 
所 以 应 要 求 有 
Av > 0 (Sy 


综合 考虑 (5. 5. 1. 9) 式 及 其 解 , 可 知 ,(5. 5.1.11) 式 中 的 v 应 取 为 v € PB > 
0) , 故 将 


v=B `u u€ R 
的 关系 代入 (5. 5.1. 11) 式 ,并 记 


G, = IIB`' — (8, 5.3. 195 
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G, 是 m X k MER, UR 


” C = A,G, —(5. 5. 1. 13) 
经 整理 可 得 到 解约 束 方 程 组 
Cu 二 0 
—(5. 5. 1. 14) 
u>0 


HP CHC — k) X k ERE u J k 维 向 量 ,而 (5. 5. 1. 14) 式 就 是 已 在 以 上 章节 
中 详细 分 析 过 了 的 不 等 式 方程 组 ,利用 那里 的 方法 可 以 顺利 解 出 (5. 5. 1. 14) Ç 
(或 判断 出 无 非 0 解 ), 从 而 最 终 得 到 (5. 5. 0) 式 的 解 . 更 具体 的 分 析 也 可 见 下 文 . 

6.5.1. 14) 式 即 是 (5. 5. 0) 式 中 A 矩阵 含有 行 向 量 线性 相关 时 对 于 参 变 量 
u 的 取 值 空间 R: 施加 的 限制 条 件 . 所 以 , 称 它 为 “解约 束 方 程 ” 这 里 所 谓 的 “ 解 ” 
即 指 由 A 中 的 极 大 线性 无 关 行 向 量 组 a 组 成 的 不 等 式 组 aix 过 0 j=l, 
2，… ,上 的 解 . 

在 不 考虑 (5. 5. 1. 11) 一 (5. 5. 1. 14) 式 时 ,(5. 5.1.9) 式 的 解 集 合 中 , u 的 取 
值 空间 是 整个 R* 正 象限 .在 考虑 了 行 向 量 之 间 的 线性 相关 不 等 式 方程 组 的 约束 
条 件 后 ,u 的 取 值 空间 便 需 满足 解约 束 方程 组 (5. 5. 1. 14) 式 的 限制 条 件 ,除非 
《5. 5. 1. 14) 式 中 的 矩阵 C > 0, 否 则 ,wu 的 取 值 空间 就 只 能 是 Ri 上 的 某 个 闭 锥 
( 子 集合 ), 即 (5. 5. 1. 14) 式 的 解 集合 uw € P(Cu 之 0, u > 0). 

车 记 ( 由 (5. 3. 2. 28) 式 )， 


P(Cu>0,u>0)= (u|u=D,z z>0}) 
则 (5. 5. 1. 9) 式 的 解 ,就 是 


P(Br 二 0) = {v| v= B'D,z z2>0) — (8. 5. L. 15) 
这 样 ,(5. 5. 0) 式 的 解 可 表示 成 为 
P(Ax 20) = (x|x= At+G,D,z t€ R"* z>0} 一 (5.5.1.16) 


以 下 为 了 便于 推导 分 析 ,也 使 用 
P(Ax 20) = {x | x= At +Iv tcER v€ P(By 20) 


一 (5.5.1.16a) 
的 形式 . 

并 可 注意 到 , 当 rank A = n, 总 可 以 有 

P(Ax 20) = (x |x = At+Gu teERr ”uceRI) 一 (5.5.1.16b) 


由 上 文 已 指出 的 ,在 A 矩阵 不 可 逆 时 ,(5. 5. 1. 16) 式 中 ,一 定 含 有 A 
LER" 一 项 ,这 时 ,A{*) 基础 解 系 矩阵 以 及 G D, 矩阵 的 形式 都 不 是 唯一 的 (可 
见 下 一 节 分 析 ). 这 样 ,A{.} G D, 矩阵 的 列 向 量 就 都 不 是 P(Ax > 0) 的 极 方向 向 
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量 , 而 只 是 构造 P(Ax > 0) 集合 的 一 组 基 方 向 向 量 . 并 且 ,其 中 4A{*)} 的 列 向 量 之 间 
是 线性 无 关 的 ,而 G, D, 乘积 矩阵 的 列 向 量 之 间 甚 至 也 是 线性 相关 的 ,但 是 ,GuD， 
的 最 简 形式 是 其 任 一 列 向 量 都 不 能 由 其 他 列 向 量 的 非 负 线性 组 合 表 出 . 

例 5.5.1.1 


Tez- Ji 4 
a-f 0 1 一 3 一 2 解 4r 二 0 
—4 —4 —9 1 8 
1, 2 
这 里 rank A = 2. 由 于 人 | FERETI Hot 
L: 29 
wu is 
Ë hI. 1 T atn S 4 
|Ë: 0 -中 - tot 
I Ka 
0 1 
0 0 
1 0 
SE 228. 0 1 
et A i ; 
>: s|. Z 
s= 2 Soera n=| 2 + 
; -3 _5 
1 1 001 25 4 
=i 一 1 
1 0 
0 1 
1.2 [= 9028 ¿k u. al 1. Z 
B=A = 
全 L; © 1 8 zal 2 
= 2 2 8. 
op: 
= =Y 
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j rO 
o 7.5 95 
二 
G, = IIB”! = z u uI 3 2 |]-= 直 12 一 0.5 
四 639 -3 16 
2 0 一 10.5 
2 4 1.5 一 6.5 
| 
7.5 9.5 
-9 一 3 
1 
C=A ‘G =[Ż4, —4, —9, 11, 8] Ł|—12 —0.5 
1，2，3，4， 引 9 一 ] 而 
0 一 10.5 
1.5 一 6.5 
= [2, 一 3] 
所 以 ,可 得 到 解约 束 方程 组 
2u, — 3u, > 0 
us u, Z 0 
上 式 的 解 显然 是 
1 
去 1 
u= 1 z :>0 
+ ° 
H 
[ 7.5 9.5 
1 1 
工 0 
OA ae 3 二 1 
HB"), = 二 |-12 -0.5 
二 o| 88 s||l o 
3 o —10.5||3 
| 1.5 一 6.5 
83 
£ 7.5 
一 5.5 一 9 
二 
=a 7 T 
x Ù 
17 
-5 15 


最 终 得 到 的 解 是 


[|] 
I 
° ° — ajx |= 
o= o sja Mw 


可 以 验证 由 上 式 决定 的 x 


Ax = 
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1] 12 a 
一 5.5 一 9 
1 
t 工 -2 ll ieR z€R 一 
0 63 6 
0 一 3.5 0 
17 
1J 一 五 1.5 
代入 不 等 式 方程 组 得 
[1 
> 1 
z 
Di 而 Po (z. z 2.0) 一 (b) 
3 Za 
Lo 2 


注意 到 因为 A 矩阵 存在 行 向 量 间 的 线性 相关 关系 ,所 以 ,Ax > 0 一 定 含有 矛盾 
( 子 ) 方 程 组 . 由 以 上 关系 可 知 , 在 本 例 


8i: 


g: 


一 2 一 3 十 z+ z ZO 


2z, + 一 3r, — 2r, 之 0 


gi: 一 4zi —4z, —9z, + 11z, +8z, > 0 


的 不 等 式 方程 组 中 


o| 


#>0 
g. > 0 
g, = 0 


g#>0 
g, = 0 
gi>0 


od 


都 是 可 实现 的 ,而 不 论 对 =，z > 0 如 何 取 值 ， 


8 一 0 
& 二 0 
8, > 0 


(4) | 


都 是 不 可 能 的 . 因而 不 能 冒 然 说 


这 三 个 单独 的 方程 所 决定 
造成 这 个 情形 的 原因 


g =0 g, =0, g, 一 0 


的 超 平面 总 是 不 等 式 解 集合 的 边界 超 平面 . 
是 g,(x) 之 间 存在 线性 相关 . 任 取 z, z, > 0,40 z, 
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z = 1 由 本 例 (a) 式 ,可 得 零度 空间 的 一 个 法 方向 是 


8 15 173 
12 2 12 
11 29 
z7. g Tz 
PE Lb Je 
P= 一 12 b =z 6 
7 7 
7z 2 Taz 
217 3 1 
2 2 I2 
并 作 
Pa = 0 
的 解 ,可 得 
174 218 42 _ 1 
œ = |173 173 173 I3|u ueR 
L 
HER u € R', 作 
x=. +P -s 6 sER 一 (c) 


是 在 R° 空间 中 由 (a) 式 决定 的 闭 锥 子 空间 上 取 了 一 个 过 原点 的 截 平面 ,并 且 在 
这 个 截 平 面 上 已 规定 了 一 个 坐标 系 Ots. 


将 (c) 式 代入 原 不 等 式 组 
3 
一 172 —301 25 172 
mapah] 348 609 —435 一 348 jes 于 | 
—1388 一 2429 1735 1388 
14 
>0 
记 
k = 4u, + Tu, — 5u, — 4u, 
则 上 式 可 化 简 为 


43 3 
g: — 73k t+ os 


87 1 

m: gtit? 
347 27 

gs: 173* “上 十 到 :之 0 
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现在 在 Ots PRP Eg.: = 0 是 交 于 原点 的 三 条 直线 . k k > 0, 则 其 图 
形 如 图 5. 5. 1. 1. 

由 gg = 0 直线 按 其 法 方向 所 夹 成 的 阴影 
区 域 为 原 不 等 式 组 在 Ots 平面 上 的 解 空间 . 由 图 
可 见 g, = 0, g > 0 不 属于 解 空间 . 

对 于 > m 的 情形 可 分 为 二 类 , 其 一 是 


s, 


rank A <m, n > m. 这 一 情况 还 可 包括 4 二 m， 外 ° 

rank A 一 六 在 内 ,在 解法 上 与 本 节 前 面 的 方法 完 s È 
全 一 致 ;其 二 是 rank A = m, n> m WE, AA 

上 仍 与 以 上 方法 相似 , 区 别 在 于 现 零度 空间 图 5.5.1.1 


NCA) 仅 包含 R" 坐标 系 的 原点 一 个 点 , 央 此 可 


以 直接 运用 (5.5.1.9) ət (it af? Uma). 并 令 


1, 2, =, m 


Beala a) 及 Bx>0>x=B'u ug R? 
l, 2, sm 
G, = B`’ 
CA 人 AAFS 
1, 2, =, m u>0 


从 而 再 解 出 (5. 5. 1. 14) 式 ,可 得 到 rank A = m, n > m 情形 下 的 解 
P(Ax 20) = (x |x = Bu u € P(Cu >0, u> 0)) 
一 (5.5.1.17) 


这 里 还 可 以 有 另 一 种 解法 , 即 对 矩阵 A 中 的 所 有 的 极 大 线性 无 关 向 量 组 
ai ,1 一 1，2，…， ma 求解 方程 组 


ax 过 0 t= 1,2, s,m —(5.5.1.18) 


其 中 a 是 A 的 行 向 量 . 
记 (5. 5. 1. 18) 式 的 解 是 


aifi izo to in s 
x= A y ER 一 (5.5.1.19) 


矩阵 的 第 j 行 向 量 . 则 记 
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a {is iy, = in} = allis is °> m) 


sag zae, Ya MTE 


Py. 2y y m 
(i dzs s im} U {jis jas e jam) = (1,2, =, n) 
构造 
Bt = [a {is i > i Yt) —(5. 5. 1. 20) 


BD B° 是 所 有 的 {i s is o in) 下 标 序列 决定 的 全 部 a (i, i, ts in)” 列 向 量 
组 成 的 最 简 形式 的 矩阵 , 则 可 得 


P(Ax20) = (x| x= Btsu u€ R) 一 (5. 5.1.21) 
例 5.5.1.2 nn 之 m 的 例子 . 


1 S 
Le 

Á = Ax>0 
lÚ 5 2 “M ar> 
6 —9 二 7 


这 里 rank A = m, m = 3. 现在 极 大 线性 无 关 行 向 晤 组 的 下 标 序列 是 {1,2， 
3}, (1,2,4), (1, 3, 4} 和 (2, 3, 4}. 如 对 于 {1, 2, 3}, 可 得 


16 -3 5 
人 人 和 = 34 12 一 5 
1,2,3} 45 


5 一 15 10. 


1,2,3) ,3 z 
| }= Gi Ë) 
1,2,3 


因此 保留 其 中 的 第 1, 第 3 列 向 量 . 对 其 余下 标 序列 作 类 似 检 验 , 并 作 最 简化 处 
理 ,可 得 


w 1 2_1 
45 9 5 21 
34 1 81 8 S 4 
B'= 5 9 5 zi 得 解 x = B‘ u, u € R! 
1 2 3 1% 
s 9 5 21 | 
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若 利用 (5. 5. 1. 18) 式 的 解法 ,应 解 出 
ka — a + su 220 


此 不 等 式 组 的 解 是 


45 
367 (JASE RER + 
_ |a as ! 
u= 21 21 0 O|vy v€ R 
45 
0 s 0 1 
从 而 得 到 最 终 解 的 形式 是 
ra C i) 
16 -3 5 
1 45 45 
s-a- 12 -5| # a ° ofp ver 
5 -15 10 i 
0 x= 0 1 
得 
255 6 1 1 
2565 了 45 9 
_| 120 3 _3 1 i 
< 一 | 256 “7 Ta “gl ER 
180 9 1 2 
2565 7 9 3 


两 种 解法 完全 等 价 . 其 解 空间 是 R' 空 间 上 由 4 条 棱 线 组 成 的 顶点 在 原点 的 锥 . 

但 由 (5. 5. 1. 18 一 21) 式 的 解法 ,从 几何 意义 上 讲 , 是 给 出 了 一 个 将 Ax > 0 
的 解 作为 单纯 复 形 , 并 将 此 单纯 复 形 分 解 为 若干 个 单纯 形 ( 集 合 ) 的 并 集合 的 求 
解 过 程 .对 此 内 容 , 以 下 还 会 有 所 涉及 但 不 再 作 详 细 分 析 . 


$5.5.2 4 广义 逆 和 矩阵 的 几何 构造 及 算法 简化 


先 说 明 (5. 5. 1. 8) 式 决定 的 矩阵 B 是 可 逆 的 . 记 R(A) 为 矩阵 A 的 值 域 空 
闻 ,N(A) 为 矩阵 A 的 零度 空间 . 


R(A) = {Ax | x € R”) N(A) = (x|Ax=0 xER"} 
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则 对 于 任意 两 个 可 乘 矩 阵 UV 的 乘积 UV ER A (15 


rank(UV) = rank(V) — dim(R(V) N NCU)) 
= rank(U) — dim(R(U™) N NGCVT)) —(5.5.2.1) 


利用 这 一 关系 ,考虑 


r2, e, k 
u=ali x } v=1 
1, 2,0, m 
则 由 (5. 5. 1.8) 式 ， 
B=UV 


再 由 (5. 5. 1. D ~ (5. 5. 1. 6) 式 关于 卫 的 意义 与 构造 ,可 知 ,了 矩阵 刚好 就 


是 A| 1， 2 “| 短 阵 的 零度 空间 的 法 方向 向 量 所 构造 的 ,所 以 ， 
l, 2, e, k 
RUD N N(A REN 由) =Ø 


即 由 (5. 5. 2. DRA 
rank B = rank II 


T 11 8 E J: m X k t EE WE: + HIENI k > k Br Wi PF E Y BE BE J k X k t WO EBE > k 
矩阵 的 秩 为 ,而 B 矩阵 是 & Xk MERE, i B EREE% 

由 此 可 知 (5. 5. 1. 12) 式 决定 的 矩阵 G。 是 存在 的 . 以 下 说 明 G。 即 是 广义 递 
ER A. 

对 于 任意 的 AE R”, FK GS X B NIB At, Eti G € R”", HWE 
Moore-Penrose 方程 : 


(D AGA = A 
(2) GAG = G 
(3) (AG)! = AG 
(4) (GA) = GA 


而 如 果 G 只 满足 以 上 M -P 方程 中 的 i, j… 个 时 , 则 称 G 为 广义 逆 和 矩阵 A"”. 
现 考虑 (5. 5. 0) 式 中 的 矩阵 A € R”, Ri? 


Tank A = n< m 


不 失 一 般 性 , 设 A 的 前 nxXn 阶 顺 序 主 子 矩阵 满 秩 , 并 用 A, 表示 这 个 顺序 主子 


C1) 引 自 (常用 的 矩阵 理论 和 方法 ), 倪 国 黑 闭 ,上 海 科技 出 版 社 ,1984 年 ,第 20 页 ,定理 2. 3. 
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HRE. 


= 1, 2, = n 
W'=A;' .A 一 (5. 5. 2. 2) 
E n+l, n+2, =, m 


W' € RO WT 是 矩阵 A 的 列 线性 相关 系数 矩阵 . 
则 对 于 矩阵 A 可 得 到 以 下 满 秩 分 解 
A= A, * [I,, W] = FG 一 (5.5.2.3) 
这 里 
F=A, FER” 
G=[L, W'J G € Re 
则 满足 M-P 方程 (1) ~ (4) 的 广义 逆 矩 阵 A' 可 由 下 式 构造 
A*= G'. (GG FTF) .FT 一 (5. 5. 2. 4) 


对 于 具体 的 矩阵 A,A 一 定 存在 , 且 是 唯一 的 和} 
现在 由 于 下 一 A, 可 道 , 故 


(FTF) oF 一 下 (FTD) 一。FT = F”' 
所 以 ， 


At l a, +W W + Aç! a+ WA; 
WI ` I wa, +W PA 


—(5. 5. 2. 5) 
易 证 (在 rank A = n B), 
A At=1, 一 (5.5.2.6) 
在 广义 道 矩阵 的 理论 中 ,已 知 ,A* 是 任 取 的 be R, 
Ax =b 
方程 组 的 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 就 是 
x=Atb 


现在 证 明 ,由 以 上 (5. 5.1. 12) 式 决定 的 G, 矩阵 就 是 (5. 5.2.5) 式 决定 的 


51] 见 前 注 第 78 一 79 页 ,定理 3.1. 
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A+R. 
首先 , 易 知 由 (5. 5. 1. 1) 式 ， 
Ar=0 
方程 组 的 基础 解 系 矩阵 
A= | 一 (5.5.2.6a) 
I 
由 (5. 5.1.5) 式 决定 的 了 矩阵 是 
L, 
H= 加 一 (5.5.2.7) 
w 


则 由 (5. 5. 1.8) 式 


es T, a ag 
B = A, < U, W"). KELE eW) —G.5.2.8) 
w 


B`’ = (I. +W' W) 'A;' 一 (5.5.2.9) 


所 以 ,由 (5. 5.1.12) 式 并 比较 (5.5. 2.5) 式 
I, Se se 
G, = [gla W'A = A* 一 (5.5.2.10) 


也 可 以 将 G, 写成 以 下 形式 ， 
At = G, = HQT'ID 'A;' 一 (5. 5.2.11) 
由 A 全 和 矩阵 的 几何 意义 ,显然 有 
H'.A = [0] 


由 导出 (5. 5. 2. 6a) — (5. 5. 2. 11) 式 的 (5. 5. 1. 1) 一 (5. 5. 1. 12) 式 的 几何 意义 , 即 
知 广义 逆 矩 阵 A 是 N(A) 零 度 空间 的 正 交 补 空间 中 的 方向 向 量 作为 列 向 量 所 
构造 的 矩阵 . 由 (5. 5. 2. 6a) 式 ,A* 的 第 j 个 列 向 量 是 与 N(A) 正 交 即 刚好 与 


gi: alx=0 i=1,2,.,n 


决定 的 超 平面 正 交 的 并 与 g, 超 平面 (i 隆 门 正 交 的 方向 向 量 . 
下 例 对 此 给 予 具体 说 明 
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例 5.5.2.1 
1 =. =3 
A=[, ; 1] rank A=2=n 
mih A. 
_ [1 -2 0 2 
4.-[, °] A =l; 1 
en 
+ _ 1F 0 2Jr-31_ |2 
w =4l: qI! 中 - T 
4 
sssi [° z 
Aa T 一 二 
FRA SA TNT ar 65 
TT Z4 
6 _ 了 
qm = & I $ | 
ar 
7 29 
G, = A* = IUT A7’ = l 10 —2 | 
-4 N 
由 于 此 例 中 
Ax=0 
的 基础 解 系 矩 阵 是 
二 过 
< 2 
r 
[P 
1 4 
1 
因此 ,此 例 中 ,不 等 式 方程 组 
Ax>0 


的 解 是 zx 一 4 二 Au (€ R u€RO,HB 
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| 


29 

Í $ A 

nal 10 : tER ue R 
一 14 11 


z 
žm jot 
4 
1 


B 5.5.2.1 中 的 g. 是 本 例 中 
aj ax 二 0 决定 的 平面 ,Vg,., 是 它们 的 法 
方向 . ga, z 按 其 法 方向 所 围 成 的 锥 就 是 
Ax 三 0 的 解 空 间 .4 直线 是 Ax = 0 决定 
的 交 直线 (N(A) 空间 ). 

L:x=AM ER 


L 4s 分别 是 位 于 gy、gs 平 面 上 与 4 正 交 
MEEA 的 射线 . 可 知 L d 即 是 由 A 的 列 向 量 
作为 方向 向 量 决定 的 射线 . 


hz: x= ay’ u, us>0 
Herp ayt 是 A* 的 对 应 列 向 量 . Ax 三 0 解 
x=M+Au t€ R u€R 


的 几何 含义 就 是 由 4 、4 射线 夹 成 的 锥 (如 图 5. 5. 2. 1 中 用 深 色 阴 影 区 域 表示 的 
MED ,其 交点 沿 4 交 直 线 的 平移 就 是 P(Ax > 0) 集合 . 
图 中 z, 平面 与 Or,zs 坐标 平面 在 L 射线 处 相交 ,g; 平面 则 在 L, 射线 处 相 


交 . 其 中 
hash. u 2>0 
1 t= 了 lw v> 
0. 


0 
-路 也 之 0 
0 


1 
全 一 天 


那么 ,由 矢量 相 加 规则 ,可 以 取 到 i, 交 直 线 上 的 矢量 +，、z, ,使 


i 


=L, +7, 


Sin 


' 
,*= L +š, 


注意 到 L, La 的 方向 向 量 可 由 A, ' 构造 , 即 若 令 G' 为 以 下 矩阵 


S5 闭 凸 锥 的 构造 一 一 线性 不 等 式 方程 组 的 解 653 


网 
G = 
Ona 
FEP Ope 是 1X2 阶 0 矩阵 .这 表明 AÇ ' 的 列 向 量 (作为 方向 向 量 ) 恒 在 Or , z, 坐 


标 平面 上 , 且 刚 好 就 是 Qz,z; 13 g, g 平面 的 交 线 决定 的 方向 向 量 . 则 以 上 关系 
是 说 ， 


At=G +AT Te R =a) 


FDM EMT = (一 14， Di 


0 


1 


A 
69 2 


1 1 

2 2 
1|+|_2|C 14,1D 
4 4 

0 1 

但 这 即 意味 着 ,在 本 例 中 


的 解 可 简化 为 
x=A+Gu t€ R u€R 


显然 , 求 得 G' BI NAE AT ATHA A* 矩阵 要 方便 许多 . 从 几何 
意义 上 讲 , 这 表示 ,Ax > 0 的 解 空间 也 可 以 看 成 是 由 射线 L, La 夹 成 的 锥 如 图 
5. 5. 2. 1 中 浅 色 阴影 区 域 表示 的 锥 的 交点 , 沿 4, 直线 的 平移 构造 出 来 的 . 

以 上 给 出 的 关系 (a) 式 是 具有 一 般 性 的 . 设 AE R”, H rank A =n. 为 简化 
符号 , 仍 设 A 的 前 n x n 阶 顺 序 主子 矩阵 A。 可 道 . 

令 


y TAT 
G =[ ] 一 (5.5.2.12) 


其 中 0 是 (m 一 n) X n Bi 0 ER. 
容易 理解 , G' 是 A 的 广义 逆 矩 阵 A”*”. 事实 上 ,因为 


AG' = A, + [L., W'1- [~ ]- L 


# M - P 方程 中 的 
(1) AG'A =A 
(2) G'AG' = G' 


(3) (AG^)" = AG’ 
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均 成 立 .但 


š I w 
qas | ; | 
Oana Vimini Jasa 


不 是 对 称 和 矩阵 , 故 M -P 方程 中 的 (4) 是 不 成 立 的 . 
把 (5. 5. 2. 12) 式 看 成 是 


A OT As: 0 
[ ] = 一 (5.5.2.13) 
0 I 0 I 


(mm Cmm 


和 矩阵 的 前 = 列 向 量 组 成 的 矩阵 , 则 G 的 列 向 量 由 逆 矩 阵列 向 量 的 几何 意义 ,应 
是 等 式 一 不 等 式 方程 组 

arr 一 0 i=1,2,=-", n i@j 

aly>0 1<;j<n 一 (5.5.2.14) 
ma = 0 k=l, 2, =, (m—n) 


决定 的 解 空间 的 方向 向 量 (推论 5. 2. 2). 所 以 ,G' 的 各 列 向 量 均 位 于 Or z," r, 
坐标 超 平面 上 , 且 G 的 第 j 列 向 量 ,刚好 是 


glx=0 i=1,2,., n i j 
决定 的 超 平面 与 Or z, z, 坐标 超 平面 的 共同 交 线 上 的 方向 向 量 . 
而 由 A 的 性 质 (5. 5. 2. 6) 式 ,A* 矩阵 的 第 7 列 向 量 , 必 定 也 刚好 是 
aa i=1,2,--, n i j 
ax>0 1<;j<n 


一 (5.5.2.15) 


方程 组 的 解 空间 的 方向 向 量 . 
《5.5.2.15) 式 与 (5. 5. 2. 14) 式 的 区 别 在 于 在 (5. 5. 2.15) 式 中 , r. k= 1, 
2,…，(m 一 n) 可 以 不 为 0. 记 At 的 第 j 列 向 量 是 a;， 


a = (al at. ms ahs ata, s "> ah)" 
G' 的 第 j 列 向 量 是 8”， 
8” = (gl Bys ts Buyo O, =, 0)" 


由 于 g” 是 (5. 5.2.14) 式 的 解 向 量 , 所 以 ,也 就 是 (5. 5. 2. 15) 式 的 一 个 特 解 , 那 
么 , 取 


x=g' +A t€R 一 (5.5.2.15a) 
显然 就 是 (5. 5. 2. 15) 式 的 全 部 解 ,这 里 At 是 
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Ar 一 0 
的 通 解 . 
比较 a, .g 与 基础 解 系 矩阵 A 的 构造 , 即 知 , 取 
n = Caha, jo Qha. s > ak)" 
肯定 成 立 
a=gi+AL j=1,2,.,n 一 (5. 5. 2. 16) 
所 以 ,总 成 立 以 下 推论 . 
推论 5.5.2.1 A € R” 设 rankA=m 则 广义 逆 矩 阵 A+ 可 由 
a=] A Jar T € R>" —(5. 5. 2. 17) 
构造 ,其 中 A 是 Ax = 0 的 基础 解 系 和 矩阵 ,本 是 (m — n) X n MERE. = 
推论 5. 5. 2. 1 的 结论 也 可 以 直接 予以 验证 . 取 (5. 5. 2. 17) 式 中 的 了 和 矩阵 为 
T=0. d, +W W). Az! 一 (5.5.2.18) 
则 
' -ai _ yt 
Pas sa n. 
0, 0. ox. n 
Fe wa, + Wr Pa; 
wa, +w W) 'A;' 
且 由 于 
(AW D a + WT Wa, +W! WA = A;' 
故 


A-W Wa, + W! W) A = (1, +W! W) Aç! 


代入 前 一 式 ,与 (5. 5. 2. 5) 式 比较 即 知 结论 . 
由 (5. 5.2.17) 式 , 即 可 将 构造 (5. 5. 1. 15) 一 (5. 5. 1. 16a) 式 的 算法 予以 简 
化 ,即将 (5. 5. 1. 12) 式 直接 写成 为 
a 
G, = 一 (5.5.2.19) 
RA 


这 里 = rank A < n, H A, 是 A 的 前 kXk 阶 顺序 主子 矩阵 ,并 设 A, 可 道 . 
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续 例 5.5.1.1 由 上 可 知 rank A = 2 = n 


aG eE 


有 
1 
A 
z% d 
G=| 2 4 
0 0 
0 0 
0 0 
从 而 
0 
aL 
C= (一 4, 一 和, 一 9,11,8)| 2 
0 
0 
0 
依旧 得 到 
人 
uu 2 0 
的 解 是 
L 3 
2 
u= 1 er >1 
= 0 
# l 
所 以 , Ax 三 0 的 解 是 
1 3 7 
? z! 
1 
> 1 E AE S = 
x = At +G, z=| 4 4 [+ 
l o 1 0 0 
3 
0 1 0 
0 0 了 


° ° o eje n= 


° o ° o =@|— 


2 


1 


] 


= (2, —3) 


° o o el- 


° 


z 


$5 闭 凸 锥 的 构造 一 线性 不 等 式 方程 组 的 解 657 


与 例 5. 5. 1. 1 的 解 (a) 式 相 比较 , 易 知 


1 1 3 83 7.5 

和 ol" 12 

6 2 2 ra 

aall zs, -3 一 12 5 —9 

6 Zp +£ 4 5 -3.5 0 -4-7 —12 

0 0 1 0 0 17 

o o e E) 12 29 CR 
17 

o o 0 0 1 Hoas 


以 上 已 经 说 明 ,G' 和 矩阵 其 实 是 广义 道 矩 阵 A…”“”( 在 A 矩阵 是 行 满 秩 时 ). 
而 由 广义 逆 矩 阵 的 理论 知 A"…” ”的 形式 不 是 唯一 的 . 
设 A” 是 符合 M- 忆 方程 中 的 (1) 方程 的 广义 道 矩阵 .在 A 矩阵 行 满 秩 时 ， 


A.Aw 1 
成 立 5“1 ,并 且 ,A…” 和 矩阵 总 是 存在 的 . 

HACO 是 至 少 符合 M - P HERHOR. A) 除了 
AAA 是 唯一 的 ,其 他 的 各 类 广义 逆 矩 阵 都 不 是 唯一 的 . 则 任 取 Af O, 
A; 是 同一 类 广义 逆 矩 阵 中 的 不 同 的 2 个 矩阵 , 记 

A= AG: Ad 天 [0 AoE R> 
则 由 M- 忆 方程 中 的 (1) ,有 
A.A. A=AA "A-AA" UA =A—A=0 
换 句 话 讲 ,可 看 成 是 


A. (APA) =0 
即 应 有 和 矩阵 Q, 使 
AA=AQ QER 

成 立 . 

再 由 rank A = n, ff fE A, Ë AA = 了 ,, 即 得 

AAA =A = AQA” =AT T=QA” Te Re 
即 知 任 一 A 类 广义 逆 甜 阵 ,在 rank A = n 时 ,都 有 
{At O} = A O AT T€ R —(5. 5.2, 20) 


51] (矩阵 论 ), 程 云 联 主编 .西北 工业 大 学 出 版 社 ,2003 年 ,第 298 页 ,定理 6. 5. 
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成 立 . A ”是 某 个 具体 的 (1，…) 类 广义 逆 矩 阵 . 
由 此 关系 ,也 可 知 , 因 总 有 


Ate (A) 
故 总 有 TE R ,使 
At= A: +AT 一 (5.5.2.21) 


对 于 一 般 的 情况 , 记 A € R”, rank A = k < min(n, m) 仍 记 A 的 前 &X 
k 阶 顺 序 主 子 矩阵 为 Ai,, 且 设 A, 可 逆 , 并 记 


Wr = ay -a| a SR a Wr € R” 
k+l, k+2, sm 
k+l, k2, son ee 
w=Al I es 中 入 CNE 
分 别 是 A 的 列 线性 相关 系数 矩阵 与 行 线性 相关 系数 矩阵 . 则 可 有 
= L w xy. 
= ll [L W] (5. 5. 2. 23) 
+ 
L , 
r= [z] G= A,.[l, W'] 
A = FG 
是 满 秩 分 解 . 
由 A* 的 构造 易 知 
a, +W W) 'A;' 
ad AS AUS * (1, +W!'W) CL, WJ] 
Wd, + W' W) ''A;' 
即 
aoa [sss a tw, wJ 
(1, 2, =e, m 
1, 2, =, k 1, 2, =, k 
atwa | Etna papt A | Jma' ET 
1, 2, =, m 1s 2,5, m 
阵 , 所 以 有 
+ /1,2, kl Art PERA 
š Ra psal 0 jar Tek 
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1, 2, s k I 
其 中 入 仍 是 Ax = 0 即 A|, x 所 = 0 的 基础 解 系 矩阵 ( 见 (5. 5. 2. D sÑ), 
sés om 
从 而 有 
[raz rw) + 
a= ll Jar a, +W!W) `E, W'] 
Bp 
At= A; +AT 一 (5.5.2.24) 
其 中 ， 
WwW A'd, +W!'W) Ww" 
x = |“: (+ )' A, + Je r~ 
0 0 
T= T.G, +HWW IL, W] e Re 
注意 到 
I, 
AA; = [wl + ww eE, wW] 
故 


H AA, 显然 是 对 称 的 , 即 
(AA;)' = AA; 
所 以 ,Ai 实际 上 是 A…” 逆 矩阵 . 
XFA E R”, rank À = k < n Bf 
Ax>0 


不 等 式 方程 组 的 解 的 结构 中 ,由 (5. 5. 2. 19) 式 决定 的 G, 广义 逆 矩 阵 及 所 构造 的 
解 集合 ,与 如 何 选择 可 逆 子 矩阵 A, 是 无 关 的 . 

事实 上 有 以 下 推论 . 

推论 5.5.2.2 X} A € R”", rank A = kit Ax > 0 的 解 集合 


P(Ax >0) — N(A) = Ø 
# G,D. tš G; D. 是 PCAx > 0) — N(A) 中 二 个 不 同 的 方向 向 量 基 乍 阵 ,那么 ， 
一 定 有 非 负 和 矩阵 U REET e Re ,使 
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G,D, U+ AT = ŒD; —(5. 5. 2. 25) 
成 立 . 其 中 G, Æ A 8 4f-—— 4 k X k Etu ë TEE A AORERE, D, 是 
解约 束 方程 组 的 解 矩 阵 . È 


证 明 : 因为 xE P(Ax 之 0), 可 表 成 
x=At+GD,z t€ R” z2>0 


现 GID4E P(Ax > 0), # GD, 中 的 列 向 量 均 可 由 上 式 表 出 ， 即 得 
(5. 5. 2. 25) 式 . 


is ips o i 


设 在 A 中 选取 rigsi AÍ } k= rank A 以 构造 G,, 记 


Jijo toja 


mfi A 上 [a] s= l, 2, k 


Jir je toji 


即将 AT (e) 的 元 素 的 下 标 直接 标记 为 入, io eo is jo jeo to ja W G = 
[gs] 由 以 下 关系 决定 


afie i nile afi TESTEN } 

l, 2, =, k Jsdo A —(5. 5. 2. 26) 
gs =0 i#jo jonoj 

再 设 (his hrs to haa) = (s 25 es m) — (> io > hh WA 


his hgs ts hms 
C = A. o —(5. 5. 2. 27) 
1,2, m 


得 


就 是 G, 决定 的 解约 束 方程 组 . 它 的 解 矩 阵 就 是 D. . 
以 符号 
D=G,D, 一 (5.5. 2. 28) 
也 可 以 将 x € PCAx > 0) 表示 成 
x=A-+D t€ R” vy>0 —(5.5. 2. 29) 
再 续 例 5.5.1.1 现 取 A 的 可 道子 矩阵 


alamli al 
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来 构造 Gy Di. 
由 (5. 5. 2. 26) 式 , G, 中 有 


s. 4 £ 3 TFI $ 
i 
"U 2 2, 4 12L4 0 


得 
0 0 
= bo L 3. 
12 4 
G, = 0 0 
1 
-3 0 
0 0. 
由 (5. 5.2. 27) 式 ,得 
> 1 rr (3,1 
5 salias a 5]; = (z' z) 
故 从 
> 
u, u, > 0 
得 到 
D.= 1, 
这 样 
G.D. = G, 
1,2 
emps. sL 1 ORA [1 p 可 地 于 逢 阵 构造 的 
1 
6 0 
二 本 
GD =| $ 2 
0 0 
0 0 
0 0. 


可 以 验证 , 取 
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及 例 5. 5. 1. 1 中 的 A 和 矩阵, 便 有 

OD U3 AT 
成 立 . 此 即 (5. 5. 2. 25) 式 . 
85.5.3 行 线性 相关 与 解约 束 方程 组 


当 Ax 过 0 方程 组 中 ,矩阵 4 是 行 向 量 线性 相关 的 ,出 以 上 的 分 析 已 知 , 其 解 
约束 方程 组 可 能 无 非 0 解 ,可 能 有 非 0 解 . 但 不 论 其 解约 束 方程 是 否 有 非 0 解 ， 
Ax 三 0 方程 组 所 含有 的 2" 个 子 方程 组 不 可 能 均 是 相 容 的 . 

对 于 Ax 三 0 不 等 式 组 的 解 集合 ,由 (5. 5. 1. 15) ~ (5. 5.1.16) 式 ,Ax 之 0 不 
等 式 组 的 解 可 表示 为 (简化 了 记号 ) 


x= At +IlB 'u t€ R"* u€ PCu>0,u>0) 


(GELI 
因此 , 当 P(Cu > 0, u > 0) = (0) BF, BI u H fiË u = 0 向 量 时 ,上 式 只 能 为 
x=A LER (Bf 2) 


式 . 这 时 ,不 等 式 组 


Ax 二 0 
等 价 于 等 式 方程 组 
Ax=0 
这 说 明 ， 
alx2>0 i=i, i, si 1 和 ti 入 n 
Ax 二 0 以 及 1 + 
os =0 j=1,2, s Ji 


方程 组 都 是 矛盾 方程 组 ,这 里 a, 都 是 A 的 行 向 量 . 
其 次 ,马上 还 可 以 联想 到 ,也 可 以 出 现 不 等 式 组 (5. 5. 0) 式 中 的 子 方程 组 


Ax>0 
是 矛盾 的 ,但 
ax 一 0 i—i e, i 
Ax=0 1 N: © t+s=n {h} U {j} = {1, =s n} 
ajx >0 j= je J, 
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是 相 容 的 (至 少 对 某 个 + 以 及 某 个 鹿 , i,，…，, 子 列 ,以 上 方程 组 是 相 容 的 ). 
这 两 种 情形 可 以 合并 讨论 . 
推论 5.5.3.1 ACR”, Ar 二 0 方程 组 中 的 所 有 的 2" 个 子 方程 组 
人 > i= i, k, 
ax>0 j=j j 


t+s=n t=l, e, n, {i} U (h) = (1, 0s n) 


i 
全 部 是 相 容 的 , 充 要 条 件 是 A 矩阵 是 行 满 秩 的 . B 


证 明 : 由 以 上 关于 P(Ax > 0) 的 构造 即 知 . 设 rank À = n, 4 n< mA}, € 
P(Ax >0) 为 


xk=A+Au t€ R” u€ R. 
故 
Aš = A(At + A*u) = AA'u =u 
Wu € R' , 故 对 := 1, 2, e, n BAER FERTA io is o. i JR 
fu =0 isisisi 
ly >0 j= jer 


都 是 可 以 的 . 即 知 以 上 推论 是 充分 的 . 
若 A 是 行 向 量 线性 相关 的 , 设 rank A = A, 不 妨 设 A 的 前 行 向 量 线性 无 


关 , 作 A 的 满 秩 分 解 
a-[w blz) 


W 是 A 的 行 线性 相关 系数 矩阵 , 则 站 E P(Ax > 0) ,可 表示 成 
=A +Atu ER u€ P(Wu>0, u> 0 CR} 


RC T” F 

z= [wh {iz aso = [yË 
比较 上 式 等 号 两 边 的 结构 即 知 ,只 要 存在 W 和 矩阵, 则 至 少 以 下 子 方程 组 是 矛 
盾 的 ， 


s. i=1,2,--, k 
ax>0 j=k+1l,k+2, =-=, n 


因为 这 个 子 方程 组 要 求 取 z — 0, u> 0( R u > 0) 故 是 矛盾 的 . 即 知 以 上 推论 的 
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条 件 也 是 必要 的 . 

由 此 可 知 ,导致 Ax >0 为 矛盾 方程 组 的 情形 只 能 发 生 在 矩阵 A 是 行 向 量 线 
性 相关 的 情况 下 . 由 以 上 分 析 易 知 , 这 不 论 n Z m, 4 A 的 各 行 向 量 之 间 存 在 线 
性 相关 , 则 其 决定 的 不 等 式 组 Ax > 0 的 解 ,总 存在 解约 束 方程 组 


Cu>0 
| — (5. 5. 1. 14) 
u>0 
这 里 
E ite naa 一 (5.5.1.13) 
1, 2, =, m 
由 于 A 矩阵 的 行 向 量 线性 相关 , 故 有 和 矩阵 W = [wy Jenina 使 
Ate 2, s wy A ek 
lis, esm j- 1 
W 为 行 相关 系数 矩阵 . 由 此 
、 1，2，…, k]. 
c= w. A| jo = w 一 (5. 5. 2. 22) 
1, 2, =, m 
利用 A 矩阵 的 分 块 表示 ,由 
A = A|, +) T E 
1, 2, =, m 1, 2, =, m 


由 定理 5. 2. 1 已 经 给 出 了 任 一 AE R"", Ax 二 0 有 解 的 充 要 条 件 是 不 存在 
JEO 00 y S 0,4 A" y = 0. 这 一 定理 可 从 “ 择 一 定理 ”中 推出 . 

定理 5.5. 3.2 ( 择 一 定理 ) 设 AE R”", 则 或 者 存在 x, 使 

Ax>0 
或 者 存在 非 0 向 量 y > 0, 使 
A'y=0 

但 二 者 不 能 同时 成 立 511 " 

容易 理解 ,在 定理 5. 2. 1 与 择 一 定理 中 ,把 > 0 的 条 件 改 成 了 入 0 也 一 样 
成 立 . 

以 下 可 将 择 一 定理 推广 到 (5. 5. 1. 14) 式 形式 的 不 等 式 方程 组 的 场合 . 由 以 
上 的 符号 规定 ,可 有 A € R™", rank A = k < n, 


C13 可 见 ( 非 线性 规划 》， M. Avriel 著 , 李 元 喜 等 译 , 上 海 科技 出 版 社 ,1979 年 ,第 30 页 ,定理 3.3 及 其 
证 明 . 


$5 闭 凸 锥 的 构造 一 一 线性 不 等 式 方程 组 的 解 665 


} Ax>0 — (5. 5. 3. 2) 
但 注意 到 若 成 立 

Ax>0>Ax>0 
故 (5. 5. 3. 2) 式 可 写成 为 


Wz 二 0 
z>0 


注意 到 rank A, 二, 故 有 x E€ P('A,x > 0) 


z€ {Ax | x€ P(A, x > 0)} —(5. 5. 3. 3) 


x=A+Gu tE R“ uc R —(5. 5. 1. 16b) 
其 中 G° 由 (5. 5.1.12 式 决定 . 由 那里 的 分 析 ,G? E OAE, H 
A,G° = I, 
所 以 ， 
R(A,x20, x€ R”) =R 一 (5. 5. 3.4) 


这 里 R(，) 是 指 值 域 集合 . 

这 样 ,(5. 5. 3. 2) 式 的 成 立 及 由 (5. 5. 1. 16b) 式 , 即 可 表示 为 两 个 部 分 ,其 
一 是 

x =A IER" H#A x =0> Ax =0 
的 解 , 即 A 的 零度 空间 解 , x € N(A); 其 二 , 则 是 可 能 存在 的 非 零度 空间 解 ， 
x = G'u, 此 时 ,由 (5.5.2.4) 式 , 必 应 有 
z=u u R} 

使 


Wu 三 0 


一 (5.5.3.5) 
u>0 


成 立 . 显然 ,可 知 有 以 下 推论 . 
推论 5.5.3.3 A € Rom" , 设 rankA 一 一 2, 则 在 Ar 三 0 的 解 集合 中 含 


有 非 零度 空间 的 解 的 充 要 条 件 是 ,由 A 中 任 一 极 大 线性 无 关 行 向 量 组 为 基 的 行 
向 量 线性 相关 系数 矩阵 W € R"”” ,使 以 下 不 等 式 方程 组 ( 即 解 约束 方程 组 ) 


666 ” 3 J #k E F£ 6 tah #z (É P së 5 2 JJ 


i 
u> 0 


HAE 0 解 . 图 
另 一 方面 ,由 
A' =A LL, W] 
故 若 有 非 0 向 量 y, 使 
A'y=0 
就 应 有 
Ai CL, W']y= 0 


由 于 A 是 列 满 秩 的 ,所 以 ,只 能 有 


[l WwW]y=0 —(5.5. 3.6) 
此 式 的 通 解 是 
s= [|] t€ R -(5.5.3.7) 


现在 再 要 求 有 三 0, 那 么 ,从 (5. 5. 3.7) 式 , 即 知 应 要 求 有 


人 


—(5. 5. 3. 8) 
t>0 


有 非 0 解 . 

综合 (5. 5. 3. 2 一 8) 式 及 择 一 定理 ,对 ut 天 0,(5.5. 3.5) 式 (5.5.3.8) 式 中 
必 有 一 式 成 立 , 但 不 能 二 者 同时 成 立 . 由 于 W 矩阵 其 实 是 任意 的 ,所 以 ,这 个 结 
论 就 是 定理 5. 3. 3. 4. 

再 由 推论 5. 3. 3. 1( 及 其 系 ), 可 有 

推论 5.5.3.4 HERE ACR” 是 行 向 量 线性 相关 的 ,W 是 A 矩阵 的 行 向 
量 线 性 相关 系数 矩阵 , 当 不 存在 4 ,j= 二 1,2,…, k, 20, >, 二 1, 使 W 算 


阵 的 列 向 量 w 成立 
Dw’=0 
则 


alx=0 i=i, ip esi lS<ti<n—l 
Ax>0 UR, ai 5 
ax >0 j=1,2, =, n jxi 
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方程 组 都 是 矛盾 的 . " 
B 81, W SEE h 8 6 aT 8 Btw 二 0, 或 存在 有 行 向 量 wy , 它 能 被 其 他 行 
向 量 以 负 线性 组 合 方式 表 出 , 则 (5. 5. 3. 5) 式 无 非 0 fg. 
Bew 一 (w,) 是 W 的 第 ; 行 向 量 . 若 w! < 0, IB w! 不 是 严格 小 于 0 的 , 即 
w 中 有 若干 个 是 0, 则 经 过 适当 编号 ,可 以 有 


W = Gu, wo t w, + 0, 0) IKA < k. w, <0 j=l, 2, h, 


称 这样 w 为 非 正 行 向 量 - 
系 5.5.3.5 当 W 中 只 存在 非 正 行 向 量 w” < 0, 且 有 正 数 5 > 0，>) = 
1, j=l, 2, =, (k—h,) $ 
Fw >o h = max(h,) w <0 
W Ax > 0 是 矛盾 方程 组 ,但 至 少 有 
pent i=1,2, =, h 
alx2>0 j=h+1l,h+2, =, k 
是 相 容 方程 组 . C 
系 5. 5. 3. 5 AREER, 4 EBE W 中 只 存在 以 上 形式 的 非 正 行 向 量 ( 并 设 


其 元 素 已 适当 重 排 ,使 其 前 h 列 的 元 素 已 包含 W 矩阵 的 全 部 负数 元 素 ), 则 令 
(5. 5. 3. 5) 式 中 的 u 变量 的 前 4 个 分 量 恒 为 0, 可 以 有 等 价 的 


| Sy, >0 
un 0 j=1,2,-, k—h 
不 等 式 方程 组 形式 . 而 由 以 上 的 分 析 ,这 一 不 等 式 组 存在 非 0 解 . 

由 以 上 分 析 易 见 , 若 在 不 等 式 组 Ax 三 0 中 的 Ax 二 0 是 矛盾 方程 组 , 则 不 等 
RA Ax > 0 的 解 一 定 是 位 于 若干 超 平面 的 交 平 面 集 合 上 . 在 几何 意义 上 ,又 可 
以 分 为 以 下 3 种 具体 情形 . 

以 R' 空 间 为 例 , 有 4X3 MERE A 决定 的 不 等 式 组 


Ax>0Sg:ax>0 i=l,2,3,4 
H A 矩阵 中 的 第 1.2 行 向 量 负 线性 相关 
al 一 一 zal u> 0 


并 设 rank A = 3. 则 这 一 不 等 式 组 形式 上 等 价 于 
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gi(g.): arx = 0 
g, alx20 i=3,4 


W g... . 可 以 有 以 下 几何 关系 . 

在 图 5. 5. 3. 1 的 (a) 中 , g1,2,3.4 平面 按 箭头 所 示 的 法 方向 ,在 Ax > 0 不 等 
式 关系 中 ,其 解 是 这 四 个 平面 的 交 线 !, 且 其 中 的 g, 、g; 平面 是 重合 的 但 法 方向 
刚好 相反 ;在 (b) 中 ,不 等 式 组 Ax > 0 PJ f$ 52 FË E: g, \gz 重合 的 半 平 面 即 图 中 阴 
影 所 示 的 部 分 , 且 在 (b) 的 情形 里 g.s.. 平面 相似 于 (a) 也 是 共 线 的 ;而 在 (c) 
的 情形 里 ,Ax > 0 的 解 是 z, g 重合 而 成 平面 上 的 一 个 闭 锥 (如 图 中 的 阴影 区 
域 ), 且 此 时 gs g, 两 平面 共 线 但 g, 2,3, 仅 在 R 坐标 系 原点 处 共 点 (相交 ). 


(o) 


图 5.5.3.1 


fE m > 3 的 更 高 维 空间 中 ,基本 情形 仍 只 有 类 似 图 5. 5. 3. 1 所 示 的 这 3 种 ， 
区 别 仅仅 在 于 诸 超 平 面 的 “ 交 线 ” 可 以 是 1， 2，… 维 的 线性 流 形 “ 半 平面 可 以 
是 2，3,，… 维 的 线性 流 形 ,“ 平 面 上 的 闭 锥 ”也 可 以 是 2,3、… 维 的 线性 流 形 . 
例如 设 在 R” 空间 上 ,A = [a;n 阶 和 矩阵 , 现 假设 


a 一 一 col c>0 


并 考虑 Ax 三 0 的 解 , 设 rank A= k + 1, 人 三 1, 简 记 


Aid afiar 
ú | 
,aa — Qa 
A= | an an an 
Fen = 


这 里 设 A{， } 矩 阵 的 前 个 行 向 量 是 线性 无 关 的 , 设 ar 行 向 量 的 第 1 个 元 素 av 
非 0. 
则 
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的 解 就 是 
alx=0 
的 解 
x=A{l}z z€ R™' —(5. 5.3. 9) 
将 (5. 5. 3. 9) 式 代 人 其 他 的 n 一 2 个 不 等 式 , 有 
Ax2>0 x€ R” 一 (5.5.3.10) 
其 中 A’ = ALM oxi 
设 rank A' =s l<s<m 


(1) 当 n 一 2 二 m 一 1 且 s 二 m 一 1, 则 A’ 满 秩 ,(5. 5. 3. 10) 式 的 解 可 表示 为 
z= (A)'y ve R 
而 Ax >0 的 解 就 是 
x=A{l}(A)'y v€ R 一 (5.5.3.11) 


(5.5.3. 11) 式 即 相当 于 在 (5. 5. 3. 9) 式 决定 的 m 一 1 维 超 平面 上 再 构造 出 一 个 
闭 锥 如 图 5. 5. 3. 1 中 的 (c). 这 时 易 知 必 有 rank A = m. 
(2) s<m—1,fE 


1, 2, ee, : 1，2，…， 
k Wasa l aan aq: 
s= Te 2ye, s s+lss+2, =s m—1 
Lemaio 
A J (m — 1) X (m — 1 s) 阶 矩 阵 .并 作 
z=At ER 一 (5.5. 3. 12) 
以 及 


I, 1 
Tr = 1s 2, ees s|Y /ls 2, s t 
52, 站 
D J (m — 1) X s MER. ECG. 5. 3. 12) 式 的 法 向 量 补 空间 
B=v v€ R 
记 
1，2，…，s 
1, w ,ml 


B= A 
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Bv 三 0 一 (5.5.3.13) 
B' E s X s 阶 矩 阵 .由 前 所 述 ,B' 可 逆 . 故 (5. 5. 3. 13) 式 的 解 是 


v= (B ''u u€R, 一 (5.5.3.14) 


将 (5. 5. 3. 14) 式 再 代入 其 他 的 不 等 式 ,可 得 


C'u >0 
I 一 《5. 5. 3. 15) 
u> 0 
€ =A( FE o 天 < (B 
1, 2, =, m—1 
则 可 知 以 下 结论 
(2.1) 当 (5. 5.3.15) 式 没有 非 0 解 , 则 Ax > 0 不 等 式 组 的 解 是 
x=A{l}.At t€ R"! 一 (5.5.3.16) 


这 就 是 Ax 三 0 不 等 式 组 的 各 边界 超 平面 “ 共 线 " 解 的 情形 ,如 图 5. 5. 3. 1 的 (a)， 
当 s 二 m 一 2, 即 为 直观 理解 上 的 共 线 . 
(2.2) 当 (5. 5. 3.15) 式 有 非 0 解 , 设 其 解 集合 简 记 为 P> (CO, iE 
G, =H.(B) 


G, 是 (Gm 一 1) xs 阶 矩 阵 , 且 具有 “十 ”号 道 矩 阵 的 意义 . 可 以 有 Ax 三 0 不等式 的 
解 是 


x= AAt HAL) Gu ER ue PC) 5 


这 时 , 解 空间 就 类 似 于 图 5. 5. 3. 1 的 (b) ,各 边界 超 平面 共 线 上 县 g, 、g, 重合 
超 平面 的 一 侧 半 平 面 即 为 解 空间 . 

将 以 上 结论 再 推广 至 更 复杂 的 情况 原则 上 不 会 有 什么 困难 . 重复 指出 以 下 
一 点 是 有 必要 的 ,在 以 上 情形 中 , 当 Ax > 0 为 矛盾 方程 组 , 则 Ax > 0 不 等 式 组 
的 解 一 定 是 若干 超 平面 的 交集 合 的 子 集 . 

例 5.5.3.1 


p3 —2 1 1 
Ps. 4 一 2 一 2 rank À 一 2 
Sera DES T 


$5 闭 凸 锥 的 构造 一 线性 不 等 式 方程 组 的 解 671 


不 作 详 细 的 斑 解 直接 写 出 结果 ,其 解 记 为 x， 


x 
I 


有 

š $ 
一 1 

0 l+ u tER u>0 
0 

1 0 

0 1 


本 例 中 前 2 个 不 等 式 负 线性 相关 . 可 以 验证 


Az 一 中 >， 
6 


故 其 解 是 在 arx = 0 决定 的 平面 上 , 且 不 等 式 组 的 解 只 是 


elx=0 

ER 

ax 2 0 

的 解 , 即 是 说 Ax > 0 是 矛盾 的 . 

例 5.5.3.2 将 上 例 中 的 矩阵 A 扩展 成 

r = 1 1 

一 6 4 —2 一 2 

A= rank A = 2 
一 此 1. 一 1 
12 4 4 —8. 


1 


解 Ax>0 
由 ax = 0 的 基础 解 系 为 


2 SL y o tE N 
3 3 3 3 3 3 
x= |1 0 0lz z€R 即 A{l}=|1 0 0 
0 1 0 0 1 0 
0 0 1 0 0 1 
代入 后 两 个 不 等 式 并 经 简化 可 得 


—(G — x) > 0 
sss 
这 是 矛盾 不 等 式 , 只 能 有 


z — = = 0 
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则 这 一 等 式 方程 的 解 是 


1 
1 
-f 中 u€ R 
0-3 
故 得 到 本 例 的 最 终 解 是 
1 1 
3 3 
x=| 0 lju ue R 
1 0 
0 + 
例 5.5.3.3 
3 一 2 1 1 
= 6 & 一旦 :一 名 
A= |-6 1 一 2 1 rankA=3 解 Ax>0 


12 4 2 4 
3 一 2 3 一 11 


本 例 矩 阵 A 的 前 3 行 向 量 与 上 例 相同 . 故 将 aix = 0 的 解 代 人 后 3 个 不 等 式 , 有 


一 3 0 3 —3 0 3 
12 一 2 中 >， Za 一 2 0 


0 2 一 12 0 2 12. 


rank A’ = 2 =s 
解 Az 二 0 
可 从 
(a)z=0 ,1,2 —3 03 
ss: A (2 |= [2 一 2 al 
3 
A =[0 2 一 
fiza 2 = 
中 得 
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再 作法 向 量 集 , 得 


并 可 得 到 
， [76 一 18 _1f—2 18 I 
-| 12 2] # L sk KER, 
所 以 
c =al 5 ajr Bo ziii 
从 而 ,有 
人 
us u 三 0 
故 本 例 的 最 终 解 是 
wm 8 
1 3 
x= A(1} » |6|: = lí tER 
1 6 
1 
A{1) 同 例 5. 5. 3. 1. 本 例 解 空 间 的 几何 意义 类 似 于 图 5. 5. 3. 1 的 (a). 
例 5.5.3.4 
二 
EN pe e E RE A rankA=3 f Ax>0 


_ 6 1. = 9 1 
— 12 5 一 3 一 2 


本 例 矩 阵 A 的 前 3 行 向 量 与 上 例 辣 . 直接 写 出 结果 


x= | [+ u tER u€R 
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例 5. 5.3.5 
3-2 1 1 
—6 4—2 一 2 
A=|-6 1 —2 1 rank À = 4 解 Ax>0 
2 o 2 “4 
3—1 1 2 


本 例 和 矩阵 A 的 前 3 行 向 量 与 上 例 同 . 可 知 


一 3 0 3 
“| 一 2 I 
£ 0 4 


故 rank A” = 3, 所 以 ,本 例 的 解 是 


二， 十 5: 
6 6 6 
+ š 
x= A(1) * (A'u = i u u€ R 
= SSS: 3 
1 1 
Fe D 9 


BOR u > 0, 而 例 5. 5. 3. 2 则 无 此 条 件 . 本 例 在 几何 意义 上 类 似 于 图 5. 5. 3.1 的 
(0) ,而 例 5. 5. 3. 2 则 类 似 于 (a). 

可 以 对 于 向 量 间 存在 正 线性 相关 关系 的 几何 意义 给 予 更 多 的 分 析 . 当 
aaa 二 个 方向 向 量 中 ,ay 可 以 由 a = nal +a + ts 之 0 的 正 线性 (相关 ) 
组 合 表 出 时 ,其 几何 图 形 即 如 图 5. 5. 1. 1 那样 的 
情形 作 射 线 

Bz qta s TER 
则 在 图 5. 5.1.1 中 ， 

不 妨 记 h> l 的 法 方向 数 向 量 为 

ai = (k, 1) h: t, =— kz 
a = (>k, 1) l: m = kz, 


kis k, > 0. 


图 5.5.1.1 


a; = (k, 1) h: za =— kyz, 


FEH L, l 按 各 自 的 法 方向 构成 图 中 阴影 区 域 所 示 的 锥 , 且 1, 的 法 方向 如 图 
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所 示 , 即 使 

alx2> 0 

e O 

ax 二 0 
方程 组 的 解 集合 即 为 这 一 阴影 区 域 所 示 的 锥 , 则 必 有 

— k, <— k, < k; 

H hFa, s 是 线性 相关 的 ,而 ai. , 是 线性 无 关 的 , 故 可 求 得 a; 与 al .az 向 量 的 
线性 相关 系数 4 ,1,: 


因此 ,图 5. 5.1.1 所 示 的 几何 关系 就 是 关于 向 量 ( 组 ) 之 间 存 在 正 ( 非 负 ) 线 
性 相关 关系 时 的 几何 意义 之 所 在 . 

将 这 里 的 分 析 推 广 到 高 维 R” 空间 ,利用 截 平面 的 方法 可 得 到 正 线性 相关 向 
量 ( 组 ) 之 间 的 几何 关系 如 图 5. 5. 1. 1 所 示 . 需要 说 明 的 仅 是 与 R° 不 同 之 处 在 于 
当 R” ,m 这 2 时 ,对 向 量 组 不 等 式 ， 


ax 二 0 i=1,2,-*,n rank(a’)=k<n 


的 解 集合 PCD 取 Ots 正 交 坐 标 平面 ( 截 平面 ),Ots 的 原点 与 R” WAH s 轴 ( 正 
向 ) 在 PCO 锥 中 , 则 对 于 任 取 的 与 * 轴 正 交 的 某 个 : 轴 方 向 所 构造 的 OLs 坐标 平 
面 上 ,线性 无 关 向 量 组 ajet = 1，2，… ,上 ,决定 的 超 平面 


ax=0 t=1,2, =, Ë 


与 Ols 坐标 平面 的 交 线 二 ,决定 的 方向 向 量 之 间 可 能 是 线性 相关 的 . 这 可 以 用 
m =3 时 的 情形 予以 说 明 . 
在 图 5. 5. 3. 2 中 ， 
gaalx=0 i=12,3 


组 成 了 一 个 锥 体 . 锥 上 的 断面 用 斑点 阴影 区 
域 表 示 了 出 来 . L.e a 是 锥 体 的 棱 线 . 在 这 个 
锥 体 中 任 取 一 点 A, 并 从 原点 向 A 引 射 线 为 
L 作为 > 轴 , 并 取 与 > 轴 正 交 的 某 一 个 方向 为 
t 轴 决定 Ots 坐标 平面 ,比如 图 中 用 灰色 阴影 
区 域 表示 的 平面 了 . 则 g... 平面 与 平面 
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AXRL, , L, ML 显然 ,Li 23 fE Ots BERAI LPH) 上 的 几何 关系 类 似 于 
图 5. 5.1. 1 那样 的 关系 . 故 ,L,. ,., 射线 的 方向 向 量 间 存 在 正 线性 相关 关系 . 
因此 ,这 里 所 得 到 的 结论 即 是 , 设 of , ar, a; 是 R" 空间 的 向 量 ， 


是 R" 上 的 超 平面 . 若 


ax20 i=1,2,3 


WAE g g 超 平面 夹 成 的 锥 , 且 a3 可 由 al ,az 的 非 负 线性 组 合 表 出 ,那么 ,其 
充 要 条 件 是 在 锥 中 任 取 由 R" 原点 出 发 的 射线 ,作为 轴 , 并 任 取 与 * 轴 正 交 的 
一 个 方向 为 + 轴 , 作 Ors 坐标 平面 , 则 g, ngg 在 Ors 坐标 平面 上 的 交 线 的 方向 
HROCH a) , 均 存在 


ai = tai tha, tt 2>0 
$5.5.4 值 域 R(Ax 之 0) 的 构造 及 闭 锥 的 表示 定理 
用 
R(Ax20) = (y|y=Ax20 x€R")C R, 一 (5.5.4.1) 


表示 所 有 的 xE P(Ax > 0) 的 x 决定 的 Ax 的 值 域 ,这 与 A 的 值 域 RC(A) 的 意 
义 有 所 区 别 . 相 比 较 RCA) 是 指 


R(A) = (Ax | x€ R") 


BA € R””, rank(A) = k < n, F — 38 + Ax 三 0 的 解 的 构造 ,可 有 对 
F y E€ R(Ax >0),# 


y 了 一 A. (At +G D, u) t€ R"™™ u2>0 


即 知 
y=AG,D.u u>0 一 (5.5.4.2) 
所 以 
R(Ax>0) = {y | y= AG,D, u u>0) 一 (5. 5. 4.3) 
以 下 简化 记号 , 记 行 阶 数 为 n 阶 的 矩阵 ， 
Y = AG,D, —(5. 5. 4. 4) 


可 知 总 要 有 YY > 0R. iE y E Y 矩阵 的 第 j 列 向 量 ,有 
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Y=L[y', y, =] y>0 


y= (yl, yis es yD 0 k=1,2,--,n 
HF Y 的 第 j IR y EH x' € P(Ax 二 0), 使 
alxi=yi k=1,2,-=, n 一 (5.5.4.5) 
成 立 , 例 如 可 取 (5. 5.4. 3) 式 中 的 wu = e,. 
因为 在 Ax 三 0 的 解 的 构造 中 ( 见 (5. 5. 1. 16) 式 ) ,乘积 矩阵 G, D. 中 不 含有 


0( 列 ) 向 量 , 故 y S> 0, 但 不 会 有 y' = 0 的 情形 .不妨 设 y' 的 0 分 量 为 y4 = 0， 
t=1, 2, =, s. WG. 5.4.5 式 可 表 成 


alx=0 t=1,2, =, s 
1 : 一 (5.5.4.6) 
aix = yi>0 k=1l,2, pm kk 
注意 , 若 记 
Ľ:z=y v 620 j=1,2, =; z€R 一 (5.5.4.7) 


那么 ,4 是 R' 正 象限 上 的 射线 (从 原点 出 发 ). 很 显然 ,所 有 的 心 射线 围 成 的 锥 ， 
就 是 RCAx > 0) 值 域 锥 . 而 (5. 5. 4. 7) (5. 5. 4. 6) RERNE 射线 对 应 于 


ax 一 0 t=1,2,%,s 一 (5. 5.4.8) 
决定 的 超 平面 的 交 线 . 由 这 个 信息 ,使 我 们 可 以 理解 P(Ax > 0) 在 R” 空间 上 的 
几何 性 状 . 如 果 取 m = 3, 则 我 们 还 可 以 准确 地 将 P(Ax > 0) 表示 出 来 . 


续 例 5.5.1.2 在 例 5.5.1.2 中 已 得 到 了 那里 所 给 出 的 Ax 宇 0 不 等 式 组 的 
x= B'u u€ R 可 有 值 域 的 表达 式 是 Ax = A.B’u,x€ P(Ax > 0) 


16 1 2 _1 
at I 45 9 5 21 
A a S sl 88. > L. 2 82) u 
~ fio 5 2 45 9 5 21 
6 一 9 一 ?7 1 2 3 _1% 
9 9 5 1 
r i 3 
367 
° ° 1 Z 
Ax = Yu = 0 j< alt u € R} 
5 
367 1 
asea N 
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Jy" ”表示 上 式 等 号 右边 & 前 的 矩阵 Y 的 列 向 量 . y 就 对 应 于 Ax > 0 ff =E 
闻 闭 锥 的 棱 射 线 的 方向 向 量 , 即 B' 和 矩阵 的 对 应 (上 标 ) 的 列 向 量 与 A 矩阵 的 乘 
积 . 则 y 列 向 量 中 零 值 分 量 的 下 标 即 表示 了 有 矩阵 第 i 列 向 量 为 那 两 个 边界 平 
面 的 交 射 线 的 方向 向 量 . 如 对 应 于 B° 的 第 1 列 向 量 ,y 的 0 分 量 是 第 2.3 分 量 ， 
从 而 可 知 B' 的 第 1 列 向 量 是 

ax > 0 

alx=0 

alx=0 


alx>0 


( 子 ) 方 程 组 的 解 , ql;,;., 是 A 的 行 向 
EOOD, 余 可 类 推 . 由 此 可 以 画 出 x = 
B* u 的 几何 图 形 . 
R 5.5.4. 10p nint E B* 矩阵 的 
i 列 向 量 决定 的 射线 ( 棱 ),g.;,,,， 则 是 
图 5.5.4.1 al... x = 0 决定 的 边界 平面 由 图 
5. 5.4.1 可 见 在 本 例 中 形 如 


ax=0 j=1,2,3 
| (is iz» iz» k} = (1,2,3,4) 


ax>0 ki, 
的 方程 组 是 矛盾 的 (在 代数 上 这 可 由 rank A = 3 推出 ), 同 时 


ax 一 0 alx> 0 
a,x> 0 a,x=0 
ax 一 0 ar 之 0 
aix>0 EET) 


也 是 矛盾 的 . 
由 以 上 的 分 析 知 ,Y 和 矩阵 其 实在 A 给 定时 ,完全 由 G, D, 乘积 矩阵 所 决定 . 注 
EGD, 乘积 矩阵 的 性 质 ,G。 可 以 是 (5. 5. 2. 26) 式 决 定 的 任 一 个 


AÜ . s; aiey “ 上 Á, 
jis ja toji 
H A, 可 道 ,所 构造 的 G4( 省 略 上 标 ”“”) ,而 D, 是 非 负 矩阵 ,所 以 ,可 以 将 乘积 矩 


C13 附带 地 说 , Y 给 阵 行 向 量 中 的 0 分 量 ,表示 了 有 "矩阵 列 向 其 作为 射线 方向 向 好 的 相 邻 关系 . 如 可 
知 B ' HRERS 2.3 列 向 最 决定 的 射线 是 相 邻 的 ,这 里 * 相 邻 "的 意思 是 指 处 于 P(Ax 宇 0) 的 同一 边 
界 平面 上 . 
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BE G, D, 的 列 向 量 , 理 解 为 是 由 某 个 A, 子 矩 阵 的 逆 阵 的 各 列 向 量 ( 在 D, 矩阵 右 
乘 作 用 下 ) 以 非 负 正 线性 组 合 的 方式 构造 出 来 的 . 

以 这 样 的 观点 去 理解 ,就 马上 可 以 想到 最 简 的 乘积 矩阵 G, D, 的 列 向 量 ,应 
当 是 某 个 A C) 子 和 矩阵 的 逆 阵 的 某 一 个 列 向 量 按 (5. 5. 2. 26) 式 的 记 法 直接 
构造 出 来 的 . 


先 给 出 以 下 引 理 

引 理 5.5.4.1 Y = AG,D, 矩阵 的 任 一 列 向 量 y’ ,总 可 以 做 到 使 得 y’ 中 至 
少 含有 kk 一 1 个 0 分 量 ,k = rank A. C 

证 明 : 设 


Y=[y', y, =, y] 
VÈY 的 第 j 列 向 量 .并 设 y PEA p t 0 k.p < k — 1. DA FEB y' 2 n] 8k 
分 解 成 站， 只 ，…， 罗 这 样 一 组 列 向 量 的 非 负 线性 组 合 ,其 中 yi> 0, 且 y; =p 
会 有 pp 十 1 个 0 分 量 . 

可 以 注意 到 (5. 5. 4. 3) 式 , 当 P(Ax > 0) 中 不 存在 G, D, u 项 时 ， 
R(Ax > 0) = (0) 
BJ RCAx 三 0) 只 是 一 个 0 元素 的 单 点 集 . 这 时 任 一 xE P(Ax > 0) ,##í x € 
NA) 
x = At 
而 基础 解 系 矩 阵 A 的 列 向 量 (组 ), 是 NCA) 零度 空间 的 一 组 极 大 线性 无 关 ( 基 ) 
向 量 组 ,其 充 要 条 件 ( 由 齐 次 线性 方程 组 解 的 理论 ) 可 知 ,可 以 表示 为 , 取 i, 
irs sis 是 1,2,…, nn 中 的 任 一 个 子 列 , 记 
His i s ip} = {i| ax = 0, i= is igs i,} 

则 当 且 仅 当 

IHi» i s ip} |= k 


rank(A,,..... 4) = k 
时 ， 


An xx=0 


的 基础 解 系 和 矩阵 A{ii，i,，…，, i,} 是 N(A) 的 一 个 极 大 线性 无 关 向 量 组 . 


其 次 ,不 失 一 般 性 , 设 yy 的 前 个 分 量 为 0, 后 n 一 p 个 分 量 为 正 数 . 由 于 y’ 是 
R(Ax > 0) 中 的 元 素 ,所 以 ,由 y’ 中 0 分 量 的 下 标 ,可 知 以 下 不 等 式 方程 组 
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arx 一 0 
人 >o 
式 一 定 有 非 0 解 存在 . 
由 rank A 一 A, 故 从 (5. 5. 4. 9) 式 任 取出 一 个 a7 行 向 量 极 大 线性 无 关 的 等 
式 ( 不 等 式 ) 方程 组 都 至 少 要 含有 2 个 (或 更 多 个 ) 不 等 式 . 不 妨 设 (5. 5. 4. 9) 式 
中 的 前 :个 方程 组 线性 无 关 ,s < p, 并 可 取出 以 下 一 个 极 大 线性 无 关 等 式 一 一 
不 等 式 方程 组 


ly Z sss $ 
p+1, p+2, sn 


一 (5. 5. 4. 9) 


prs i=l, 2, ess 

a;x>0 i=p+l, p+2, =, (k—s+p) 
为 方便 叙述 ,可 作 下 标 变换 , 令 

i€ T= {1,2,%, 5, p+1, p2, =, k—s+ p} e h€ (1.2, =, k} 


—(5. 5. 4. 10) 


= 
对 应 地 , 令 a iced hek 
即 用 b, 来 表示 ai. 
则 (5. 5. 4. 10) 式 可 简写 成 
人 一 0 hi 一 1，2，…，5 


(5.5.4.11) 
bix>0 h=s+l,s+2, =, k 
bi 
É T a _ |: 
(5. 5.4.11) 式 中 的 b; h 二 1, 2, …, 上 是 线性 无 关 的 . 记 B = | . |， 
bi 
Br >00 blr >0 h=l, 2, =, k 
的 解 (& < m) 是 
E= A +Gu t€ R” u€R 一 (5.5.4.12) 


其 中 为 Bx = 0 的 基础 解 系 矩阵 ,G。 是 各 中 的 任 一 k Xk 阶 可 弟子 矩阵 (由 


(5. 5. 2. 26) 式 的 规定 ) HAR UREE > . 
从 (5. 5.4.12) 式 中 令 参 变量 w 取 以 下 形式 ， 


u=0 i=1,2,--, s 


u>0 i=s+l,s+2, =, Ë 
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由 此 uw 向 量 所 构造 的 x 为 
z= M tigh, g, es glu >o ER — (5. 5. 4. 13) 
其 中 u = (ugis tigas ya 之 0 


则 由 (5. 5. 4. 13) 式 构造 的 宕 显然 就 是 (5. 5. 4. 11) 式 也 就 是 (5. 5. 4. 10) 式 的 解 ， 
Hp gui, gi, e, g' 是 G。 的 第 s 十 1, s+ 2, s k 9 IB] BL. 
注意 到 (5. 5. 4. 10) 式 是 (5. 5. 4. 9) 式 的 一 个 子 方程 组 , 故 (5. 5. 4. 10) 式 的 解 
一 定 只 是 (5. 5. 4. 13) 式 构造 的 x 中 的 一 个 ( 子 ) 集 合 . 
现在 , y' 是 (5.5.4.9) 式 的 一 个 可 取 的 值 , 所 以 , 必 可 有 4” 存在 , 使 
(5. 5. 4. 13) 式 中 得 到 的 
E = M Eg, g", e glu —(5. 5. 4. 13a) 
可 使 (5. 5.4. 9) 式 取 到 多 值 , 即 
人 一 0 i=1,2,--, p 
T =yi>0 i= p+l, p+2, e,n 


—(5. 5. 4. 14) 


注意 


ER his hz» s h, 小 € Rox 
l, 2, m 


的 关系 ,这 里 (hs hos =s hra) U T= (1, 2, =, n). W 是 A 矩阵 的 行 线性 相 
关系 数 矩 阵 . 并 易 知 矩阵 也 就 是 Ax = 0 的 基础 解 系 矩 阵 ,所 以 ， 


his has s hrala. 1,2, e, nk l, 
A Z =W já (5. 5. 4. 15) 
1, 2, =, m s+l,s+2, =, k 


将 (5.5.4.15) 式 代入 (5. 5. 4. 14) 式 ,得 


0 
š | 
0 
l, 2, e, n—k A i 
2 = |Y 
s+, s42, sk —(5. 5. 4. 16) 


Yen | l> o 


AEE. 
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再 将 (5. 5. 4. 16) 式 分 解 为 以 下 两 个 子 方程 组 ， 


l, 2, =, p— 
w| Ra 2 =0 
s+, s +2, ek 


人 访 一 > 十 2，…， ii [ym 
s+1l, s+2, =, k Fa 


u >o 


由 于 (5. 5. 4. 17) (5. 5. 4. 18) 式 中 的 由 是 存在 的 , 故 说 明 
性 2, =, p—s 
s+1l,s+2, =, k 


K b-—s+2, °, senl 


= 
I 
° 


s+l,s+2, s, k 


二 式 有 非 0 解 ,并 且 其 非 0 解 的 解 集合 的 交 非 空 . 
记 (5. 5. 4. 19) 式 的 解 是 


A A A 
u = A. D v v>0 


—(5. 5. 4. 17) 


—(S. 5. 4.185 


(5.5.4.19) 


一 (5. 5. 4. 20) 


—(5. 5. 4. 21) 


其 中 A 是 (5.5.4.19) 式 中 的 多 (地 一 0 的 基础 解 系 矩阵 ,D*> 0 MJ fW 


(5. 5. 4. 19) 式 的 过 程 中 会 出 现 的 


ú= 4 之 0 ( 隐 含 了 4> 0 >:= Dwv>0 


不 等 式 方程 组 的 解 矩 阵 . 
将 (5. 5.4. 21) 式 代 人 (5. 5. 4. 20) 式 ,并 记 


w b—s+l, p—s+2, =, n—k 


. "= W 
s+l,s+2, =, k ADs 四 


一 (5. 5. 4. 22) 
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W, >0 


\ 


A.D; v 20 


A 


v>0 


\ 


注意 (5. 5. 4. 21) 式 中 必 应 有 A.D* 宇 0, 故 上 式 中 的 
A.D: y2>0 
Jr BE J: yU h , B| A B8 , 便 得 到 
pmt >0 
p 一 (5. 5. 4. 23) 
v>0 
由 上 可 知 ,(5. 5.4. 23) 式 也 一 定 有 非 0 解 . 
设 (5. 5. 4. 23) 式 的 解 是 ( 见 (5. 3. 2. 28) 式 )， 
»=D"z :>0 
p A — 65. 5. 4. 24) 
Dr= [Ls, Ez, À] 
将 (5. 5. 4. 24) 式 代 回 到 (5. 5. 4. 21) 式 ,得 
ú= AD: Dz z20 —(5. 5. 4. 25) 
上 且 由 于 改作 为 (5. 5. 4. 19)、(5. 5. 4. 20) 式 的 共同 解 存在 ,所 以 ,总 有 z" >0, 使 
u’ = A.D Dr z" 
将 上 式 代 回 到 (5. 5. 4. 13a) 式 ， 


E = MEg, g, e g] e ADY D z 


所 以 ,可 知 有 
y=AX' = A:[g. g”, e, g]: A.D Dr z" 一 (5.5.4.26) 
这 样 , 便 将 多 分 解 开 来 了 . 
现在 考虑 乘积 矩阵 YA， 
Ya =A:[g, g", es g] + ALDY DE 一 (5.5.4.26a) 
的 各 列 向 量 中 的 0 分 量 的 个 数 . 


首先 易 知 , 若 记 
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(at)! 


(as 
A. [gt , g, en g'] = A, = az 


Caf)" 
矩阵 乘积 矩阵 . 则 A, ERER, H g, g e g 与 
iE {1 2, =, s, p+l, p+2, =, k—s+ p) 
下 标 决定 的 ar 行 向 量 相 乘 的 结果 ,可知 A, 矩阵 中 的 第 1, 2，…, * 行 向 量 为 0 向 
量 , 这 由 8 ，8 一 ，…，8 是 Gu 的 列 向 量 ,以 及 Gu 的 构造 及 其 具有 的 (广义 ) W 
矩阵 的 属性 即 知 . H H 
Y, = A, ° A.D D° 
便 知 YA 矩阵 的 各 个 列 向 量 至 少 含有 * 个 0 分 量 . 
其 次 , 若 记 

(ar)" 
A, A.Dy= A* = |“) 

Ca¥)" 


则 由 以 上 的 (5. 5.4.15 一 17) 式 , 即 知 A" 拢 阵 的 行 向 量 中 ,由 A, 矩阵 中 下 标 iE 
Chis has tts hua) 的 行 向 量 (af)" 与 ADY 的 乘积 ,刚好 就 是 


Cat)" PF f 
pee 1⁄2 ay ak 
PAES E al yn i a, 2 -w| 
“i ma sm Sl £] 5 十 1 s+2, =, k 
人 


Cat)" A 

1, 2, =, n—k 
DT ADY =W b: 
x: Aa la apay ss a Ass 


Ww 

+1, e 

= z ea p |: ADF 
wj? sl, e,n | 
sl, =, Ë 


is j € {his h,, s hpa} 
而 由 (5. 5. 4. 21) 式 的 意义 知 
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1, 2, =, p—s 

s+1l, s+2, =, k 
这 样 ,可 知 A" 矩阵 中 的 第 1. 2,…，, s 行 向 量 以 及 第 h,, h,，…, h, , 行 向 量 均 
为 0 向 量 , 且 {1, 2,…, s) 与 {hh ,hh,，…, h, .,) 不 相交 , 故 知 若 记 


! * A.D: = [0] 


Y, = A" o D° —(5. 5. 4. 27) 

则 Y。 矩阵 的 各 个 列 向 量 中 至 少 含有 户 个 0 分 量 . 
最 后 ,考虑 A" 矩阵 中 下 标 为 i € (h, h, ss，…，A ,) 的 行 向 量 (ao7) 7 

与 DY 的 乘积 . 此 乘积 ( 见 (5. 5. 4. 22) R) 应 就 是 


p—s+tl, p—s+ 2, |n- 


k = x 
A.D}. Dz = W, + De 
s+l,s+2, =, k ia Sa Si 


则 由 (5. 5. 4. 24) 式 及 其 意义 ,以 及 六 := [Lz, Ez, A21096 382835 mz. Ez. 
全 各 和 矩阵 列 向 量 的 取 法 , 即 知 乘积 矩阵 多 。* L 的 各 个 列 向 量 中 ,都 至 少 含有 一 


个 0 分 量 ,而 W, .4 乘积 矩阵 的 各 个 列 向 量 中 ,由 AY 矩阵 的 取 法 ,都 至 少 含有 2 
个 或 更 多 个 0 分 量 . 
那么 ,由 以 上 即 知 , A= 和 矩阵 中 的 下 标 为 ;E hpr honar o hra) 的 行 向 


量 (a*)" GÈ? RA? 的 乘积 ,都 至 少 有 1 个 是 0, 所以, 可知, 在 (5. 5.4. 27) 式 中 
Y, = A". P= [A" P>, A*Er, A" À$] 
决定 的 列 向 量 中 , ADY A"AS 决定 的 那 部 分 列 向 量 中 ,第 1, 2,…, s 行 ,第 hh， 
hares hp, FER OJEE hoir hyns o h... 行 分 量 中 至 少 还 有 1 个 为 0, 即 
知 ,Y 的 这 部 分 列 向 量 中 至 少 含有 户 十 1 个 0 分 量 . 
EFW, + Ë 的 乘积 , 则 可 以 回复 到 (5. 5. 4. 22) 式 加 以 考虑 . 这 里 以 符 * 中 
假设 含有 e = A, 0, =, 07 为 例 , 则 由 (5. 5.4. 22) sÇ 


这 p—s+tl, p—s+2, s, n—k w 
Was wiae ng gaya J app 
—(5. 5. 4. 28) 
BJ AREA ADIS 0, HRRER AD? 的 每 一 列 向 量 中 均 含 有 至 少 1 个 0 
分 量 . 这 是 因为 A. 是 
l, 2, =, p—s =o 
s+1l, s+2, =, Ë 


的 基础 解 系 , 故 
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Ha] E kfw l, 2, =, p—s 
A= |, r = rank( a eran 


tmn 


型 的 矩阵 ,而 DY 则 仍 可 分 解 为 


类 似 以 上 的 分 析 易 知 ， 


AEW, -Le 乘积 的 每 一 列 中 含有 1 个 0,L* 本 身 的 每 一 列 中 也 含有 0 分 量 , 同 


理 ,可 知 A。* AY 乘积 中 的 每 一 列 也 含有 至 少 1 个 0 分 量 ,而 现在 A。* ÈY 的 结果 
就 是 A, 的 某 些 列 向 量 , 故 均 含有 (至 少 )1 个 0 分 量 . 


所 以 , 回 到 (5. 5. 4. 26a) 式 ,考虑 YA HIR F A” ÈY 决定 的 那 部 分 列 向 量 中 的 

列 向 量 yë, 

y = Ar [gs g, , g JADI e, 
由 以 上 的 分 析 , 若 记 A。 D* 的 第 1 列 向 量 为 中 , 则 

A.D? e, = a} >0 

且 中 至 少 含有 1 个 0 分 量 , 故 车 记 ar 的 第 1 个 分 量 为 0, 则 

y =A. Dyang" = Drai + Ag™ 
由 g” 是 G。 的 列 向 量 即 知 ,以 上 乘积 将 使 y 的 第 1， 2，…，s， 尹 十 1 个 ( 共 * 十 


1 个 ) 分 量 为 0, 而 


Are ot py 
l, 2, =, m esse ipsa 
中 将 仍 至 少 含有 p— TORE y EDAH pH AODRORK {hs hrs o, 
h,,) (1, 2, s s, p+ 1) 子 列 不 相交 ). 
这 样 ,综合 以 上 分 析 ,Y。 00 45] Pl t as p & # p + 1 个 0 分 量 . 即 证 . 
回 到 (5. 5. 4. 26) 式 ,利用 以 上 结果 ,就 可 以 有 
y=Y<a=` xz 二 0 


从 而 将 Y ERER y 918] 8t HJ Y , 矩阵 替代 ,并 检查 (替代 后 的 )Y 和 矩阵 的 各 列 向 量 
所 含有 的 0 分 量 , 对 含有 0 分 量 个 数 少 于 一 1 的 那些 列 向 量 继续 沿用 以 上 的 方 
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法 加 以 分 解 , 则 这 些 列 向 量 都 会 逐步 被 含有 更 多 0 分 量 的 Y。 矩阵 蔡 代 ,最 终 ,就 
可 以 使 Y 矩阵 的 各 个 列 向 量 都 含有 至 少 & — 1 个 0 分 量 . 

推论 5.5.4.2 Y 和 矩阵 中 的 列 向 量 y’,y’ 的 分 量 中 含有 三 & 一 1 个 0, 设 其 含 
有 的 0 分 量 的 行 下 标 集合 为 EO), WRA, 

rank(Anw) = k—1 
则 风 列 向 量 不 能 够 被 分 解 为 
y=Yx z>0 

H. Y, 矩阵 的 各 个 列 向 量 中 均 至 少 含有 个 0 分 量 . C 

证 明 : 由 于 rank(Asw) = k — 1, B E Ë rank A = A, 故 多 中 的 正 数 分 时 


x12>0, iE (0) 中 的 某 一 个 , 比如 说 是 的 下 标 六 与 O 集合 的 并 集合 
LO) U {4). 所 决定 的 A 的 子 矩阵 的 秩 ， 
rank(Ayp‘w un) = k 
必要 成 立 . 这样 , 必 有 天 三 天 (0) HR |P =k- K 
rank(Avuu,) = k 
FHR N, = (is izo o ii) ,所 以 ,A 的 行 向 量 组 
a,» a, s s a; a 
是 极 大 线性 无 关 向 量 组 . 这 样 即 可 知 不 能 成 立 有 x` ,使 
at =0 j=1,2, =, k—1 
alx` = 0 
aix’ >0 k#Æh, kg ÉO), 1<k<n 
的 情形 , 即 知 不 能 通过 任何 运算 ,使 凡 被 分 解 为 Yaz o z 三 0 的 形式 中 ,YA 的 
各 个 列 向 量 的 第 六 个 分 量 为 0. 因为 ax 5a; 线性 无 关 ， 
ax’ 一 0 j=1,2,--,k—1 
| = Ax" = 0 
ax = 0 
但 由 此 即 可 知 , 对 任 一 下 标 i, 若 i 100), yi 二 0, 则 其 对 应 的 A 的 行 向 量 
al 与 oj ,一 1，2,，…, 一 1 必定 也 是 线性 无 关 的 . 因为 设 
yi= Ax` (ER apx" =0,j=1, 2, =, k—1) 


有 yi=alx' >0 当 iE 了 (0) 
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BGE a jar. j=l, 2, 0, 一 1 线性 相关 , 则 有 一 组 不 全 为 0 的 数 1 
yi= Qlx" = Frais =0 


5 y> 0 矛盾 . 
由 此 即 知 y' 中 的 所 有 正 数 分 量 y; > 0 都 不 可 能 再 用 分 解 的 方式 消除 为 0. 
由 以 上 这 两 个 结论 , 即 知 (5. 5. 4. 4) 式 中 的 G, D. 乘积 矩阵 ,在 其 所 构造 的 了 
矩阵 的 各 列 向 量 均 含有 至 少 上 一 1 个 0 分 量 , 并 且 各 列 向 量 的 正 数 分 量 均 不 能 再 
消除 为 0 时 ,G。D, 乘积 矩阵 的 列 向 量 只 能 是 


š t ep duya 3 
4 } 
1,2, e, m 
THE 09 ME 4 kX k BE TAER AT 的 列 向 量 按 (5. 5. 2. 27) 式 构造 的 G, 矩阵 


的 某 个 列 向 量 , 这 里 i. is e i,，h 下 标的 含义 与 推论 5. 5. 4. 2 的 证 明 中 所 
使 用 的 意义 相同 . 


构造 以 下 形式 的 算 阵 A". 取 双 下 标 子 列 p ayon bwa NTEM 
IP YAN ae 
is iz» ° i 
af Š ‘| (其 中 = rank A) 
Jis J2» o Jk 
是 可 赣 的 . 作 以 下 方程 组 
i la si 
al Ft, 2，…，A} 
| 
z, =b, s=k+l,k+2, =, m A 


Ajas jas ets ja) U {kis kas o, kas} = (1, 2, =, m) 


令 A` 就 是 (5. 5. 4. 29) 式 的 系数 矩阵 . 则 (5. 5. 4. 29) 式 可 写成 为 


A'x=b —(5.5.4.30) 
FOET is iots ha jio je o ja FERFI], WER 
b=e, i=1,2, =, k —(5. 5. 4. 31) 
则 (5. 5.4. 30) 式 的 解 ,就 是 按 (5. 5. 2. 27) 式 决定 的 G。 矩阵 的 列 向 量 
若 取 
b=e, j=k+1,k-+2, +, m 一 (5.5.4.32) 


则 (5. 5. 4. 30) 式 的 解 ,就 是 Ax = 0 的 基础 解 系 矩 阵 A 的 列 向 量 . 
在 这 两 种 情况 下 ,(5. 5. 4. 30) 解 总 是 
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x= A'e j=1,2,--, m 
E x° 即 A" 和 矩阵 的 道 矩阵 的 某 一 个 列 向 量 5311 
容易 理解 ,在 rank A = m ADERE o jer tto jn) = (1, 2, =, m), 
Kelkis kas ts kua) = Ø BIEREN, Ax — 0 09 368888 RERE 4 就 不 存在 . 
HFA "矩阵 的 具体 形式 与 双 下 标 子 列 的 取 法 有 关 , 故 以 下 将 A" 写成 为 


is is s i 
ap eca 
fa Jav a E 
定义 5.5.4.1 Bd d € P(Ax > 0) 是 P 的 方向 , 即 对 任何 xE P, x+ 
d"? € P 对 任何 > 0 均 成 立 . 若 A 的 零度 N(A) +D, B ff fE x € N(A) 以 
及 正 数 :二 0 MEM s € R, 使 
d =s d +s. 
则 称 中 是 与 由 同方 向 的 方向 向 量 . " 
定义 5.5.4.1 的 意思 是 两 个 方向 如 果 是 平行 ( 同 向 ) 的 ,就 是 相同 的 . 


定义 5.5.4.2 id € P(Ax > 0) 是 P 的 一 个 方向 , 若 d 是 与 菜 个 双 下 标 
子 列 决定 的 矩阵 
kas 
aient) 
Jis Jz» s Ja 


tJ 8 AE RE ftJ M: AS FA 16] WL 811] 09) Jy E] 6] Nt , ER d 是 最 简 的 基 方 向 向 量 . = 

易 知 , 若 rank A= m, d € P(Ax 三 0), 且 d 是 最 简 的 基 方 向 向 量 ,那么 ,d 就 
是 极 方向 .但 在 rank A = k < m 人 时 ,最 简 基 方向 向 量 不 具有 极 方向 的 意义 . 这 在 
8$ 5. 5. 1 中 已 有 叙述 . 

由 定义 5. 5. 4. 1 一 2 推论 5. 5. 4. 1 一 2, 马 上 可 以 得 到 以 下 定理 ， 

定理 5. 5. 4.3( 闭 锥 的 表示 定理 ) A € R”, x € R", rankA 二 ,不等式 
方程 组 

Ax>0 


的 解 x E P(Ax > 0) ,都 可 以 由 以 下 形式 表示 
= 4 
x= nat Dud 6 € R u. 20 
= £t 


并 且 ed' 都 是 P(Ax Z 0) 中 的 最 简 的 基 方 向 向 量 . 其 中 Aa’ = 0, h = 1, =, 
m—k. n 


C13 A` 矩阵 可 逆 是 易 见 的 . 
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定理 5.5.4.3 中 , 若 rank A = m, 则 就 是 通常 所 谓 的 多 胞 形 表示 定理 . 可 以 
称 定理 5. 5. 4. 3 为 闭 锥 的 表示 定理 . 这 里 “ 闭 锥 ”与 “多 胞 形 ” 的 差异 在 于 前 者 包 
含有 A 的 零度 N(A) 空间 . 

附带 指出 ,由 上 面 给 出 的 结论 ,对 于 Ax > 0 的 解法 ,也 可 以 找 出 1，2，…， 
m IEIRA FI i» is ee is k = rank A, 对 使 

nka| À ae rA hoa 
Jir ja toji 
AFAFA is io to Oo jio ja o 产子 列 可 以 任 取 且 只 取 一 列 ) 
的 子 矩 阵 , 求 其 逆 阵 ,并 利用 (5. 5. 2. 27) 式 构造 G, 矩阵 ， 
G, = [g'g =, g] 
再 选取 
Ag'2 0 

的 列 向 量 g ,其 全 体 , 就 是 上 文中 的 G, D, 乘积 矩阵 的 列 向 量 全 体 , 但 这 样 的 方 
法 在 计算 效率 上 不 见得 更 具 优势 . 


但 是 由 这 一 算法 ( 枚 举 法 ) 的 性 质 ,又 可 以 直接 得 到 以 下 结论 ， 
推论 5.5.4.4 A € R™", x € R", rank A 二 上 ,不 等 式 方程 组 


Ax 二 0 
具有 非 零度 N CA) 的 解 存在 的 充 要 条 件 是 , 至 少 有 一 个 双 下 标 子 列 
f ARa tsa mam 


Jis jis e ja 
irs izgs ets i 
e an 
Jis je tji 
的 逆 矩 阵 的 第 1，2，…, k 列 向 量 中 ,至 少 有 一 个 列 向 量 是 Ax So m 
推论 5. 5. 4. 的 意义 是 说， ty NCA) 零度 解 存在 , 则 其 充 要 条 件 


是 有 双 下 标 子 序列 | “在 使 得 (5. 5.4. 29) 式 在 5 等 于 某 个 1 之 
jio j: “ç fh 
i < k fJ) e, MERRIE A x 三 0 的 解 . 
例 5.5.4.1 
1 * 8 1 
EA 1 2 一 1 
gaa tan al Ar 
一 3 5 5 一 3 
4 0 3 4 
3 
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这 里 rank A = 3. 
直接 写 出 不 等 式 组 的 解 
| -5 -2 —6 1 —3] 
1|2 -28 20 一 18 16 
$m ‘ta6ls 22 14 16 6 ER u20 
Be = gz O 9 
一 (a) 
可 以 得 值 域 
1 0 3 0 2 1 
012111 
Rassom | 9 0 
007143 
211010 
0 aoi 


上 式 u W 0 E Bg BB Y ERE. BUTE Y Mi BE t|: f) 365 3 列 向 量 中 仅 含有 1 个 0 分 
量 , 可 知 这 一 列 向 量 不 是 最 简 基 方向 向 量 . 利用 以 上 方法 ,可 以 将 它 分 解 . 
由 (5. 5.4. 10) 式 , 因 ai, az + a; 行 向 量 线性 无 关 , 故 可 取 


ajx =0 
e >0 


alx>0 


将 这 一 方程 组 看 成 是 ( 见 (5. 5.4. 11) 一 (5. 5.4. 12) 式 )， 


x, + 2r, +3, +r, > 0 


f — = +2z, 十 2r 2. 0 
— zr, +z, +2=z, — z, 2 0 


并 利用 以 上 不 等 式 系数 矩阵 中 的 前 3X3 阶 主子 矩阵 可 逆 , 构 造 上 式 的 解 , 是 


= \ 1 $ =f 
k= J g N ç S u € R} 
0 13| 3 —1 5 E 

14 0 0 0 


这 里 直接 利用 了 (5. 5. 2. 26) 式 构造 了 G, EBE. 
再 由 (5. 5. 4. 13) 式 ,构造 
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一 1 4 —7 
w 0 1| 6 —4 |, a rm 
x= ol:+13|_i 5|“ i= [t]he 
£ 0 0. 


则 由 (5. 5.4.15) 式 可 得 到 以 下 解约 束 方程 组 
u, + 2u, > 0 
u — u, 2 0 
—u + 2u, > 0 
us u, 2 0 
RE (hs h. hi} = (4, 5, 6). 解 出 这 个 不 等 式 ,得 ( 见 (5. 5.4. 25) 式 )， 


t DE 
2=[ 让 z€ R 


最 后 得 到 
i =s a. 
Aoi “S a ni 本 
&Ds= 73| 1 slll -al 4 KE 
0 0. 0 0. 
可 以 验证 
2 1 
1 1 
ry 0 0 
Y=AGD= |， 3 
1 0 
0 1 
Tü H. Y 矩阵 的 第 3 列 向 量 
3 
2 
| 
y = g7 Ya i 
1 
1 


故 Y 的 第 3 列 向 量 可 被 分 解 为 Y 的 2 列 向 量 . 这 其 实 等 价 于 说 (a) zÜ r u ñij 
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的 矩阵 ( 即 G, D, 矩阵 ) 的 第 3 列 向 量 , 可 以 被 (b) 式 右 端 矩阵 的 2 列 向 量 蔡 代 . 但 
注意 到 (b) 式 第 1 列 向 量 与 A 的 乘积 ( 即 Y, 的 第 1 列 向 量 ) 就 是 (a) RAY u 前 矩 
阵 的 第 5 列 向 量 与 A 的 乘积 , 故 这 2 个 列 向 量 其 实 是 等 价 的 . 实际 上 ， 


F+ 一 1 
16 0 
ajeta] 中- 
L1 1 


即 这 2 个 列 向 量 只 相差 一 个 零 解 . 类 似 地 ,(b) 式 右 端 矩阵 的 第 2 列 向 量 与 (a) 式 
的 u 前 矩阵 的 第 6 列 向 量 仅 相差 一 个 零 解 . 
所 以 ,本 例 的 解 可 以 写成 是 


一 1 [5 —5 一 6 1 一 3 


pIE 0 Sq eR 
x= s u u i 
oj 264 22 16 6 8 i 

1 ls 5 —6 1 —3 


(c) 式 中 前 矩阵 产生 的 Y 矩阵 的 各 列 向 量 中 都 至 少 含有 3 一 1 = 2 个 0 分 
量 , 故 它们 都 是 最 简 基 方 向 向 量 . 

由 此 例 可 见 , RCAx > 0) 的 构造 矩阵 Y 的 列 向 量 中 有 某 列 向 量 y’ 含有 的 0 
分 量 个 数 二 k 一 1 k= rankA 即 表示 解 


+ 


= 4 
x= Dat + Da x€ P(Ax >0) 


中 的 d! (h = 站 向量 一 定 可 由 其 他 的 最 简 基 方向 向 量 以 非 负 的 线性 组 合 方式 
Kh. 

Bar hb š, 32% Y EREE H AE A 的 乘积 构造 的 ,那么 ,Y 和 矩阵 
的 列 向 量 中 0 的 分 量 可 以 告诉 我 们 ,对 应 的 最 简 基 方向 向 量 是 那个 子 序列 i,， 
dzs ts i RERA (o) ERE KRAE RE h RIA i BE. 同时 ,由 上 分 析 亦 知 , 当 Y 甜 
PE HIREA A ri Bt P 0 AAE 00 8. 4-8 > k , W O 2y t F ARRIE tj A ERE GT ka; 
之 间 一 定 是 线性 相关 . 

例如 ,在 上 例 中 ,可 以 知道 了 矩阵 的 第 2 列 向 量 一 定 是 {1, 2, 4}、{1, 3, 4) 
等 子 列 决定 的 A* {，} 矩阵 的 列 向 量 (前 3 行 ) 中 的 某 1 个 (或 最 多 相差 一 个 正 数 
倍 与 一 个 零度 解 ). 如 取 


iga i 

1,3,4 2 一 1 2 2 

1 z; a|” —3 55—3 
0 0 0 


a| 
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. [1,3,4 à P 
WA 位 。 g 3836880938 2 列 向 量 是 
— 5 
1 | 一 14 
26 11 
0. 
且 与 (a) 式 的 第 2 列 向 量 相 比较 ,显然 有 
ig 5 一 1 一 5 
2x| |+( 一 5 T 
x l AE =| 2 
0. 1 - 5 


再 如 Y 的 第 1 列 向 量 中 含有 3 个 0 分 量 , 易 证 A 矩阵 的 az ,ay 和 os 行 向 量 
一 定 是 线性 相关 的 . 

结束 本 节 时 ,再 给 出 Y 矩阵 的 秩 与 其 他 矩阵 秩 之 间 的 相互 关系 . 由 
(5.5.2.1) 式 ， 


rank(Y) = rank(A + G,D,) = rank(G,D, ) — dim(R(G,D,) N N(A)) 
且 由 于 
G, = I. B` 
而 也是 与 N(A) 正 交 的 矩阵 , 故 
R(G,D.) N N(A) = Ø 
所 以 
rank(Y) = rank(G, D, ) = rank(D,) — dim(R(D,) N N(G,)) 

再 由 于 G, 由 其 构造 是 列 满 秩 的 , 故 


N(G,) = (0) 
Bp ROD, ) N N(G,) = Ø 
所 以 总 有 
rank(G, D, ) = rank(Y) = rank(D, ) 一 (5. 5. 4. 33) 
再 利用 可 乘 矩阵 UV 的 秩 关系 


rank(UV) = rank(U) — dim(R(U™) N N(V™)) 
可 知 有 
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rank(G, D, ) = rank(G,) — dim(R(G3)  N(D1)) —(5.5.4.34) 


所 以 ,总 有 以 下 关系 


rank(G,D, ) = rank(Y) = rank(D, ) < rank(G,) = rank(A) 
一 (5. 5.4. 35) 


并 且 , 可 知 , 若 D, 矩阵 是 行 满 秩 的 ( 即 DY 矩阵 是 列 满 秩 的 ) , 则 因为 


NOD) = (0) 
故 可 有 
rank(G, D, ) = rank(Y) = rank(D,) = rank(G,) 
= rank(A) (*” D, 行 满 秩 ) 一 (5.5.4.36) 


§5.6 Ax>b 方程 组 的 解 


$ 5.6.1 4x 二 方程 组 的 解法 
HAER", b€ R",b 隐 0, 考虑 
Ax 三 一 (5.1.1.0) 


不 等 式 方程 组 的 解 . 
设 rank A = 上 , 记 b、A 的 分 块 矩 阵 是 


b [2] A [A] [e pa An € R°: rank A =k 
= š = rank A, = 
b, Ad [An Arnd `" k 


Ai = [4 An] A: = [Ans An] 


先 考 虑 nn < m 时 的 情形 . 直接 拓展 前 面 已 有 的 诸 式 . 对 (5. 1. 1. 0) 式 的 前 
个 方程 为 等 式 方程 时 的 解 ,是 


x=B, +A LER" 一 (5.6.1.1) 
其 中 


Am — An A 
TRE 
0 


依旧 记 A 的 正 交 矩 阵 是 卫 ， 
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1, 
H = 
An CARD" 


可 构造 
x=B +A +I t€ R” y€ R 一 (5. 6. 1. 2) 
将 (5. 6. 1. DRA (5. 1. 1.0) 式 的 前 个 不 等 式 ,仍旧 可 得 
By 三 0 一 (5.5.1.9) 
其 中 ,B 矩阵 由 (5. 5. 1. 8) 式 定义 . 记 (5. 5. 1. 9) 式 的 解 是 
v=B'u u€ R. 一 (5. 5.1.10) 


所 以 , Ax > b, 的 解 是 
x=B,+A+IHB'u t€ R” u€ R —(5. 6. 1.3) 
将 (5. 6.1. DRFA. 1.1. ORW Ax > b, H O, 有 
A, + (B, + At +IB~'u) > b, 


由 线性 相关 性 质 , 有 
A,A = [0] 
故 可 得 应 有 
a — A,B, 
u>0 
不 等 式 方程 组 成 立 . 
利用 (5. 5. 1. 12 一 13) 式 的 符号 规定 ,可 将 上 式 写 成 为 
1: 2 b,—A, A 
C = A, IIB —(5. 6. 1.4) 
u>0 
(5. 6. 1. 4) 式 无 非 有 两 种 情形 : 
(1) 
b, — A,B, = 0 


此 即 表示 rank A = rank[A : b] 即 A 矩阵 的 秩 等 于 增 广 和 矩阵 [A : b] 的 秩 . 则 
(5.6. 1. 4) 式 等 价 于 (5. 3. 0) 式 , 可 用 那儿 的 方法 解 之 . 
(2) 记 


b = b, — A,B, Z 0 


C1) WMR k — na* 则 式 (5. 6.1.3) 就 是 最 终 解 . 所 以 ,矩阵 A 在 行 向 量 线性 无 关 时 ,(5. 1.1.0) 式 一 定 
有 解 . 
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此 即 表示 rank A > rank[A : b]. 这 时 (5. 6. 1. 4) 式 即 为 


Cu >b 
I sæ —65. 6. 1. 5) 


u>0 


(5.6.1. 5) 式 等 价 于 (5. 4. 0) 式 ,可 以 用 那儿 的 方法 解 之 . 


这 样 , 若 (5. 1. 1.0) 式 是 相 容 的 ,就 总 能 由 上 述 方式 得 到 其 解 . 
例 5.6.1.1 n=3 m=4 


3 一 2 一 1 一 2 2 
a-f- =2 3 j -f 
3 —10 7 一 1 3. 


解 Ax >b 
由 于 rank A = 2 
故 先 解 出 
pe 282 = a= ap SZ 
二 


利用 以 上 所 述 各 式 易 得 这 一 不 等 式 组 的 解 是 


3 3 4 
| t £ m TS 
al + 1 |-19 一 22 

x= |g|+ 8 |! + 127 3 u 
0 1 0 -z 25 
oJ lo 1 一 13 5 
t€ R: u€R 

将 上 式 的 解 代 人 
3z, 一 10zr +7z,— z, > 3 

可 得 到 不 等 式 方程 组 


fs +3u, > 2 


us u, 2 0 


再 解 这 一 方程 组 又 解 得 


r $ 1 O 
.| s+ 小 sy 二 0 5 十 2 一 1 
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从 而 就 有 
41 
3 2. EE 
4 4 
Li 
|, 1 3 "Wm 9 
x= |8 FTT a. s |+ 8 
0 2 3 1.0 
0 10 li 1 
-13 可 
化 简 以 后 可 以 写成 下 式 
463 373 
4 4 1 3 
25 29 : 
1 8 24 ii 
==] 3 so s+ g |: 十 
2 3 1 0 
10 0 1 
一 13 F 
其 中 tE R° sy 二 0 s +s =1 


E n > m. 这 里 仍 可 区 分 两 种 情形 . 其 一 是 rankA < m 这 种 情况 的 求解 步 
又 等 同 于 上 文 m > n 的 情况 ;其 二 是 rank A = m, 这 可 按 以 下 方式 求解 . 设 A 的 


41 
本 一 
1 |—19 一 22 
tta) 3 本 
T 
一 13 5 
41 
全 一 3 
1 |-19 一 22 
rr] v 
27 3 
-7 25 
=I 5. 


前 m X m MUFE FIERE A, 满 秩 . 先 从 前 m 个 不 等 式 方程 组 中 得 到 解 


x= Ab +A v b, = (b, bn) v€ R 


将 (5. 6.1, 6) 式 决定 的 x 代入 后 n 一 m 个 不 等 式 ,得 
A, * AT'y > b,— Ar'b, 


仍 记 


则 在 


时 ,(5. 6. 1.7) 式 是 


否则 , 仍 记 


一 (5.6.1.7) 


一 (5.6.1.6) 
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则 (5. 6. 1. 7) 式 就 是 
Cv>b 
v>0 


继续 解 以 上 关于 "的 不 等 式 方程 组 便 可 得 最 终 解 或 判定 其 无 解 . 
例 5.6.1.2 n=5 m=3 


—(5. 6. 1. 8) 


3 2 一 3 
t= = 
A= |—6 4 8 b= 
5 一 《一 了 
=) =g i = 
解 Ax>b 


因为 rank A = 3, 故 由 前 3 个 不 等 式 中 可 得 


4 6 3 
一 14 一 24 一 11 


一 16 一 28 一 13 
| v v€ R 


8 
I 
SIP |= sl 
十 
ol- 


将 此 解 代 入 后 2 个 不 等 式 , 有 
u +2u +O u 2 5 
u: 


Us Wr 9 2 0 


再 解 出 这 一 不 等 式 , 得 解 是 


1 
ag 0 2 0 
v= |5 seh 1 h sru>0 s+s=1 
Z 4 0 0 1 
0 0 


代入 前 一 式 , 得 到 最 终 解 是 


一 34.5 一 35 一 14 一 30 一 6.5 
工 一 8 sale 3 7 "| ssu>0 s +s =1 


一 29.5 一 30 一 12 一 26 一 5.5 


例 5.6.1.3 n=4 m=3 
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3 2 —3 1 
1 —3 一 2 一 2 
A= b= 
5 —4 一 7 2 
=~} —8 一 1 一 1 
解 Ar 二 b 


本 例 的 A.b 矩阵 (向 量 ) 是 上 例 Ab 划 去 第 3 行 向 量 ( 元 素 ) 的 子 矩 阵 ( 向 
量 ). 因为 在 本 例 中 rank A = 2 < m. 故 先 解 
j +2r,—3r,=1 


z — 3, —2z, =— 2 
有 
i 13] 
11 11 
x= 7I+|_3l:t tER 
11 11 
0 1 
作法 向 量 方程 
13 _3 
(i ur 1)8 =o 
解 得 
1 0 
p= 9° ll, ve m 
213 
1 11 
构造 
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gooh 39 13 
i 0 if 1 i = 
S| iya Baler -zj- | sx z| 
-8 š 一 36 一 35 
3 2 S 1 0 
c= W. e-i `] v= B-'u, u> 0 
由 此 得 到 前 2 个 不 等 式 方程 组 的 解 是 
13 
HÚ n 39 13 
x=| 7|+|_ 3 | 37 —22|u c€ R u€ R 
gt glt 
—36 一 35 
0 1 


将 这 一 解 代入 后 2 个 不 等 式 方程 ,并 经 整理 ,得 到 
| u +2u 25 


—u +2u, 2 4 
us u, > 0 
这 一 组 方程 的 解 是 
° + 1 
u= 5 Hz! 路 S.V2Z0 s +s 一 1 
2 4 
将 这 个 解 代 回 前 一 式 中 , 即 可 得 到 本 例 的 最 终 解 是 
9 73 
= =— 13 91 
506 IOI 五 13 >: 
113 1029 1 
x= | 3285 6578|s+ |- 3 t + 99 一 72 lv 
_ 175 _ 387 -35 — 197 
598 1196 
其 中 sy 人 0 s+s=1,tER 
注意 (5. 6. 1. 3) 式 中 的 
H. B`: = G, 


以 及 可 以 将 (5. 6. 1. 4 一 5) 式 的 解约 束 方程 组 的 解 ,统一 表示 为 
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u=@ s+D v s,v>0 Ds,=1 (或 0< >s < 1) 
那么 ,(5. 6. 1. 3) 式 就 是 
x = B, + At +G,@, s + G,D, v 


易 见 ,总 可 以 将 B, + GD, s 再 简 记 为 Bs ,并 记 D = G。D, , 便 可 得 到 x € 
P(Ax >b) 的 一 般 形式 


x= +A +D teER s,v>0 Ds=1 —G.1.2.23) 
其 中 
=B +G, s s>0 Xs =1 (mo< >s <1) 一 (5.6.1.9) 
这 里 ,如 果 0 不 是 解约 束 方程 组 (5.6.1.4 — 5) 式 的 极点 , 即 权 参 变 量 s 取 
Ds: =1 的 形式 ,那么 , 若 记 Gvg, 乘积 矩阵 的 列 向 量 为 9; ,矩阵 的 列 向 量 为 
97， 就 有 
9’=B+9 j=1,2,. $=[9,9,.…] 一 (5.6.1.10) 
如 果 0 是 解约 束 方程 组 (5. 6. 1. 4 — 5) 式 的 极点 , 即 s* 取 0 过 >s, 之 1 的 形式 ， 
就 可 以 令 : I 
9 =B, 
p= B, +9, j=1,2, —(5.6.1.11) 
@=[@, p, @, J 
$5.6.2 值 域 KR(Ax 三 b) 的 构造 
由 .上 一 节 的 分 析 , 一 般 地 ,将 b 取 0, rank A = k Bf 
Ax>b 
的 解 集合 表示 为 
P(Ax >b) = (x |x=ds+A-+D s,v>0 Ds =1 t€ R°) 
I 一 (5.1.2.23) 
则 其 值 域 是 
R(Ax >b) = (y| y= Ax x€ P(Ax2b)) 一 (5.6.2.0) 
且 易 知 对 于 y € R(Ax >b), Hi 
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y= 4gs 二 ADw s,v>0 > =1 一 (5.6.2.1) 


并 且 可 知 , 若 记 yERAx>b) y=y +y H 


y =Aðs s>0 25 =1 一 (5.6.2.2) 
y = ADv v>0 —(5. 6. 2. 3) 
Mj y 的 意义 等 同 于 (5. 5. 4. 2) 式 . 故 以 下 只 考虑 y'. 
记 
Y, = A@$ 一 (5.6.2.4) 
同时 应 有 


Y=AD (D= 6G,D,) 


类 似 于 引 理 5. 5. 4. 1, 有 
引 理 5.6.2.1 Y, = 4 和 矩阵 的 任 一 列 向 量 7?, 则 (4 一 训 的 差 总 含有 至 少 
上 个 0 分 量 ,k = rank A. = 
证 明 : 这 由 更 矩阵 的 构造 即 知 . 由 (5. 6.1.10 一 11) 式 ,9w' 是 更 的 列 向 量 . 若 
@'= B, ,由 


b 
aoe 2, ts k) |b: 
B, = l, 2, e, k 
b, 
Omo 


即 知 
Aọ'—b = A » B, — b 


差 向 量 的 第 1，2，…, k 个 分 量 均 为 0. 
若 9 一 B, +GP, ORCS. 6.1.10) 式 ), 则 


Ag'—b = (A » B, — b) + AG,@; 


上 式 等 号 右边 (，) 中 的 差 向 量 的 第 1，2，…, & 个 分 量 均 为 0, 而 


1, 9; 
AG,9, = [= |z] 一 (5.6.2.5) 


注意 p 其 实 就 是 形 如 (因为 (5. 6. 1. 5) 或 (5. 6. 1. 8) 式 中 的 C = W), 
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Wu >b 
| 2 二 0 

方程 组 的 极点 ,由 推论 5. 1. 2. 3、(5. 6. 2. 5) 式 以 及 (5. 6. 1. 5) 式 中 5 的 意义 即 知 
Ap'—b 


差 向 量 中 至 少 含有 A 个 0 分 量 . 
当 rank A = m 时 ,以 上 引 理 的 结论 就 是 推论 5. 1. 2. 3. 
续 例 5. 6.1.1 有 


8 “一 2 一 1 一 2 2] 

a- [i 一 2 3 ' -上 rank A 一 2 
3 一 10 7 一 】 

并 已 知 


2 
1 
= Að = Y, = |—1 -7 
3 


Y, 的 各 列 向 量 减 去 b 的 差 至 少 有 2 个 0 分 量 . 


续 例 5. 6. 1. 2 
3 2 一 3] 
1 一 3 一 2 一 2 
A= |—6 4 8 b= 3 rank A = 3 
i. = T 2 
1 = —1 te 
已 知 
1 1.5 
一 34.5 一 35 5 25 
-| 8 sa AG=Y,=|3 3 
— 29.5 一 30 2 2 
0: = 


Y, 的 各 列 向 量 减 去 b 的 差 ,( 至 少 ) 含有 3 个 0 分 量 . 
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上 文 已 指出 了 , 矩阵 的 列 向 量 9', 在 (5. 1. 2. 23) 式 的 构造 中 含有 NA) 
的 解 At 一 项 时 ,不 是 一 般 意义 上 的 极点 ,而 只 是 一 个 基点 . 

以 例 5. 6. 1. 3 中 的 数字 ,可 以 更 为 具体 地 说 明 这 里 的 意思 . 由 那里 的 结果 ， 
已 有 


1 1.5 0 1 
.5 .25 1 5 
Y, = Y= 
2 z Re í 
0 一 1 2 ` 0 
将 Ye 的 各 列 向 量 都 减 去 b, 有 
.5 
2.5 2.25 
° o 
1 0 


可 知 允 矩阵 ( 即 s 前 矩阵 ) 中 的 列 向 量 ,第 1 列 向 量 是 
gı: alx = b, 
> aix = b, 
交 线 上 的 点 ,而 第 2 列 向 量 则 是 
gy: alx = b, 
人 aix =b, 
交 线 上 的 点 ， 


这 即 是 说 Y。 的 列 向 量 (ys 一 5b) 差 向 量 中 的 0 分 量 , 其 含义 是 给 出 了 多 的 列 
向 量 9' 所 处 的 是 那 几 个 平面 的 交 线 上 . 而 矩阵 


[ys —b, ys — b, =] 


的 行 向 量 中 的 0 分 量 ,可 以 指示 D 的 对 应 下 标的 列 向 量 是 同一 平面 上 的 相 邻 
的 点 . 

再 结合 Y 矩阵 的 列 向 量 中 0 分量 的 分 布 ,可 知 DD 甜 阵 ( 即 v 前 的 矩阵 ) 的 第 
1 列 向 量 应 位 于 g 平 面 上 ,而 第 2 列 向 量 应 位 于 gs 平面 上 . 

由 此 ,可 得 到 以 下 的 图 形 . 

图 中 未 标 出 g: 平面 ,因为 由 以 上 的 分 析 可 知 ,g* 平价 不 直接 影响 到 P(Ax 
> b) 的 结构 . 图 5. 6. 2. 1 中 g, s, 3 3 个 平面 按 其 法 方向 Vg, 围 成 一 个 开口 的 闭 
BIE. L 直线 ( 共 2 条 ) 是 由 At 决定 的 直线 ,a Ta, 是 矩阵 的 列 向 量 决 定 的 点 . 
a 位 于 gg: XÈ L, 直线 上 ,as 则 位 于 gg 平面 的 交 线 1, HRE. a a, 间 的 
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J 连 线 就 是 D 决定 的 直线 段 . 它 位 于 g, 平面 上 . 
d .d? 两 个 方向 向 量 分 别 代表 DD 矩阵 的 2 个 对 应 
列 向 量 . d 可 看 成 是 由 a, 点 出 发 并 位 于 g 平面 
上 的 方向 向 量 ,d? 则 是 从 a, 出 发 位 于 g, 平面 上 
的 方向 向 量 . 

由 ana, ERE d'd’ 方向 向 量 可 组 成 
P(Ax >b) 空间 上 的 一 个 截 平面 ,如 图 中 的 阴影 
区 域 . 这 个 区 域 , 对 应 于 解构 造 中 的 


B+Dr s,v>0 > =l 


项 .而 At 项 的 存在 , 则 表示 这 个 截 平 面 沿 NCA) 

空间 的 平移 , 便 可 构造 出 整个 P(Ax > b) 集合 . 

由 于 可 以 在 P(Ax > b) 中 任意 地 取出 类 似 图 5. 6. 2. 1 式 中 的 截 平 面 , 故 a 、 
a, (l d'd 这 样 的 点 (方向 ) 均 不 具有 唯一 性 . 故 它们 并 不 是 极点 . 但 显然 的 
是 ,要 构造 出 P(Ax > b) 的 截 平面 ,最 少 可 用 任 取 2 个 a 、a, 这 样 的 点 , 任 取 2 个 
d’ d’ 这 样 的 方向 向 量 , 便 可 以 了 . 所 以 , 称 a, 、a, 这 样 的 点 为 基点 , 称 d'd’ 这 样 
的 方向 向 量 为 基 方 向 是 确切 的 . 

易于 理解 ,如 果 P(Ax > b) 中 不 含有 N(A) 零度 空间 ,那么 ,这 样 构造 出 来 
的 截 平面 就 是 唯一 的 ,这 时 ,基点 . 基 方 向 自然 就 具有 了 极点 , 极 方向 的 意义 了 . 


$ 5.7 更 复杂 的 情形 及 线性 规划 的 直接 解法 


以 下 仍 设 x € R". 
1.x 单 边 约束 
| 
x>a 
作 变 量 替换 


t=x—a x=t+a b=—Aa 
可 得 等 价 形式 
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2. 等 式 不等式 混合 方程 组 

Fxr=h 

Ax>b 

x>a 
RE FA s Xm BER Jit rank F = s, s < m. 

Fx=h 

设 其 解 为 

x=x +A z E R” 


HEP z Em — s tE h BL A Jè Fx =0 fJ mX (m— s) BIERI RERE x" 是 一 特 解 . 
将 此 解 代 人 各 不 等 式 方程 组 ,经 整理 可 得 到 


Cr > 
其 中 


再 解 出 这 一 不 等 式 即 能 得 到 最 终 解 . 
3. 工 双边 约束 


| Ax>b 
a>x>c 


作 变 量 替 换 


x=t+c x—c=t 


| At >b— Ac 
a—c>t2>0 


记 f=b—Ac h=a—c 


A >f 
h>t>0 


先 解 出 
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(2 


设 其 解 可 表示 为 
t= A's + B'u 
其 中 A.B BARRER su > 0, A Xs, = 1. 
则 将 此 解 代入 前 式 可 得 I 
Ds0=1 
— A — Bu >—h 


s>0 
u> 0 


现在 的 情形 等 同 于 以 上 所 指 的 混合 约束 的 情形 , 按 那 里 的 步骤 继续 解 之 即 可 . 
4. 等 式 \ 不 等 式 混合 方程 组 .x 双边 约束 


Fx=h 
| Ax >b 
a> x>e 


类 似 的 先 解 出 等 式 方程 组 的 通 解 再 代 人 到 不 等 式 方程 组 ,然后 再 依据 上 文 
所 分 析 的 方法 逐步 解 出 ,最终 总 能 找到 解 的 一 般 形式 . 
例 5.7.1 x 双边 约束 


*el u s s | ose 


解 
Ax >b 
52>=xz>1 ; 
一 ( 
vt 
6 宇 T 宇 0 
作 变 换 : 


t 一 zi 一 1 人 aa 
Zi 一 二 十 1 (n=l [z =L, 


从 而 可 得 到 
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V 


V 
V V V V Ñ 


— 2t, + 2z, — 3t, 


g 


° o o 


先 解 
— 2t, + 2t, — 3t, >— 2 


i — 3t + t 2>2—3 


t° t i 2 0 
由 以 上 8$ 5.4 节 各 式 可 解 得 (c) 的 解 为 


1 0 03 O 


u í 
=j ° 12 Z|, >e 3,=1 

2 12 

° 2 oo Ë 

将 (d) 式 与 (b) 式 相 比 较 即 知 , 还 应 有 


sHs +s ts +s =l 
1 0 03 0 


11 = 
lo 012 h> E] 


2 12 一 6 
0 S 0 O = 
5, 

从 第 1 个 等 式 方程 中 可 得 到 通 解 
一 1 —1 —1 —1 
p O 0 -0 
s=b+| 0 1 0 0 
0 0 1 0 
o 0 O 1 


将 (人) 式 代入 (e) 式 并 整理 后 可 得 


一 (b) 


ey 


一 (d) 


Ce) 


=C) 
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一 = 一 2 一旦 > 一 3 
= ey. 一 对 = > —6 一 (@) 
— i a= E SS 
g0 E=; my Sw 
继续 利用 S 5.4 节 各 式 ,可 解 出 (g) 式 的 解 是 
rl o 0 O 
-| » 1 off p>0,0< Xa <a 
f es: o 1 
将 此 解 代入 (人 ) 式 可 得 


s=s s>0 Sk =l 


故 (d) 式 就 是 (b) 式 的 最 终 解 . 再 由 变换 关系 得 


1 0 0 3 O 
1 n 
A -中 0 0 12 Ç|, 
0 2 12 
0 3 0 0 7 
上 式 可 写成 为 
S O E SEA 
EES 07 Se ~ 
x= 7|s s>0 >s =1 
2 12 5 
0 3 0 0 + 
这 就 是 (a) 式 的 最 终 解 . 
不 等 式 方程 组 的 解法 步骤 并 非 唯一 ,这 可 由 下 例 看 到 . 
例 5.7.2 
zi 十 3zr: — 4r, = 2 
2r,— z, —3r, 21 


m+ z,— r, 2>—2 一 (a) 


>r >1 


l z, z, 2 0 
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由 第 一 个 等 式 方程 可 先 得 到 通 解 


一 3 4 
x= 中 | 1 中 z€ FR 一 (b) 
0 0 1 


将 (b) 式 代入 (a) 式 的 各 不 等 式 中 ,经 整理 可 得 
| — 4z, 十 5z, 之 一 3 
一 2z, 十 3z 之 一 4 
] 8>—3= 十 4z 2 —1 
z z 20 


— (c) 


(c) 式 可 直接 写成 为 
一 4z +57 之 一 3 
— 2z, +37 过 一 4 
一 3z 十 4z 2 —1 一 (d) 
3z 一 4z 之 一 8 


z, z 20 
解 出 (d) 式 ,得 到 
= 0 
z= k |， s>0 0<s +s <1 
0: -# 
将 这 一 结果 代入 (b) 式 即 得 本 例 (a) 式 的 最 终 解 


2 1 10 
x= o + ojs s>0 5 =1 
0 0 2 


例 5.7.3 


3z, — 2r, 十 3z 2 0 
— z+ z,—3z, 20 


Zi, z 20 


本 例 中 仅 r .z ff tE 8 56938, z, ER. 仍 可 先 解 出 
3zri 一 2r: 十 3r 2 0 
L Zi 十 za 一 3zs 之 0 


Zis Tzs z, 2 0 
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可 得 到 解 
1 
3 153 
x=|1 , 6l: z20 一 (a) 
2 
Tog g 
再 由 变量 替换 
=x h=, h =T, 
14 
3t, — 2t; — 3t, 2 0 
一 At t, +36, 2 0 
tt 2 0 
解 出 此 式 , 得 
L £ 
= St; SI 
=] ° 1 0 v>0 一 (b) 
1 1 
0 + ° 3 
HANER, 
1 1 
hs 1 1 
x= + o1 O v>0 一 (e) 
1 1 
r a 
(a) (c) 两 式 合 起 来 ,得 到 本 例 最 终 解 
1 1 
1 二 41 1 
可 13 3 3 
==], eftt + o1 ol z,v>0 一 (d) 
1 1 
0 0 1 0 二 本 0 — 


作 最 简化 处 理 , 可 将 上 式 简化 为 
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本 例 解 的 几何 构造 如 图 5. 7. 1 所 示 . Les 分 别 是 以 上 z 前 和 矩阵 的 第 1, 2, 3 
列 向 量 为 方向 向 量 决定 的 射线 . /1 ，/ 
Jt (d) 式 中 被 剔除 的 方向 向 量 


1 
j 
0 
决定 的 射线 . B, Lo L. aH L, za 的 图 5.7.1 

正 线性 组 合 表 出 . 

在 ,Ws 所 在 的 Orz; 平 面 上 ,4 ,Ls 所 张 成 的 阴影 区 域 为 一 个 分 界面 ,在 其 
上 的 P, 是 由 (a) 式 决定 的 锥 ,在 其 下 的 P. WJ Jë (c) 式 决定 的 锥 . 本 例 的 解 显然 就 
是 这 2 个 锥 体 的 并 集合 . 

一 般 地 , 若 x 变 量 中 的 zx, 过 0,i 一 1，2，…, hsi rz. j= 1, 2, nn 一 
h 没有 约束 ,那么 , 作 以 下 变量 替换 


o nj w= 


== i=1,2,=,h 
| s=1,2,--, d 0<d4<n—h 
b mz j=1,2,-, n-—h ijj, 


d ÑIR O, 1, n— h, (j) W1, 2, =, n— h) 中 4 个 下 标的 子 列 , 并 分 别 
对 这 一 变换 下 得 到 的 不 等 式 组 求 出 解 . 最 终 解 就 是 所 有 这 些 变量 替换 下 不 等 式 
解 的 并 集合 . 

5. 线性 规划 的 直接 解法 

由 以 上 分 析 , 显 然 地 ,线性 规划 问题 可 以 直接 予以 解决 . 

例 5.7.451) 


和 0 0 3 
“上 1 0 一 1 "| ,| 
0 1 0 0 1 3. 


O 本 例 及 下 二 例 , 均 引 自 4 现 代 应 用 数学 手册 一 一 运筹 学 与 最 优化 理论 卷 》, 清华 大 学 出 版 社 ,1998 
年 ,第 17 页 例 1. 2. 5 和 第 46 页 例 1. 5. 7, 第 22 页 例 1. 2. 7. 
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有 线性 规划 问题 : 
min f = yy; 
会 =b 
zF 50 =l, 3,425 
先 从 等 式 约 束 得 到 通 解 
0 1 0 
0 0 1 
x= |—3]+ | 1 llz z€ R 
=% É 1 
3 9 —1 
将 (b) 式 代入 不 等 式 约束 并 经 整理 可 得 
z+= 23 
三 机 布吉 到 到 
=z >= 
z 20 
再 解 出 (c) 式 . 


从 (c) 式 的 前 2 个 不 等 式 中 ,直接 可 得 
a, 
E, 2 f af? —_1 
z= S Hi k u>0 
2 


将 (d) 式 代入 后 3 个 不 等 式 ,可 得 


人 >-1 
u um >0 


再 解 出 (e) 式 即 有 
u=s s>0 0<s +s <1 
所 以 有 


1 

2 Mj =H 
z= TK s 

s|" 2li 1 

2 


将 此 结果 再 代 回 到 (b) 式 ,得 


一 (a) 


一 (b) 


~C0) 


一 (d) 


=e) 
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一 1 —1 


二 
2 ii 
š ica 
x= |o |t 2 0ls s>0 0<s +s <! 
Ó 0 2 
1 
2 


这 就 是 约束 条 件 方程 组 的 最 终 解 .将 此 解 代入 目标 函数 便 有 
f=—4—s +s 
显然 最 小 值 在 % = 1、s, = 0 处 ,从 而 ,有 最 小 值 解 


x 一 (1,3,1,0, 0)7 f' =—5 


例 5.7.5 
_ p EZES _ [4 
A Esai] b i] 
e= (2, 3, 5; 237 
解 线性 规划 问题 
min f = ex 
À 位 2 
SE (n0 i=1,2,3,4,5 


直接 解 出 约束 条 件 . 从 约束 条 件 的 前 2 个 不 等 式 取 等 号 时 得 到 的 正 截 距 矩 
阵 中 可 得 


4 0 0 O] 
0000 
e= |o 2 0 0 
0040 
lo o 0 3j 
由 A ERE RIIE ff A h ET RE 
1 0 0 0] 
0 000 
E=ļ|01 0 0 
0010 
0 001 


由 射线 方向 向 量 矩阵 可 得 
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1: 2020: E 
1 1 1 
1 3 
L= | 1 
0 3 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
由 
Ar 一 一 (a) 
得 到 其 通 解 是 
ML O Lut 2 3. ¿Y 
4 4 4 4 
eF E ESE NAE 
x= |4|+ 4 4 4|z zER’ 一 (b) 
0 1 0 o 
0 0 1 0 
oJ ° o 1 
再 由 x 之 0 得 到 
一 7z 一 3z —7z, >— 11 
— z— z —5z 2 —5 
mo mo z 2 0 
解 这 个 不 等 式 得 到 
[11 5 
g Ooo Q f 
z=|o H o Š ojs s>0 o< Xs <1 —(e) 
= 3 7 > <>. < c 
1 6 
0 0 1+7 
将 (ec) 式 代 人 (b) 式 得 
u 
1 9 0100 
5 6 1 
PO A 
x= jo H o o o S|. >e Das1 — 
u 7 7 < “i 
u 5 
E O 0 
1 6 
0 0 oig È 
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(d) 式 就 是 (b) 式 决定 的 x 与 R+ 正 象限 的 交集 . 从 而 得 到 


H o o 10 0 
TETEE 
#=|o° 了 oo 全 
0 o o oo + o 
0 0 0 17 


且 没 有 适合 组 成 A+ 矩阵 的 方向 向 量 . 故 ,约束 条 件 不 等 式 方程 组 的 解 是 
x=[@, 0 Js+[E,, Llu s,u>0 Xs =1 
将 此 解 代 入 目标 函数 
S= MCD, D Jate [E,, L, Ju 
因为 要 求 min f, R [E , L, Ju > 0,#&4 u = 0. 并 由 


+ 2 37 73 25 43 
cr[@ o] = (8 10,89, P 3558, z) 
即 知 ,在 5 = 1, s = 0, i= 1, 2, =, 10, i 闫 8 时 /达到 最 小 值 , 故 ， 


x 一 (1,0,0,0,1)7 f'=5 


例 5.7.6 
1 
100 —8 —8 -19 s 
A= 1 1 b= |o 
010 + -2 -2 —+ 3 Ë 
0 0 1 0 0 0 1 O. 
3 1 ¿š 
c= (0, 0, 0, 一 二 ,20, — + 6) 
解 线性 规划 问题 
min f = cTx 
=: 
s.t 
x> 0 


由 等 式 约束 条 件 解 出 
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一 十 8 

-4 12 

x= |0|+ Y0 
6 1 0 

o @--4 

0 0 0 

0 0 


将 (a) 式 代入 x 三 0 之 中 得 


1 一 9 

1 

A — 8 

1 Olz z€ R 
0 0 

0 0 

1 0 

0 1 


-4a + 8z + 二 一 9z 三 0 


-二 = +12z, +-Q, — 3z, > 0 


2 


-z 


z, 


三 一 1 


>0 i=l,2,3,4 


再 解 这 个 不 等 式 方程 组 ,直接 给 出 各 个 结果 


p, = B= 


' £ 
— s 


oj o æ o 
° Și- = 


° 


D,= [L,, E,, A] 


1 
0 
1 E,= 
0 
0 24 
1 
35 1 
0 0 
1 
36 9 
p. = [@, J 


z=@ s+D t t>0,s>0 s =1 


将 (b) 式 代 回 到 (a) 式 ,有 


x=As+Bt t>0,s>0 Ds,=1 


其 中 


ay 


一 (b) 


一 (c) 
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1 e 
0 1 0 r: 0 5 8 0 0 2 
7 7 
1 1 => 0 12 0 ; 0 
0 Top 0 6 24 
1 0 0 O : oe. (O ¿Q O Q. Q 
A= 0 0 O 1 B=|0 2 0 8 0 34 
1 1 15 1 
0 0 0 0 8 1 1 4 32 1 
oea s; Š; 0 0 0 0 0 0 
1 
0 0 — 0 š 1 
9 E 0 0 1 o| 
再 将 (c) 式 代入 目标 函数 得 到 
1 L 5 19 1 7 
f=0+ s 一 ruk + ru + ru + 204, 十 184 + 125 + 2, 


所 以 了 的 最 小 值 在 y, = 1, s =0,i=1l,2,3; r =0,i= 1, 6 处, 故 ， 


x = (0,0,1,0.1, o) r = 

本 例 若 按 普通 单纯 形 法 求解 会 遇 到 循环 问题 . 

亳 无 疑问 的 是 线性 规划 问题 的 直接 解法 与 单纯 形 算法 等 相 比较 ,肯定 不 具 
有 计算 效率 上 的 优势 . 因此 ,在 单纯 形 等 算法 充分 成 熟 的 现状 下 ,通常 就 不 会 再 
去 费心 研究 线性 规划 问题 的 直接 解法 .但 是 ,这 反 过 来 又 造成 了 线性 不 等 式 方程 
组 解 的 构造 方法 与 理论 的 贫乏 . 而 在 另 一 些 重要 的 数学 问题 (如 非 线 性 规划 与 曲 
面 的 Dupin 标 形 ) 中 ,线性 不 等 式 方程 组 解 的 构造 又 是 不 可 或 缺 的 分 析 工 具 . 所 
以 ,就 有 必要 对 此 给 出 一 个 一 般 性 的 理论 分 析 . 这 即 是 本 书 用 了 许多 篇 幅 论 述 这 
一 问题 的 原因 . 

结束 本 章 之 时 , 尚 可 给 出 以 下 补充 性 的 内 容 . 

6. 一 类 绝对 值 不 等 式 组 的 解 

设 A 是 满 秩 的 n Xn 阶 方 阵 ,b 宇 0, A = [a,n b = (Cb, brs es b)" 


|a z |<, i= 1,22, =, n 一 (5.7.1) 
ʻA 


是 一 组 带 有 绝对 值 运算 的 不 等 式 组 . 传统 文献 上 称 满足 以 下 条 件 的 x 为 (5.7.1) 
RHOD, 
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|z, < ji=1,.2,-,n 一 (5.7. la) 


以 下 将 指出 (5. 7. 1a) 式 存在 含糊 不 清 之 处 . 
事实 上 ,由 (5.7. 1) 式 


=b < Jlar; < b, i=1,2,-, n 


= 


可 写成 
—b<Ax<b 
这 就 可 以 得 到 等 价 的 形式 
| Ax >—b 一 (5.7.2) 
—Ax >—b 一 (5.7.3) 
先 解 出 (5. 7. 2) 式 的 解 ,有 
x=—A 'b+A u u€ R 一 (5.7.4) 
将 (5.7.4) 式 再 代入 (5. 7. 3) 式 得 到 
人 一 (5.7.5) 
u>0 Tea 
(5. 7. 5) 式 的 形式 是 
š u, >— 2b, 
i=l, 2, sn 
uw 二 0 
这 一 不 等 式 组 在 前 ”个 不 等 式 取 等 号 时 得 到 正 截 距 矩 阵 
0 
=2 h 
0 
b, 
并 且 , 对 1, 2,…，, 半 的 任 一 个 递增 顺序 子 序列 让， is,…,i 2< k =<n, 
—u, =— 2b, 
— u, =— 2b, 


—u, =— 2b, 
i a 
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自然 有 交点 
fu, 
l 
故 若 记 
[b, 
0 
b, 
B, = a. 
0 
L 5, 
[x b — b b b *— b = b 
b, 0 b b b, b, 
pa b, b 0 0 b, 
b, b, 
0 b 0 
L b, b, 
o. g 0 0 O 0 0 
b, b, = b, b, b, o b, = b, 
b. 0 bh b = b o b 
B, = b, b 0 0 b, 
b, 
0 
L b 0 b, b, 
0 
B.,= | 0 
bt 
b, 
则 可 有 


=2.B, @¿ = 2. [B,. B,, ---, Ba] 
DL n = 4 为 例 
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rb, 
0 b b b b b, 
pa b, Pa b 0 0 b b, 
b, 0 b 0 b O 
0 0 05 BO p. 
b, 
ro 0 0 ro? 
b b b, 0 
Bra 0 b, L Lata 
0 b, b, b, 


从 而 (5.7. 5) 式 的 解 可 写成 为 
u= 2. [B B,» B,, -, Bils s>0,0< 22s,<1 
最 终 得 到 (5. 7. 1) 式 的 解 是 
x=—A'b+2A '[B,, B,, B,, «=, B, ,]s 


s>0,0< >s, <1 


b, 
b 
b 
b, 


— (5. 7.6) 


-(5.7.7) 


由 (5.7.7) 式 即 可 导出 (5.7. 1a) 式 ,但 这 两 式 在 意义 上 不 同 . (5.7. 1a) 式 只 能 理 
解 为 是 绝对 值 不 等 式 组 解 的 上 、 下 确 界 而 不 能 理解 为 是 解 空间 , 因为 由 (5.7.7) 
式 , 解 空 间 仅仅 是 (5. 7. 1a) 式 的 上 .下 确 界 所 决定 的 R” 空间 的 矩形 多 面体 内 部 


的 一 个 真子 集合 . 
例 5.7.7 
1 
= 3 
2 3 
“= y i »= 0] 
2 O] 
解 
s 
[Ha |<? 
由 
[1 _3 
i | ~2 ra o 3 
a -| | [B BJ= |, > l 
4 4 
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一 6 一 3 
i 下 s>0 0<s+s +s <l 
Z 


aj- Je 


图 5.7.2 


图 5.7. 2 中 解 x 的 上 、 下 确 界 构造 成 以 原点 为 中 心 的 矩形 ,但 解 空间 仅仅 是 
这 个 矩形 中 的 阴影 区 域 表 示 的 平行 四 边 形 区 域 ,其 中 g., 是 以 下 不 等 式 组 


m: +m-+3n > 一 3 
1 
Bi: — 371+ z 2>—2 


1 
g: = m n 2—3 


1 
g: gaT m 2>—2 


箭头 方向 为 g, 边界 线 的 法 方向 . 
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$ 5.8 正法 锥 与 反 演 问题 


$5.8.1 正法 锥 


本 节 分 析 的 是 Ax > 0 不 等 式 方程 组 解 集合 的 正法 锥 (又 称 为 对 偶 锥 ) 的 构 
造 .将 Ar 之 0 的 解 xE P(Ax 之 0) 理解 为 由 R" 坐标 系 原点 出 发 的 方向 向 量 , 用 


P'(Ax20) = (y| yyx220 x€ P( Ax 20), y€ R”) 一 (5.8.1.1) 


表示 P(Ax > 0) 的 正法 锥 . 这 里 y 也 被 理解 为 从 R" 原点 出 发 的 方向 向 量 . 
由 (5.5.1. 16) 式 及 (5. 5.3.1) 式 ,有 yE P' (Ax > 0), 


yx=yAt+yl-B'u20 x€ P(Ax >0), t€ R” 
u € P(Cu >0, u> 0) 
因此 ,应 有 yE P'(Ax > 0) 的 充 要 条 件 是 


awa 


=. —(5. 8. 1. 2) 
y HB u> 0 


成 立 . 
充分 性 易 见 . 必要 性 由 下 即 知 , 记 
yA= (ys X: s Yma) 
若 某 个 y, A0 r W B 
Jti LOBIAI PK r=0 j#i j=1,2, =, m—k 


w y At = yt, <0 
并 在 1# [>| y' HB lu/ y, | 
时 ,有 y'x<0 


故 yA = 二 0 是 必要 的 ,由 此 即 知 y 0B "wu 之 0 也 就 是 必要 的 了 . 另 一 类 解 集 
合 P 的 形式 是 对 x € P(Ax 三 0),x = HB 'u, 则 直接 可 得 应 有 


JTDB-u 三 0 一 (5.8.1.3) 
由 (5. 8.1.2) 并 见 (5. 5.1.4) 一 (5. 5.1.6) 式 , 即 知 满足 


yA=0 
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的 解 就 是 (5. 5. 1. 6) 式 ,只 需 用 了 代替 有 ， 


y=I v€ R 一 (5.8.1.4) 
XE k = rank A, 卫 仍 由 (5. 5. 1. 5) 式 表 示 . 所 以 ,有 
vInB'u>0 u>0 一 (5.8. 1.5) 


这 里 MIB 都 是 上 X k MERE. 

IT II E: Gram 矩阵 . Gram 矩阵 是 一 个 向 量 组 六 ,由 其 内 积 f! f , 作为 矩阵 的 
第 i 行 第 j 列 元 素 所 构造 的 矩阵 . 

Gram 和 矩阵 具有 以 下 性 质 “17， 

A) 每 个 Gram 矩阵 都 是 半 正 定 的 

(2) 线性 无 关 向 量 组 构造 的 Gram 矩阵 是 正定 的 

(3) 每 个 正定 矩阵 都 可 表示 成 Gram 矩阵 
JT 了 I 乘积 矩阵 是 了 矩阵 的 k 个 列 向 量 组 构造 的 Gram 和 矩阵 ,而 荆 和 矩阵 的 列 向 量 组 
显然 线性 无 关 , 故 I EETA. 

当 Ax 三 0 的 系数 矩阵 A 是 行 向 量 线 性 无 关 的 ,由 以 上 的 分 析 知 不 等 式 组 的 
解 就 是 


x 一 At 十 DB (€ R“ u€ER: 
故 (5. 8. 1. 5) 式 可 表示 为 
WI .NB 20 © (BT 下 让 二 0 
并 直接 得 到 这 一 不 等 式 组 的 解 ， 


v= (TD Bh h€ R 一 (5. 8. 1. 6) 
代入 (5. 8. 1. 4) ,得 到 和 矩阵 A 行 满 秩 时 的 正法 锥 向 量 y 的 表达 式 ， 
y= TICTID- BT h€ R, 一 (5.8.1.7) 


已 知 在 A 为 n X m WE 8 B£ ,rank A = n BÍ , II A m X n EH Bg. 8k 4 n = m 
时 ,由 以 上 分 析 即 知 


H=A' B=I, (AEREE) 
所 以 在 n= m HA 满 秩 时 ,由 (5. 8.1.7) 
y=Ah h€ R —(S.8. 1.8) 
或 者 说 (5. 8. 1. 8) 式 决定 的 了 就 是 


51] 引 自 ( 特 殊 矩 阵 》 陈 景 良 、 陈 向 晖 ,清华 大 学 出 版 社 ,2001 年 ,第 203 页 . 
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(AV'y>0 一 (5.8.1.9) 
的 解 . 


例 5.8.1.1 利用 例 5.2.1 AER A.A ' 给 出 R' 截 平面 上 P(Ax > 0), 
P'(Ax > 0) 的 关系 图 形 . 
重 写 出 


T = 1 
-| 2 bP A 一 
一 1 一 3 1 


构造 R AREH. 由 于 Ax 三 0 的 解 是 


f 
1 


“~ al aloe 


| 
el Gl al- 
1 


ww- wjp ¿|= 


x=A'u uc R 
任 取 一 个 办, 如 到 = (1,，1,，1), 记 


4 
15 
° w. 8 
x A'u E 
1 
3 
作 Px=0 
得 有 的 基础 解 系 为 : 
5 
ar 
P= | o 
o3 
将 BB 的 2 个 列 向 量 正 交 化 ,为 
1 
= £ 
p= 1 
1 一 到 
0 1 
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则 由 此 决定 的 x 全 体 为 R' 空间 上 过 x 点 且 与 角 平 分 线 正 交 的 平面 , 且 此 平面 必 
与 P(Ax 过 0)、P'(Ax > 0) 相交 ,并 可 构造 原点 在 x° 的 坐标 系 Ots. 

现 已 知 P(Ax 三 0) 是 wz,j = 1, 2, 3 为 棱 线 的 闭 锥 ,这 里 a: 为 A 的 第 
j 列 向 量 , 故 ,应 有 = 使 


=e] 
或 者 写成 


z 


|=» j=1,2,3 


£ 


解 以 上 方程 组 便 可 以 得 到 wz 射线 在 Ots 坐标 平面 上 交点 的 坐标 并 因此 可 
决定 P(Ax 三 0) 与 Ors 交集 的 图 形 . 


[a , B] 


有 
(as) = -4 -#) G, s) = (0, $) Guy = (车 ， 4) 
同 理 , 若 记 


AT a [a', PA a] 
其 中 a' ë ATHS i 906 8, PER 
z s 
[a', 中- xX i=1,2,3 


s 


可 解 出 PCO) 与 Ots 交集 的 图 形 项 点 的 坐标 ， 


G 3D = (0 -4), Cha giya (5 1), 


Ga» = (p4) 


利用 这 6 点 坐标 ,可 得 图 5. 8. 1. 1. 

在 图 5. 8.1.1 中 ,由 oa ”这 3 个 顶点 构成 三 角 
形 即 为 PC，) 与 Ots 的 交集 合 ,而 由 ”这 3 个 顶 ih 
点 构成 的 三 角形 即 为 P'"(。) 与 Ots WERA a” BERR C s), Ana 
坐标 为 (2,, sO), i= l, 2, 3. 

再 考虑 矩阵 A 是 行 向 量 线性 无 关 的 (这 隐 含 了 ) 和 mm), 则 由 (5. 5.1.8) 式 ， 
(5. 8. 1.7) 式 应 为 


y=I D FA h€ R. 一 (5.8.1.10) 
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可 以 知道 
HOT I A — AT 
由 此 知 (5. 8. 1. 10) 式 在 过 mm rankA = n 时 ,依旧 有 
了 一 Ar h€ F` 一 (5.8.1.11) 
从 几何 意义 上 讲 , 记 


A A 


A ` A £ 23 
H =GP Ssi nsn M =l 


JEWS Hermite HPE , I k ITEE BHY E PE. IE BE th. 

Ax=0 
的 正 交 补 空间 的 一 组 基 向 量 组 成 的 矩阵 卫 按 正 交 投 影 算 子 的 要 求 构造 而 成 . 

He = y 
即 表示 R" 中 的 向 量 x 沿 正 交 于 Ax = 0 的 正 交 补 空间 的 方向 投影 到 正 交 补 空 
间 . 现在 由 

H. At = 4r 
因此 ,AT 就 是 Ax = 0 的 正 交 补 空间 中 的 一 个 子 空间 的 一 组 基 组 成 的 矩阵 . 
当 和 矩阵 A 是 行 向 量 线性 相关 的 ,这 时 
k = rankA < min(n, m) 


且 当 k==m 时 , 必 有 nn 三 m. 则 由 以 上 分 析 ,(5. 8. 1. 5) 式 中 的 参 向 量 w 应 是 一 个 
形 如 ( 见 (5. 5. 1. 14) 式 及 其 说 明 )， 


Cu 二 0 
u 二 0 


不 等 式 组 的 解 . 以 上 已 指出 系数 矩阵 C 实际 就 是 矩阵 A 中 行 向 量 间 的 线性 相关 
系数 矩阵 W. 
由 (5. 3. 2. 28) 式 及 其 说 明 , 以 上 不 等 式 组 的 解 可 表 成 


u=D,z z>0 u€R 


这 里 先 考虑 Ax > 0 是 相 容 的 情形 ,同时 附带 指出 D, J AE fi SE BE. 
这 样 ,(5. 8. 1. 5) 式 应 为 


vInB'D,z>0 z2>0 — (S; 8. 1: 129 


X E H. B 分 别 是 (m —k) X k. kX k Et EBE, D, 矩阵 的 阶 数 由 (5. 5. 1. 14) 式 的 
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解决 定 . 有 ， 
IIDB-D, > 0 
或 等 价 地 表示 成 
DT (BOOM >0 ve R —(5. 8. 1. 13) 


(5. 8. 1. 13) 式 在 不 给 出 D+ 矩阵 的 具体 形式 时 是 无 法 给 予 解 的 . 但 可 以 间 
接地 知道 (5. 8. 1. 13) 式 决定 的 v 按 (5. 8. 1.4) 式 给 出 的 y 向 量 全 体 集合 PC，) 
的 几何 意义 . 

由 以 上 对 于 行 向 量 线性 无 关 的 矩阵 A 的 正法 锥 的 讨论 中 ,已 有 (5. 8. 1. 8) 
及 (5.8.1.11) 式 , 且 这 两 式 在 形式 上 是 相似 的 . 这 两 式 也 可 以 不 通过 以 上 的 构造 
分 析 而 直接 从 P(，)、P'(，) 集 合 的 定义 推出 . 

由 定义 , P(Ax 20) 是 所 有 使 Ax 三 0 的 x 的 集合 ,而 P'(Ax > 0) 则 又 是 
与 P(Ax 20) 中 的 所 有 x 的 内 积 大 于 (等 于 )0 的 y 的 集合 . 因此 , 取 hE€ R;, 邻 


y=ATh= yxr=hAr>0 x€ P(Ax >0) 


W P'(Ax 20) = (y| y= A!h h€ R.) —(S.8.1.11) 
这 是 因为 y 只 能 是 a,,j 二 1, 2, …，, n 向 量 的 线性 组 合 (a, 是 A 的 行 向 量 
的 转 置 ) ,不 可 能 有 其 他 的 a 向量, 且 a' 不 能 由 a, 的 正 线性 组 合 表 出 ,并 有 


y=c»a 4A"h c20 h>0 


使 yr>0 x€ P(Ax >0) 
车 否 , 则 由 
yx = c(a)!'x+h'Ax > 0 
知 必 应 有 
{ Axr 二 0 
(COE PR 


成 立 . 其 中 已 知 Ax 20, 而 (a )"x 宇 0 是 必须 的 ,否则 , 取 h — 0, c > 0 fEn[ + 
yx 法 0. 但 满足 这 一 条 件 的 x 是 


x€ (P(Ax >0) N {x | (')'x>20)) C€ P(Ax > 0) 
现在 对 yx > 0 成立 的 x 是 全 体 x € P(Ax > 0), 故 应 当 要 求 有 
(P(Ax >0) N (x | ()!'x >0)) = P(Ax > 0) 


F Farkas 引 理 : 
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设 A 是 给 定 的 n x m HEKER, b 是 给 定 的 m 维 向 量 ,对 所 有 满足 Ax > 0 
的 x 成 立 b"x > 0 的 充 要 条 件 是 存在 n 维 向 量 p 二 0 使 bp 二 A'p 511 ， E 

将 a' 看 成 是 Farkas 引 理 中 的 b 向 量 , 即 知 

(P(Ax >0) N (x | (a)!x >> 0)) = P(Ar>0) 
的 充 要 条 件 是 
a= Ah h>0 

此 即 与 前 设 矛盾 . 由 此 即 有 以 上 结论 . 

再 由 = A"h 的 几何 意义 知 , P'(Ax > 0) 集合 是 以 AT 的 列 向 量 ( 即 A 的 
行 向 量 转 置 ) 为 方向 向 量 所 决定 的 从 R” 坐标 系 原点 出 发 的 射线 为 棱 线 所 组 成 
的 闭 锥 . 


将 以 上 的 分 析 推广 到 矩阵 A 行 向 量 线性 相关 的 情形 (在 Ax—0 为 相 容 时 )， 
仍 取 


y 了 一 AT h>0 
则 依旧 成 立 
yx=h'Ax20 x€ P(Ax >0) 
仍旧 规定 
P'(Ax 20) 一 (717 一 AT h>0) 
可 知 P'(Ax > 0) 依旧 是 顶点 在 R” 坐标 系 原点 的 闭 锥 . 但 由 于 现在 矩阵 A 


是 行 向 量 线性 相关 的 ,由 上 文 所 给 出 的 “最 简 形式 ”的 规定 , 当 AT 的 列 向 量 组 中 
有 a 


a= yea o>0 
Tas 


就 在 决定 

了 一 ATh 
的 A "矩阵 的 列 向 量 中 划 去 a° 列 向 量 ,并 相应 地 使 h 向 量 的 维 数 碱 1. 仍 记 划 去 
a 后 的 A "和 矩阵 为 A ,并 记 其 列 维 数 为 x = n— 1. 继续 对 这 一 A7 和 矩阵 的 列 向 量 


组 作 检验 ,直至 其 任 一 列 向 量 都 不 可 用 其 他 列 向 量 的 正 线性 组 合 表 出 ,就 得 到 了 


YE P'(Ax 之 0) 中 的 最 简 形式 . 记 最 简 形 式 的 A" 甜 阵 为 A A" 是 mX n M, 
H k<n<n. 有 


C13 引 自 ( 非 线性 规划 ?上 册 ,M. Avriel, 第 27 Bi. 
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y= h ER 一 (5.8.1.14) 
P'(Ax>0) = (y| y= À'h h€ R) 
另 一 方面 , 记 
v= bD, p p>0 


是 (5.8.1.13) 的 解 , 方 , 矩阵 的 行 维 数 是 &、 列 维 数 由 (5. 8. 1. 13) 式 的 解 过 程 决 
定 . 则 按 (5.8.1.4) 式 ,对 yE P'( Ax >0), 有 


y=Hb.p p>0 
比较 (5. 8. 1. 14) 式 ,可 知 只 能 有 
Arenb, pen R; 一 (5.8.1.15) 
以 下 给 出 2 个 例子 予以 说 明 . 


例 5.8.1.2 对 例 5.5.1.1 求 解 P'(Ax 过 0) 集合 . 
由 例 5. 5. 1. 1 中 的 结果 , 令 


y = Iv 
这 里 
1 0 
0 1 
L 了 
n=| 2 4 
二 和 
2 4 
ey | 
再 由 y'x 2 0 可 得 
8 15 
12. 2 
u 
=H. cag 
2 
1 0 + -4 =i S N" 
r .|_37 _1?| 工 
v ss e 一 12| 元 > 
0 1 = —>. —1 
4 —4 om Q 
p 
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经 整理 后 可 得 
10.5 一 10.5 
al 0 ash>° 
即 
BERERA 10.5 — 10.57 
D! (B!) ma=| a anal 
由 此 得 
wa kista =s Erk 
5.25L 0 —10.5 F 
所 以 
6 一 2 
0 一 2 
1 [31.5 一 10.5 
7 了 5 0 osh = td P as 
—9 5.5 
—6 4 
得 
6 一 2 
a. | 
HD -3 =—4s 
-9 5.5 


=$ 4 


显然 D, 作为 列 向 量 是 方向 向 量 的 意义 上 与 矩阵 AT 的 第 2.3 列 向 量 组 成 的 子 
和 矩阵 和 7 等 价 . 这 里 


g ea 
0 一 4 
Ar=|1-9 
一 3 "| 
|-2 8 
因为 A' 的 第 1 列 向 量 可 由 第 2、3 列 向 量 的 正 线性 组 合 表 出 ,有 
1 [ 2 — 4 
L: 0 - 4 
3 1 
-3|=3| 1+7- 9 
1 =3 11 
1 =2 8 
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可 知 正 线性 组 合 表 出 的 意义 是 在 
Axr >0%ar>0 i=1,2,-, n 
不 等 式 组 中 , 若 


a Scar ¿PO 
则 arx 之 0 不 等 式 就 是 宛 余 的 ,去 掉 这 一 不 等 式 将 不 至 于 对 解 造成 影响 . 其 几 
何 意义 即 如 图 5. 5. 1. 1. 在 gaa ,直线 中 ,&, 直线 的 法 方向 向 量 可 以 由 gu. ,直线 
的 法 方向 向 量 的 正 线性 组 合 表 出 , 故 


gmt 
&>0 
g&>0 


矛盾 , g,(x) 2 0 是 元 余 约 东 条 件 . 


例 5.8.1.3 设 
二 2 
i 2 2 
A= 
2 一 1 一 1 
E =p m 


R Ax > 0 不 等 式 组 解 集合 的 正法 锥 . 


本 例 中 n= 4, m = 3 ERE A 是 行 向 量 线性 相关 的 . 利用 Ax > 0 中 的 前 3 
个 不 等 式 是 线性 无 关 的 ,可 得 其 解 是 


ra -2 2 
上 2 | v v€ R 
2 —1 —1 

即 


w= wj wje 
< 
< 
m 
5 
x 


R= Sila ol~ 


将 此 解 代 入 第 4 个 不 等 式 , 得 到 


人 


my yu 二 0 
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从 而 第 4 个 不 等 式 对 于 前 3 个 不 等 式 的 线性 相关 系数 是 
《1 一 1 1) 


故 第 4 个 不 等 式 不 能 被 看 成 是 元 余 的 . 
从 以 上 关于 "的 不 等 式 中 可 得 到 解 的 形式 是 


470 1 9 
v=|1 1 0 Oju u€ R; 
D 21 054 
所 以 
1 2 
| 0 — = 
$ 3| o 1 ol 
£” 9 2 
| er 3 | 1 0 Oļu 
1a roa 
TE 
1 2 
3 ! P 3 
1 5 1 2 
la i Sal os su e 
rr pa, Di. nt: 
3 4 4 3 


注意 本 例 中 解 x 表达 式 中 不 存在 At 项 , 即 不 存在 零度 空间 解 部 分 . 故 为 求 
yx 全 0 的 向 量 , 可 直接 求解 之 ， 


1 2 1 2 
s: 1 e “s 3 1 D 3 
| sp ss dJi 5 _ 1 2 

了 |3 4 4 s| 6209 y Ea 4 El Ed 
3. — 2 A = rose - <Ë 9 
oba SER SSES 3 4 7 3 


类 似 以 上 的 解法 ,可 得 这 一 不 等 式 的 解 是 
上 
上 > = i. h€ R! 
a iy 二 二 
即 仍旧 是 


y=A'h ER 
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虽然 本 例 中 A 矩阵 是 行 向 量 线性 相关 的 . 

附带 说 明 ,本 例 中 解 x 表达 式 中 缺失 At 项 ,表示 Ax = 0, 对 x 关 0 的 任何 
向 量 均 是 不 可 能 的 . 在 几何 上 这 表示 Ax > 0 的 解 空间 是 由 ai. o, ;. ,x = 0 决定 的 
4 个 平面 围 成 的 闭 锥 ,这 个 闭 锥 仅 在 x = 0 处 才能 有 Ax = 0. 

再 考虑 矩阵 A 存在 行 向 量 线性 相关 ,并 且 Ax 0 是 矛盾 不 等 式 的 情形 下 
P'(Ax > 0) 的 结构 . 在 此 情形 下 ,由 前 所 述 , P(Ax > 0) 集合 总 是 存在 于 某 个 
(m— s) 维 超 平面 上 ,这 里 s 宇 1, 所 以 ,可 以 想见 这 个 超 平面 上 的 法 向 量 一 定 
也 属于 P'(Ax 三 0). 因此 ,对 yE P' Ax >0) 的 表达 式 中 ,总 要 有 超 平面 工 的 
( 正 , 负 ) 法 向 量 的 项 . 

具体 地 讲 , 在 Ax > 0 为 矛盾 方程 组 的 条 件 下 , 取 (5. 5. 3. 17) 式 为 Ax 之 0 的 
解 的 形式 ,简化 符号 ,不 失 一 般 性 ,有 

y'x= yA A't + yA) e GD 过 0 
得 正法 锥 的 向 量 ”应 是 
YANA = 0 
— (5.8. 1.16) 
ly'A{1}GD’>=0 
方程 组 的 解 . 这 里 D! 是 (5. 5. 3. 15) 式 方程 组 的 解 
u=D, v v20 
决定 的 矩阵 . 容易 理解 . 若 4 和 矩阵 不 存在 ,如 Ax >> 0 的 解 是 (5.5.3.1) 式 , 则 》 
YADA 三 0 一 (5.8.1.17) 
方程 组 的 解 . 

对 (5. 8. 1. 16) (5. 8. 1. 17) 式 不 再 详细 地 作 分 析 ,因为 前 面 的 论述 完全 可 以 
移 用 到 这 里 . 以 下 仅 给 出 2 个 例子 以 说 明 y 的 表达 形式 、 

例 5.8.1.4 由 例 5.5.3.4 已 得 4xr 三 0 的 解 是 


l 
I 


u tER u€R 


* 
1 
一 3 
[ds 
于 
[ 
| 
ol- el” sl» sl» 


R y'x > 0 fJ. 
由 
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(0, 1,1, Dy=0 


得 
1 0 0 
0 1 0 g 
“一 器 sa 
0 —1 —1 
再 由 
7 
-1 -在 
1 0 o | _z 
jo 1 O 10 
On onat AN 
o 1 
0 —1 一 1 2 
1 
D> SB. 
简化 得 
r zl 一 2z: 一 z, > 0 
一 7z —9z, +3z, 2 0 
解 这 个 不 等 式 组 ,得 
本 
7 一 了 
16 _ 2 
:| 中 -7 -7h sER h€ R 
| 和 s 
70 了 
从 而 得 y 的 表达 形式 是 
i 33... < 8: 
0 0 70 7 
i x 7 7 
ai S a 
y jo o | J 70 7 
s = ee La s 
70 7 
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1 


ajo ajo [s j= 


l 


h 


显然 ,y 表达 式 的 :前 的 向 量 ,就 是 Ax > 0 的 解 x 集合 所 在 的 那个 超 平面 的 法 
方向 向 量 , 并 且 , 在 的 表达 式 中 ,这 个 法 方向 是 可 以 取 正 也 可 以 取 负 的 (s € R). 
例 5.8.1.5 对 例 5.5.3.5 的 关于 Ar 二 0 的 解 


I L. =S) 
6 6 6 
1 1 
aga. 200 g I 
x= 1 u u€R; 
-1-7 ? 
1 1 
a a z 
R y'x > 0 的 解 . 
yx 二 0 等 价 于 (经 化 简 ) 
1 —1 —6 1] 
1 0 -3 oly>0 
—5 3 18 3 
这 组 不 等 式 的 解 是 
-3 13 1] 
10 15 30 
本 
| 中 | 
' Sà 1l e 2 a. s ER 
1 10 45 90 
2 B8 
5 45 45] 
y 的 表达 式 中 也 含有 Ax 三 0 的 解 x 所 在 超 平面 的 ( 正 、 负 ) 法 方向 向 量 一 项 
CED s 参数 前 的 向 量 ). 
例 5.8.1.6 一 般 地 ,如 图 5.5.3.1, 当 Ax 二 0 的 解 ,在 Ax — 0 HA Ji Jy Fe 


组 时 ,可 表示 为 
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G(x=a ER 如 图 5.5.3.1 的 (a), 则 其 正法 锥 是 ary = 0 的 解 . 即 如 取 
坐标 变换 (x 一 x ) 使 at 直线 与 去 轴 重 合 ,那么 ,正法 锥 即 为 Or?zx? 平 面 (在 R, 


空间 中 ). 
(2)x=a +b. t€ R u20 如 图 5.5.3.1 的 (b), 其 正法 锥 也 是 一 个 


半 平 面 , 仍 见 图 5. 8. 1. 2 的 (a). 这 里 以 


(a) (b) 
图 5.8.1.2 
1) E 
x= | 一 1 十 2lu tER u2>0 
il l-1 
= L 
20 [ ° 
EN L. 1| 5 
y= stal se rer u>0 
1 一 4 
4 


为 例 . y 表示 为 
y=at+bu t€ R u2>0 


图 5.8. 1. 2 的 (a) 中 的 阴影 半 平 面 为 正法 锥 
(3)x=b'u +b'u, u, >0 如 图 5.5.3.1 的 (c). 则 其 正法 锥 中 的 向 量 


?可 表 成 
y=a+bu-+bu (€ R wu.,>0 


以 
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1 13 — 4 
| 8 h u>0 
1 =$ 11 


为 例 . 其 图 形 如 图 5.8.1.2 的 (b). 其 中 

阴影 部 分 为 x 的 集合 即 P(Ax > 0), 为 

平面 上 的 闭 锥 ,而 三 棱柱 体 则 为 正法 锥 . 

如 果 从 (b) 中 取出 P(Ax > 0) 所 在 的 平 

面 以 便 可 以 正视 它 , 就 会 有 图 5. 8. 1. 3. 
图 中 4 条 射线 之 间 有 关系 


图 5.8.1.3 


D'u, | bu, b'u, L blu, 


$5.8.2 反 演 问题 
反 演 问题 . 如 果 先 给 出 一 个 y 的 表达 式 ,然后 问 能 否 从 y 表达 式 中 反 演 出 一 
个 矩阵 A ,使 由 A 决定 的 不 等 式 方程 组 
Ax>0 
的 解 P(Ax > 0), 并 使 
yx>0 Vx€ P(Ax >0) 
成 立 ? 这 即 为 反 演 问题 . 
由 以 上 的 分 析 , 对 这 一 问题 有 以 下 推论 : 
推论 5.8. 2.1 MARE m 维 向 量 y 的 表达 式 , 即 有 m > n 矩阵 全, 维 非 负 向 
量 h, 使 
y=Ah ER 
则 y 一定 是 一 个 由 nn x m ft E BE A 和 m 维 向 量 x 决定 的 不 等 式 组 
Ax>0 
的 解 x 的 正法 锥 中 的 向 量 , 即 
yx2>20 当 Ar 三 0 
成 立 . " 


由 上 一 节 的 分 析 即 可 知 此 结论 . 并 可 知 , 不 论 信 矩阵 是 否 是 列 满 秩 的 ,总 可 
以 取 


AT 
A= ta —(S.8.2.1) 
w. AT 
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JEP W , J: k X n EEE 00 E fi SE BE ,k 可取 为 任意 正 整数 , 当 W , 取 为 0 矩阵 
(或 说 是 略 去 W，* 项) 时 ,就 得 到 A 的 最 简 形式 . 
推论 5. 8. 2. 2 MAE m 维 向 量 y 的 表达 式 , 即 有 m X n ERAR m X k 
HRED, n 维 非 负 向 量 h 及 维 向 量 s, 使 
y=B+Ah s€ R° h€ R. 
则 可 构造 m 维 向 量 x 的 等 式 一 不 等 式 组 


i. =0 
n —(5. 8. 2. 2) 
Ax>0 
那么 ,y 就 是 这 一 等 式 -不 等 式 方程 组 解 集合 正法 锥 的 向 量 . " 
如 果 规 定 把 
Ax >0 


称 为 原 不 等 式 组 (以 下 会 看 到 这 一 附加 规定 不 能 省 略 ). 则 由 上 一 节 的 分 析 可 知 ， 
当 A 和 矩阵 行 向 量 线性 无 关 时 ,由 原 不 等 式 组 解 集合 的 正法 锥 向 量 y 的 表达 式 ， 
取 (5. 8. 2. D&P W, = [0], 便 可 准确 地 反 演出 原 不 等 式 组 . 当 A 矩阵 行 向 量 
线性 相关 且 Ax > 0 相 容 时 ,由 y 的 表达 式 可 以 反 演出 原 不 等 式 的 最 简 形式 . 当 
Ax > 0 为 矛盾 方程 组 时 , 则 一 般 地 无 法 反 演 出 原 不 等 式 组 . 但 由 推论 5. 8. 2. 2 
所 作 的 反 演 即 


es 0 
<: — (5. 8. 2. 2) 
A'x2>0 
一 定 是 与 原 不 等 式 等 价 的 不 等 式 组 , 即 这 两 个 不 等 式 组 的 解 集合 一 定 是 相同 的 . 
这 可 以 从 以 上 等 式 -不 等 式 方程 组 解 的 唯一 性 得 知 . 

在 (5.8.2.2) 式 中 , 设 B! € R” 

Brx=0 
等 式 方程 组 的 解 是 
x=As SER" 

A, 是 任 一 个 基础 解 系 矩阵 . 

H Àx > 0 的 解 是 PCArx 之 90). 由 以 上 的 分 析 , PA x> 0) 集合 是 唯一 
的 . 所 以 ,(5. 8. 2. 2) 式 的 解 应 是 

(x|x=As s€ R") N POA X> 0 


HT (x |x=As sER"“} 也 是 唯一 的 ,所 以 ,(5. 8. 2. 2) 式 的 解 
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P(B'x = 0, A'x>0) 
一 定 是 唯一 的 . 
但 现在 已 设 
y=Bs+2 h s€ R ER 
是 原 不 等 式 组 Ar > 0 的 解 集合 P(Ax > 0) 的 正法 锥 ,所 以 ,只 能 有 
P(B'x = 0, A'x>0) = P(Ax >0) 
成 立 . 
故 
人 一 0 
< SAr>0 
A'x>0 


必 成 立 ， 

这 里 还 可 以 看 到 的 是 在 推论 5. 8. 2. 1 中 正法 锥 的 向 量 y 的 构造 在 形式 上 是 
符合 Farkas 引 理 的 结论 的 . 但 在 推论 5.8. 2. 2 中 ,由 于 s 参 向 量 可 取 为 含有 负 
数 分 量 的 向 量 , 故 其 形式 上 与 Farkas 引 理 的 结论 不 一 致 . 然而 ,这 只 要 将 推论 
5.8. 2. 2 中 正法 锥 向 量 y 的 构造 写成 

y=B'+(—Bs+Ah s,s ER h€R. 
则 在 形式 上 就 与 Farkas 引 理 的 结论 相 一 致 . 这 即 等 价 于 原 等 式 -不 等 式 方程 组 
人 =0 
Xx >0 
转换 成 以 下 不 等 式 方程 组 
B'x>0 
—Brx>0 
A'x>0 
MER y 就 是 这 一 不 等 式 方程 组 解 集合 正法 锥 中 的 向 量 . 

例 5.8.2.1 由 例 5.5.3.1 已 得 Ax 之 9 的 解 

—1 


olt tER u2>0 


= ° = |= 
= 
£ 
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M: 


其 正法 锥 中 的 向 量 y 应 为 


3 -3 
一 2 0 
| s+ h sER h>0 
La 1 
由 以 上 推论 5. 8. 2. 2, 得 到 一 个 不 等 式 组 ,是 
I 3z, — 2r, + z, + z, = 0 
一 3zi — =, +z, > 0 


解 这 个 方程 组 ,就 又 得 到 例 5.5.3.1 的 解 . 虽然 以 上 不 等 式 组 形式 上 与 例 
5. 5. 3. 1 的 原 不 等 式 组 是 不 同 的 . 
例 5.8.2.2 由 例 5.5.3.4, 例 5.8.1.4 已 得 Ax 宇 0 的 解 x 及 正法 锥 向 量 y 为 


7 
= =i 
T 
1 E Si ” 
x= | |+ || ‘ER u€R 
1 0 T 
1 2 
1 
na 
3 _4 
70 7 
3] |_1 _2 
一 2 70 rå h R h€ R 
7m 1 _ 4 8 s€ € R, 
l 1 70 z 
5 _ 6 
70 7 
可 反 演出 不 等 式 组 (简化 ) 


3 — 2zn+ nt xr =0 
3zr 一 16zx: —41z, +57z, > 0 


—2z— z+ 4n — 3z. 20 


直接 解 这 个 不 等 式 组 可 以 得 到 原 不 等 式 组 的 解 . 

在 这 2 个 例子 中 ,可 见 由 正法 锥 向 量 》 的 表达 式 所 反 演 出 的 不 等 式 组 与 原 
不 等 式 组 在 形式 上 有 显著 的 区 别 ,几何 性 质 上 也 有 显著 的 差异 ,但 却 可 以 有 相同 
的 解 集合 . 保证 这 一 点 的 必要 条 件 是 原 不 等 式 组 与 反 演出 的 不 等 式 组 都 包含 有 
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相同 的 等 式 约束 方程 组 ,只 不 过 在 原 不 等 式 组 
中 ,等 式 方程 组 是 以 两 两 负 线性 相关 的 不 等 式 
方程 表示 的 . 这 一 点 的 几何 意义 可 以 给 予 图 
5.8.2.1 以 例 说 明 . 图 5.8.2.1 表明 的 意思 
是 ,在 图 5.5.3.1 的 (c) 的 情形 下 ,不 等 式 
Ei. (x) > 0 R. g, + g, 负 线 性 相关 时 ,其 解 
空间 为 图 中 阴影 部 分 , 即 &,:(x) > 0 决定 的 
平面 上 的 一 个 团 锥 . 而 由 这 个 解 空间 的 正法 锥 
反 演 所 得 到 的 可 以 是 z... GO 之 0 不 等 式 方 BEEFT 

程 组 ,其 中 g1 O) = 0. 它们 在 几何 上 构成 的 是 图 5. 8. 2. 1. 其 中 的 阴影 区 域 为 
g1(x) 一 0 平面 上 的 闭 锥 .只 要 


ga >00 


10 一 0 8 
= oaa 


且 g. PEH g, PR 5.5.3.1 的 (c) 中 的 Oa. Ob 直线 转动 而 来 , WJ 
g. (x) 2 0 (g', G) = 0) 方程 组 的 解 一 定 与 原 不 等 式 组 相同 . 

一 般 地 , 若 记 X C R" 是 一 个 集合 , 则 X 的 正法 锥 (X) “是 指 

yx20 x€ X y€ (X) 

以 上 的 分 析 方法 说 明 ,如 果 我 们 已 知道 了 X 的 结构 ,特别 是 当 X 中 的 元 素 x 能 
够 以 线性 组 合 的 方式 被 X 的 最 简 基 向 量 组 表 出 ,那么 ,(X) 的 结构 总 可 以 利用 
以 上 方法 予以 确定 . 

以 下 仅 补充 说 明 X 为 R" 空 间 中 的 凸 组 合 时 ,(X) "的 结构 . 设 xE€ X 可 表 成 


x=@ s>0 Ds,=1 


$ E: m X n rE E£. 
Wh yE (X), 应 成 立 


yo>0= ey>0 


这 个 不 等 式 方程 组 的 解 即 是 凸 组 合 Bs 的 正 
法 锥 . 在 这 里 , 凸 组 合 中 的 点 x 其 实 是 被 当 
作 R” 中 的 (由 原点 出 发 的 ) 向 量 来 对 待 的 . 

由 下 一 节 的 分 析 , 当 凸 组 合 Qs 存在 对 
应 的 极 大 锥 时 ,gs 的 正法 锥 就 是 其 极 大 锥 的 
正法 锥 . 可 以 给 出 对 应 于 图 5. 8. 2. 2 的 凸 组 
合 的 正法 锥 的 图 形 . 

图 5. 8. 2. 2 中 射线 L,: 按 其 法 方向 所 
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夹 成 的 锥 即 是 凸 组 合 w… "的 正法 锥 . 这 也 就 是 x"*; 的 极 大 锥 即 ,射线 夹 成 
BERERE EL | L, L, | L. 而 在 同 组 合 关 ?中 ,其 正法 锥 则 是 与 知 
关连 线 正 交 的 射线 1 

容易 理解 ,如 果 x — 0 是 凸 组 合 X 的 内 点 , 则 X 的 正法 锥 (X)' 退化 为 单 点 
集 {0). 

由 这 里 的 分 析 即 可 知道 ,在 反 演 问题 中 ,由 某 个 正法 锥 中 的 向 量 y 

y=Ah ER 

要 能 反 演 出 产生 这 个 正法 锥 的 (任意 形式 的 ) 原 不 等 式 组 ,那么 , 原 不 等 式 组 的 形 
式 就 可 以 有 无 穷 多 个 并 且 这 些 不 等 式 组 的 解 集合 也 有 无 穷 多 个 . 如 图 5. 8. 2. 2 
任意 的 以 射线 4.* 所 夹 成 的 锥 为 极 大 锥 的 凸 组 合 (可 看 作为 某 个 不 等 式 方程 组 


的 解 集合 ) ,都 产生 同样 的 正法 锥 即 射线 Li, ,所 夹 成 的 锥 . 所 以 仅 只 有 当 附 加 规 
定 原 不 等 式 组 具有 


Ar 二 0 


的 形式 ,那么 , 反 演 才 具 有 唯一 性 (在 解 集合 意义 上 ). 如 图 5. 8. 2. 2 中 由 L, :与 
4,: 的 正 交 关系 ,可 以 唯一 地 决定 4, ,射线 (及 它们 所 夹 成 的 锥 ), 反 之 也 一 样 . 这 
一 点 对 于 

y=B+Ah seR ER 


的 情形 也 是 成 立 的 . 当然 , 反 演 时 , Ax > 0 的 形式 ( 即 矩阵 A 的 形式 ) 可 以 有 无 
穷 多 个 ,但 这 些 形式 上 不 同 的 Ax > 0 不 等 式 组 的 解 集合 都 是 相同 的 . 


§ 5.9 凸 组 合 基 向 量 组 的 唯一 性 


在 解 线性 非 齐 次 不 等 式 方程 组 


人 
x>0 


时 ,已 得 到 了 它 的 解 的 形式 是 
x= s+D v v20 s>0 > =1 
其 中 @, s 显然 是 一 个 凸 组 合 . 由 多 胞 形 表 示 定 理 , 即 知 D, 矩阵 是 唯一 的 . 


考虑 一 般 的 非 负 凸 组 合 . 设 A = [ai]。。 是 m X n 阶 非 负 实 矩阵 ,P,(A) 是 
H A 决定 的 凸 组 合 ， 
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P.(A)= (x|x=As s>0 Xs = 1 一 (5.9.1) 


可 以 将 P,(A) 看 成 是 由 nn 个 (R" 空间 中 点 的 ) 点 守 , j = 1, 2, =-, n 张 成 的 凸 
集 , 这 里 


Y= x= Ds j=1,2, m,n 
; 


其 中 心 是 A 矩阵 的 第 7 列 向 量 . P,(A) 即 为 非 负 凸 组 合 . 

AFE a #0, j=l, 2, =, n. 对 P,(A) 集 合 ,不 用 多 胞 形 表示 定理 ,直接 
构造 出 一 组 基 向 量 ,使 P,(A) 可 由 这 一 组 基 向 量 表示 ,并 且 , 这 样 的 基 向 量 组 是 
唯一 的 . 

定义 5.9.1 P,(A) 是 非 负 凸 组 合 , 称 一 组 向 量 x’',j = 1, 2, =, k Jë 
P,(A) 的 构造 向 量 ,如 果 对 任 一 x€ P,CA), 都 有 一 组 非 负 实数 s, >00, Ds, = 


1, 使 
x= Dsx’ j=1,2,-, k 
7 


成 立 , 并 且 对 x’ 中 的 任意 一 个 向 量 如 x', 1 < i < k, 都 至 少 有 一 个 x € P,(A) 
存在 ,有 


上 


x = Jax anda >0 1<:<k 


即 任 一 构造 向 量 x’ 都 是 “有 用 ”的 . C 
由 P (DREL M x =a, j=l, 2, 0, n, 就 是 P,(A) 的 一 个 构造 向 量 
组 .所 以 ,对 任意 的 凸 组 合 , 构 造 向 量 组 都 是 存在 的 . 4 k = 1，P,(A) 为 单 点 集 . 
以 下 均 设 上 > 1. 
但 对 于 任 一 凸 组 合 P,(A) 来 讲 ,构造 向 量 组 不 是 唯一 的 . 例如 ,在 R° 中 ,有 


-外 “站 


PA) = (x |x = six s s0 s +s =1) 
再 取 
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P(A) = (x | x= sS! +s +s sir 2 0 


sis; s= 1) 


易 见 
P,(A”) = P,(4) 
因为 任 取 
x € P,(A”) 
有 
区 二 十 so 站 十 Ss 
且 有 
和 二 十 :一 去 mU? = x 
所 以 又 有 
x= (si+ she 了) 十 (se 5 十 5S) 
取 
= h =se ts 
有 
S2 >0 s +s =1 
H x=sx + sx' € P,(A) 
所 以 P,(A”) C P,(A) 
反之 , 任 取 xE€E P,(A), 有 5, s 20, s +s = 二 1 使 
X= 十 sx 
则 由 以 上 符号 , 作 
sss. =se SHS 
并 取 5 足够 小 , 即 
0< s < min($, z) 
保证 有 
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sts +s =l 
x= =s Y +s P +s, E PA) 
成 立 . 从 而 
P,(A’) Ə P,(A) 
即 知 P,CA”) = P,(A) 


以 上 分 析 显 然 可 以 一 般 化 并 推广 至 任意 维 的 R” 空间 . 以 上 分 析 同 时 说 明 
了 ,如 果 P,(A) 的 一 组 构造 向 量 x, j= 1，2，…,& 中 的 某 一 个 向 量 x” 是 可 以 
由 其 他 的 2, j = 1， 2，…， h, 了 天 六 向 量 的 凸 线性 组 合 的 方式 表 出 ， 


xX = Dew £ >0 ) s =1 

则 去 掉 x” 向 量 后 的 向 量 组 xj = 1，2，…, k, j j AKIRI P, CA) 的 一 组 构 
造 向 量 . 所 以 ,可 以 有 

定义 5.9.2 称 P,(A) 的 一 组 构造 向 量 x’, j = 1, 2,…, kH T, CA) 的 基 
向 量 组 ,如 果 x’ 中 的 任 一 向 量 x*，1 < j 三 ,都 不 能 由 其 他 向 量 x’ ,j= 1; 
2，…, ,1 天 六 的 是 线性 组 合 表 出 . . 

这 样 ,可 以 有 推论 : 

推论 5.9.1 对 任 一 非 负 凸 组 合 P,(A), 都 存在 唯一 的 一 个 基 向 量 组 x’， 
了 一 1，2，…, ,使 对 任 一 YE P,(A) ,成 立 ， 


š N 
x= Dsr’ 5>0 Xs =1 n 
jai j=l 


证 明 : P,(A) 中 的 基 向 量 组 是 存在 的 . 由 上 已 知 P,(A) 一 定 存 在 构造 向 量 
组 x’ ,j= 1,2,…，,k. 若 向 量 组 x’ 中 的 任 一 个 向 量 x” 都 不 能 由 其 他 向 量 的 凸 
线性 组 合 表 出 ,那么 ,这 一 构造 向 量 组 就 是 基 向 量 组 ,否则 ,车 x 可 以 由 其 他 向 
量 的 凸 线性 组 合 表 出 ,那么 ,就 从 x 中 剔除 x' ,重新 编 上 标号 ,可 有 构造 向 量 组 
x’, j= 1,2, ,久久 一 一 1, 如 此 继续 剔除 这 一 新 的 构造 向 量 组 中 可 以 由 
其 他 向 量 的 凸 线性 组 合 表 出 的 向 量 过 ,得 到 又 一 个 新 的 构造 向 量 组 x’，,j = 1, 
2，…，, kè, K = k—2, …. 这 个 过 程 不 能 持续 到 刀 — 0 (二 上 二 1), 因 为 P,(A) 
不 可 能 没有 构造 向 量 存在 , 故 最 终 总 能 在 某 个 0 < k 二 的 时 候 ,得 到 x’,j = 
1, 2, ee, 万 , 且 关 中 的 任 一 向 量 均 不 能 由 其 他 向 量 的 凸 线性 组 合 表 出 ,并 由 于 xz 
是 P,(A) 的 构造 向 量 , 故 这 样 得 到 x ,一 1，2，…, K 就 是 P,(A) 的 基 向 量 组 . 

其 次 ,由 P,(A) 的 构造 , 取 构造 向 量 组 A = [ae …, a" ] 的 列 向 量 组 作为 


x'=@ j=1,2, m,n 
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设 x 就 是 一 个 基 向 量 组 ,否则 利用 以 上 方法 可 以 在 * 中 得 到 基 向 量 组 ,并 仍 用 
“n” 表示 这 一 基 向 量 组 的 向 量 个 数 . 现在 假设 P,(A) 中 还 存在 有 另 一 个 基 向 量 
组 , 记 为 

x. i=1,2,-,. k 


那么 ,由 基 向 量 组 的 定义 ,对 向 量 组 a’ 中 的 任 一 个 ,比如 a' € P,(A), 有 


另 一 方面 , 亦 有 
x = Bsa sy >0 Js=! i=1,2, =, k 
从 而 ， 
a = Da (De) = D ts, w = Beet S (Yu, o 
所 以 有 


Gü- Yrsa )a' =E (Dus, Ja 


jn = 


再 由 所 有 tsy 的 性 质 ,以 及 @ 均 为 非 负 实 向 量 的 性 质 即 知 , 必 有 


1 一 xsn >0 
= 
因此 , 若 
+ 
1— Disan>0 
各 
可 以 有 


其 中 
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x J ( = 3 


1— Disa 
各 


ÈD) D Ge) DaDa) Xa =a 


但 这 即 表明 a' 可 以 由 @ ,一 2, 3,，…，, 寻 向 量 组 的 凸 线性 组 合 表 出 ,这 与 
a, j= 1, 2,…，, nn 是 基 向 量 组 的 假设 矛盾 . 故 只 能 有 


1 Dos 0= Dus =1 


m 


但 这 即 意味 着 


4 
Diss =0 j=2,3, sn 


RE—HAKRP- ERLA i= i, 1 <i < k RRE FRE 


所 以 必 只 能 有 
a' = xò 
成 立 . 同 理 可 证 ,也 必然 要 有 
d =x, j=1,2,.%…,n 
成 立 . 此 即 表明 向 量 组 
x's i=1,2, >, k 
—E# k > n. 


# k = n, 则 由 上 即 知 x 重新 编 上 标号 后 就 是 a’, j 二 1，2，…, n 向 量 组 ， 
3k > n WRF th l< i< k, iZ i, j=l, 2, 1, nn 的 任 一 x', 都 可 有 


x = X): = Dari sy >00 Sa =1 
r= = 


= 


RH x, i= l, 2, =, k > n RPE P, CA) 的 基 向 量 组 . 
所 以 , P,(A) 的 基 向 量 组 是 唯一 的 ,并 可 由 矩阵 A 的 列 向 量 组 确定 . 


750 3 Tk #E Ft 55 3 32 #E fÉ 3 € 5 > 3) 


从 几何 上 讲 ，P,(4) 的 基 向 量 组 就 是 构成 它 的 全 部 的 顶点 (坐标 ) 的 向 量 
组 . 容易 理解 的 另 一 点 是 ,如 果 把 由 基 向 量 组 x', j — 1,，2,…，, n 构造 的 P,(A) 
具体 写成 


P(A) = P,(z!, zt, ==, z") 
那么 , 任 取 x's, x, o, x" RAFE k x ，…, x, 1 < k < n RBA 
Pw, x, °, mh) C P,a, x, =, x") 


因此 ,如 果 将 任 一 x € R" 向量 能 够 被 一 组 向 量 x…,j = l, 2, s n ADR 
性 组 合 的 方式 表 出 , 称 为 x 与 x’ 向 量 组 存在 凸 线性 相关 ,那么 ,我 们 就 可 以 说 ， 
P,(A) 中 的 基 向 量 组 x’, j=l, 2, …, n P. (A) 中 的 极 大 凸 线性 无 关 向 量 组 ， 
基 向 量 组 x’ 的 个 数 n 是 P,(A) 的 凸 秩 . 由 以 上 的 分 析 , 凸 秩 即 等 于 顶点 的 个 数 . 
fg R 空间 中 ,P,(A) 表现 为 凸 多 面体 . 由 著名 的 Euler 定理 ， 


V=F—E+2 


其 中 V 一 顶点 数 ,上 一 多 面体 的 面 的 个 数 , E 一 棱 的 个 数 . 这 里 V 即 是 R 中 的 
P,(A) 的 凸 秩 . 

在 这 样 的 表述 中 ,“ 凸 线性 相关 ”“ 凸 秩 ” 的 含义 与 传统 的 线性 代数 中 的 “ 线 
性 相关 ”“ 秩 ”的 含义 有 相似 之 处 ,但 在 以 下 一 点 上 存在 区 别 . 即 一 般 地 说 ， 
P,(A) 是 R” 空间 的 凸 组 合 , 凸 秩 为 mx ,了 一 1，2，…，, n 为 基 向 量 , 则 对 任 一 
x€ P,(A), 有 


x= Ds’ 机 证 人 
= 


m 


但 是 ,这 种 表示 形式 一 般 不 是 唯一 的 . 例如 , 取 
二 


4 
作 P(A) = [x | x= sx! Ts sy st, saa 220 Ds =1} 
7 


T 


Wac (2.4) ERAO 则 可 以 有 


都 可 以 有 
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成 立 . a I 
系 如 图 5. 9. 1. 一 般 地 , 因 xE R", 设 x A 


esi 二 1,2,…,m 是 R" 空间 的 标 图 5.9.1 
准 基 向 量 ， 


对 任 一 x € P,(A), 一 方面 有 


x= Sisa’ s>0 Xs =1 
= - 
另 一 方面 又 有 


= 
REW s ty 都 是 实数 ,并 且 在 e 基 向 量 组 下 ,t, ,1, 都 是 唯一 的 . 
因此 ,由 


x= Ès Due)= BB) 
得 到 


Ds = i=1,2, +, m 


SA 


方程 组 成 立 . 要 使 这 一 方程 组 有 唯一 解 5,j = 1, 2,，…, ?的 充 要 条 件 即 是 其 系 
ROEE Cn + 1) X n MERE) 


tna t t 
In tn t. 
fa ta tmn 
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是 满 秩 的 . 故 必 应 有 
n=m+1 


并 且 用 (一 1) 乘 此 矩阵 的 第 n 列 向 量 再 分 别 加 到 前 ”一 1 个 列 向 量 后 的 矩阵 行 
列 式 


tains baim e hantin’ bs 


nins tains “5 hanh h 
tminn ag Enns o Lnn Emn? Enn 
0, 0, =, 0 1 

和 一 和 bein "5 bian in 

ta — tn» ta 一 tes FIE tb — tss 
= #0 


ta to ing in l bned t, 
而 这 即 等 价 于 说 xj = 1，2，…，, ?个 P,(A) 的 基 向 量 , 存 在 以 下 关系 ， 
(Dn=m+1 
Q) x ax", a, e x”) — x" 向 量 组 是 线性 无 关 的 . 易 见 ,以 这 样 的 一 
组 基 向 量 x’, j = 1, 2, …, 所 构造 出 来 的 凸 线性 组 合 P,(A) ,只 能 是 R” 空间 


中 的 单纯 形 . 所 以 ,可 以 知道 , 当 且 仅 当 P,(A) 是 R" 空间 上 的 单纯 形 时 ,x € 
P,(A)， 


x= Dsz’ s>0 Ds,=1 


im F 


的 形式 才 是 唯一 的 . P, CA) 是 R” 空间 上 的 单纯 复 形 时 ,这 一 表 出 形式 不 是 唯 
一 的 . 如 图 5. 9. 1 中 的 x 点 可 以 作为 x"…” “顶点 组 成 的 三 角形 (单纯 形 ) 的 内 点 由 
x, x 顶点 表 出 ,但 也 可 以 看 作 是 三 角形 x"* BJ SK IH x'. x°. x' 顶点 的 
凸 线性 组 合 表 出 . 

最 后 ,将 推论 5. 9. 1 推广 至 一 般 的 凸 组 合 P,(A). 对 于 一 般 的 P,(4) ,其 构 
造 向 量 组 x’,j 一 1， 2, …, 上 中 的 任 一 向 量 x’' 不 一 定 是 非 负 的 ,但 可 以 对 P, CA) 
作 平 移 变 换 , 取 


M> max(| min(z) |) i=1, 2, =, m j=1,2, =, n 
其 中 z; 指 x' 的 第 i 个 分 量 . 则 对 任 一 x € P, A) 

x+M>0 M= (M. M, =, M) 
成 立 , 故 若 记 


S5 闭 凸 锥 的 构造 一 一 线性 不 等 式 方程 组 的 解 753 


P;(A) = {x' | x! = x+M, x € P,(A)) 


则 P+ (CA) 是 非 负 的 , 旦 zx” = xv'+-M > 0, HEP x” 是 P+(A) 的 构造 向 量 组 . 可 知 
推论 5.9.1 对 P+ (A) 成 立 . 再 由 平移 变换 的 性 质 易 知 , 推论 5.9.1 对 一 般 的 
P,(A) 凸 组 合 也 是 成 立 的 - 

补充 ; 凸 组 合 决定 的 极 大 锥 . 任意 一 个 凸 组 合 PA, HRA x, j=l, 
2,，…, 7 中 ,可 能 存在 有 这 样 的 x* 顶点 ,使 


= Y i>i Jul 
即 顶 点 x° 可 以 由 其 他 顶点 的 正 线性 组 合 表示 (注意 x* 不 能 由 其 他 顶点 以 是 组 合 
方式 表 出 ). 将 这 样 的 顶点 x 全 部 剔除 . 记 余 下 的 顶点 为 ,这 ,，…, X, KA 
n HY 是 线性 无 关 向 量 组 , 则 称 ， 


x= DHE j0 ` 一 (5.9.2) 


Ja 


决定 的 x 的 全 体 组 成 的 集合 为 凸 组 合 P,(A) 决定 的 极 大 锥 . 若 记 


PA) = (x | x = 27:, 3) 一 (5.9.3) 
则 总 有 
P,(A) C P,(A) 
不 是 任何 凸 组 合 P,(A) 都 有 对 应 的 极 大 


锥 存在 . 图 5. 9. 2 中 由 顶点 XY'*? 组 成 的 凸 组 
合 没 有 以 上 (5. 9. 2) 式 决定 的 极 大 锥 ,因为 向 


量 关 .是 线性 相关 的 . 由 顶点 总 “> 组 成 的 
西 组 合 中 次 TAI? 的 正 线性 组 合 表 出 , 训 * 
是 线性 无 关 的 , 故 ,由 原点 出 发 且 过 x"* 的 射 
线 h: 即 夹 成 凸 组 合 x"'*? 的 极 大 锥 . 容易 理 


解 ,( 无 穷 多 个 ) 不 同 的 凸 组 合 可 以 决定 相同 的 极 大 锥 . 如 上 图 中 用 阴影 区 域 表 
示 的 那个 凸 组 合 也 可 决定 由 射线 1, , 所 夹 成 的 闭 锥 . 


$5.10 附录 : Farkas 引 理 的 说 明 


Farkas 引 理 在 正法 锥 及 非 线性 规划 中 都 有 重要 的 作用 . 因此 ,应 当 再 给 予 
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更 多 的 讨论 . 
以 下 分 析 中 的 各 符号 在 意义 上 与 上 文 所 引 的 Farkas 引 理 中 的 规定 相同 . 
Farkas 引 理 可 以 理解 为 ,车 m SE P] B b 是 使 所 有 的 Ax 2 0 成 立 的 x, 有 
b'x 20 的 向 量 , 那 么 ,该 引 理 仅仅 是 断言 以 下 方程 组 一 定 有 解 ， 
Tg ss 
Aene 一 (5. 10.1 
p2>0 
H+ 
b'x=p'Ax20 HAx>0 
BRE p > 0 ñ) n #t lË) Rk Jë — E n] D1 89. 在 这 个 意义 上 ,Farkas 引 理 的 结论 是 成 
LH. 
应 注意 Farkas 引 理 的 结论 仅 在 矩阵 A 是 m X m B E RER , A Lrt — 
性 , 当 和 矩阵 A 不 可 逆 时 ,其 结论 不 具有 唯一 性 ,并 且 , 以 上 所 指 的 六 向 量 也 可 能 由 


b = A'p 
H p 的 分 量 中 含有 负数 来 构造 
例 5.10.1 取 和 矩阵 A 如 下 
$ == | 
-| 2 ~ 
—1 —1 1 
先 给 出 
Ar 之 0 


的 解 , 现在 A 矩阵 的 第 1 第 2 行 向 量 of ，az 是 负 线性 相关 的 . 


a 一 一 az 
所 以 ， 

Ax>0 
是 矛盾 方程 组 . 即 

Ax>0 
其 实 只 能 是 
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的 形式 . 这 个 方程 组 的 解 是 


1 14 
l -5 
x=|4|z+|—1lu zER u>0 
5 4 
Lid 5j 
因此 可 知 
[°] 
A 
R(Ax > 0) = u u>0 
13| 
15] 
再 作 b = Arp, 有 
0 
T| 0 


故 任 取 p" = (Ps hor 0) D 6 < 0, p 2 0, fE b = Ap ,就 总 有 对 所 有 使 
Ax >0 的 x,b'x > 0 成立 
例 5.10.2 PERE AMF 

3 一 2 j 


m >Y 4 
L 1 —4 3 


现 A 矩阵 的 行 向 量 间 有 正 线 性 相关 性 ， 


a; = al +2 + a; 


成 立 . 
现在 Ax > 0 的 解 是 
1 
5 š 一 出 
x 一 |4|z 十 | 一 2 a} zER v€ R 
Š 1 1 
1 


由 此 可 知 Ax > 0 的 值 域 是 
4 0 


R(Ax 二 0) = Ë 3 


| v€ R 
14 6 
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E b = A'p,WJ 
BEBE bx 过 0 成 立 ,有 


14 0 
|o 3lv 三 0 v=0 


14 6 
即 应 要 求 (简化 后 )， 
f +, 2>0 
证 十 2 > 0 
此 不 等 式 组 的 解 是 
一 1 5 一 2 
e- ajf- h tER ue R 
1 i 2 


显然 , 易 取 到 含有 负数 分 量 的 P, 如 取 : = 1, u = (1, 1)". 得 
2 

p= Ë 2 

4 


b'x = 84u, + 18u, > 0 


但 由 Farkas 引 理 ,即便 是 由 含有 负数 分 量 的 p 向 量 所 构造 出 来 的 上 述 b 向 
量 , 也 总 能 够 由 另 一 个 非 负 的 向 量 P 使 b = Ap. 例如 对 于 例 5. 10. 2 中 的 5 向 
量 , 可 解 以 下 方程 组 


12 
且 得 b=Ap= |- " 
12 


并 有 


这 一 方程 组 的 解 是 


6] [—1 
P= b Ri: 0<:<3 
0. 1 


从 而 有 无 穷 个 p' > 0 可 以 同样 构造 出 5 向量 . 
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由 以 上 p' 的 解 的 构造 , 令 上 = 0. t = 3, 得 到 


6 3 
P, 一 ñ p, 一 P| 
0 3 
注意 p... 表示 以 上 给 出 的 5b 可 由 
b" = 6a; + 6a; 


或 


b" = 3a; + 3a} 


表 出 (a' 是 A 的 第 i 行 向 量 ), 并 且 ar a, 以 及 a as WEER A 的 极 大 线性 无 
关 ( 行 ) 向 量 组 . 
一 般 地 确实 可 以 得 到 这 样 的 结论 , 即 若 有 p > 0, 构 造 


b= A'p 


则 总 可 以 在 A 中 找到 (至 少 ) 一 个 极 大 线性 无 关 行 向 量 组 al. i= 1，2，…，A， 
k = rank A, 并 有 一 组 不 全 为 0 的 实数 > 0, 使 


4 
b= >u ar 


对 这 个 结论 可 以 通过 类 似 以 上 示例 那样 地 求解 等 式 一 不 等 式 方程 组 的 过 程 
予以 证 明 , 但 此 处 不 予 展开 . 在 下 一 章 关于 非 线 性 规划 中 的 Lagrange RF h it 
的 基 向 量 组 的 分 析 中 会 给 出 更 详尽 的 解释 . 这 里 仅 结合 例 5. 10. 1 对 此 结论 给 予 
一 个 几何 上 的 说 明 . 

在 例 5. 10. 1 的 矩阵 A 中 ,其 解 空间 是 
aix = 0( 或 alx = 0) 决定 的 平面 上 的 在 ar 
向 量 所 指向 的 那 一 侧 的 半 平 面 . 构造 与 此 半 
平面 正 交 的 Ors 截 平 面 坐标 系 ,在 此 坐标 系 
上 有 图 5. 10. 1. 

4,2,3 是 qi,s,3x 二 0 决定 的 平面 与 Qes 
平面 的 交 线 ,B l.: H l 的 交点 . Vasas 
是 法 向 量 al. ,. ,决定 的 方向 向 量 . 例 5. 10. 1 
的 解 x 是 从 B 点 出 发 与 1,, 直线 重合 的 ( 单 
位 ) 方向 向 量 . 则 与 x 的 夹 角 成 锐角 的 ( 单 
位 ) 向 量 b 只 能 是 从 B 点 出 发 且 终 点 落 在 图 中 单位 ( 半 ) 圆周 上 的 向 量 ,如 b、b' 这 


图 5S.10.1 
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样 的 向 量 . 显然 ,5 THa, a 的 正 线性 组 合 表 出 ,b 则 可 由 as a, 的 正 线性 组 合 
表 出 . 总 之 ,凡是 与 x 的 夹 角 成 锐角 的 向 量 b 总 能 由 A 中 的 某 个 线性 无 关 极 大 
( 行 ) 向 量 组 的 正 线性 组 合 表 出 “3 

Farkas 引 理 的 加 强 . 符号 意义 不 变 , 考 虑 有 向 量 b, 并 对 所 有 满足 Ax > 0 R. 
Ax = 0 H x pÀ V b! x > 0 的 充 要 条 件 . 

由 以 上 的 分 析 , 因 b" 向 量 总 能 由 A 中 的 某 个 极 大 线性 无 关 ( 行 ) 向 量 组 a; , 
j= 1, 2, =, k, k = rank A 以 非 负 线 性 组 合 的 方式 表 出 , 故 应 有 


b= Der 1>0 一 (5. 10. 2) 


便 可 有 对 于 所 有 满足 Ax 三 0 且 Ax 隆 0 的 x 成 立 
b'x>0 
因为 有 Ax Z 0, Ra; 是 A 的 极 大 线性 无 关 ( 行 ) 向 量 组 , 故 a"x 乘积 不 能 全 
为 0, 则 由 以 上 条 件 (5. 10. 2) 式 , 即 知 
b'x>0 
可 有 
(加 强 的 )Farkas 引 理 (1 ) 
设 A 是 给 定 的 nxXm 阶 实 矩 阵 ,b 是 给 定 的 m 维 向 量 ,对 所 有 满足 Ax 宇 0 上 且 
Ax = 0 W x BÑ Xr. b ' x 二 0 的 充 要 条 件 是 存在 k 维 向 量 p > 0, rank A = ,并 对 
A 中 的 一 组 极 大 线性 无 关 ( 行 ) 向 量 组 a ,成 立 


b = Drea, 一 (5. 10. 3) 


. 

由 图 5. 10. 2 可 理解 以 上 条 件 的 必要 
性 ,图 5. 10. 2 中 ,法 方向 为 Wi, ,的 直线 4 ， 
L U O 点 为 顶点 , 夹 成 锥 . 这 一 个 锥 即 为 
` VI, x > 0 不等式 方程 组 的 解 空间 . 5 b ñj 
HIVI, VI, 的 正 线性 组 合 表示 时 ,如 图 ,b 应 


图 5.10.2 


51] 由 此 图 也 可 说 明 , 与 x 夹 角 成 锐角 的 向 量 5, 也 可 由 
b=tatte <0 >0 
HERRN BRM. 
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位 于 V4 T VI, 所 夹 的 锥 ( 即 正法 锥 ) 内 ,这 样 的 5 可 使 任意 的 属于 4, 、i, 所 夹 闭 锥 的 
x 向 量 成 立 b"x > 0. 但 车 


b = t, VI, + t, VI, 


中 的 线性 相关 系数 t t 不 全 是 正 数 ,比如 t。 = 0, 如 图 中 的 b' 向 量 , 那 么 ,由 于 
V, Sh 正 交 , 故 在 4 上 的 向 量 x , 便 有 bx = 0. 所 以 要 使 对 任 一 属于 上， 射 
线 所 夹 成 的 闭 锥 的 x 向 量 成 立 b"x > 0, t, t, 系数 必须 严格 大 于 0. 

还 可 以 得 到 

(加 强 的 )Farkas 引 理 ( [[ ) :符号 意义 同上 ) 对 所 有 满足 Ax 二 0 的 x 成 立 
b' x 二 0 的 充 要 条 件 是 存在 上 维 向 量 P >> 0 (p Z 0), k = rank A, 并 对 A 中 的 一 
个 极 大 线性 无 关 ( 行 ) 向 量 组 a ,成 立 (5. 10. 3) R. . 

加 强 的 Farkas 引 理 在 非 线 性 规划 中 有 应 用 . 由 上 可 见 在 (5. 10. 3) 成 立时 ， 
要 求 对 xE P('Ax 三 0), 有 


A Ax>0 Ax>0 Š 

bx>0% po.6 or P=: (其 中 b= A'p) 
这 即 表 明 构 造 b 的 向 量 p TE bx > O RIEF p 是 否 为 严格 大 于 0 的 向 量 与 值 域 
R(Ax > 0) 是 否 严格 大 于 0 的 性 质 有 关 . 
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§ 6.1 Kuhn -Tucker 条件 的 描述 


对 于 一 般 的 非 线 性 规划 问题 ， 


P): min f) 
paa i=1,2, =, k 
s. t. 
nx)=0 j=l, 2, p 


构造 Lagrange 函数 


i , 
L(x, œ, 6) = f(x) — Dog, 0 — D Gh; (x) —(6.1.1) 
= = 
其 中 四 “为 Lagrange 乘 子 (向 量 ). 
使 用 以 下 符号 : 


DD 一 二 阶 可 微 函 数 f(x) 、g,(x) 、h,(x) 的 定义 域 , D C R”. 
X 一 一 规划 问题 (P) 的 可 行 集合 . 


X={x|g) 0 h(x) =0,i=1,2, ,kj=1,2,.,p,x€D) 


可 行 集合 通常 就 是 “可 行 区 域 "( 见 下 节 定 义 6. 2. 1). 
妈 一 一 ( 待 检验 的 ) 局 部 极 小 值 点 , x € X. 
I ) 一 一 下 标 集合 . a) = (| ga = 0,i=1,2, k), Y € X. 
N HBR, Na) = (x | xz 一 站 <j,8>0,x6€ R") 
一 般 地 邻 域 N(x ) 如 上 所 示 是 取 为 闭 邻 域 的 形式 ,但 按 需 要 也 可 以 取 成 开 
邻 域 的 形式 . 
zx 一 一 台 点 处 的 能 行 方向 向 量 ,zE R".z 是 满足 以 下 条 件 的 向 量 , 即 若 有 
ò> 0, 使 


x +z € N(x NX 
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则 对 于 任 一 个 0< 9< 下， 都 有 
如 十 gz € Nx) NX 
Z'(x'y— X fE x° 处 的 线性 化 锥 . 
Z'a) = {z | Ve (xz 220, i € Ix), Vh (x)z = 0, j= l, 2, 1, p} 
S(X, x')—p HE x° 处 的 闭 切 锥 
SX, 9 = A ŠA N Ni G, x) 
其 中 SCX n Ni (x°), x) 是 包含 集合 {a — x |a € X) 的 所 有 闭 锥 的 交集 . 
定义 6.1.1 AC FR" 是 一 个 集合 ,用 记号 A' 表 示 A 的 正法 向 锥 . 
A' ={xrjxry 二 0, 对 所 有 的 yE A) C 


定义 6.1.2 (局 部 极 小 值 点 ). 若 在 x° 处 存在 正 实数 $ > O, 使 对 所 有 的 
x EN) N XEL 


fO) 2 fOe) 
则 称 x° 为 规划 (P) 的 ( 弱 ) 局 部 极 小 值 点 . 如 果 对 所 有 这 样 的 x 成 立 
S > fO) 
则 称 x° 是 (P) 的 严格 局 部 极 小 值 点 、 B 
在 以 上 符号 规定 下 ,有 关 规 划 (P) 的 局 部 极 小 值 点 的 主要 定理 为 以 下 三 个 
广义 Kuhn - Tucker 条 件 ( 一 阶 最 优 条 件 ): 
A x 是 规划 (P) 的 局 部 极 小 值 点 ,并 设 
(Z! (x°) = (S(X. YY 一 (6.1.2) 
则 存在 向 量 @ = (ww，w，…， a)", Ç = (ç. t... tt. 使 得 


A 
VE) — Jw, Vg: a) — 2168 Vh (x°) = 0 
A 


= 
eg ()= 0 ¿i=1,2,-, Ë —(6. 1. 3) 
w> 0 


以 下 记 


4 , 
VLG, @, 6) = Vf) — Dove, (x) — DE Vh a) 
= = 


762 KAHAK #E Ft 66 4234 £= f 3 € 5 2 JJ 


由 于 当 
Z'(x) = S(X, x ZX) = (S(X, x°)” 
故 以 下 将 
Z' (x) = S(X, x°) 一 (6.1.4) 
取 为 一 阶 约束 品 性 . 
再 使 用 以 下 符号 规定 


Za) = (z 1VgrGm)z 一 0iETJGr)，VhTCz)z 一 0 一 1，2 =, p} 
一 (6.1.5) 


和 = li lz, G°) = 0, i € IG), Be. >0) —(6.1.6) 
其 中 w, 是 一 阶 最 优 条 件 中 的 乘 子 .fox) C IC). 


A 
Z°) = (z | Vg] (x°)z = 0, i, € IO), Vg1 Oz >> 0, iE, i is 
Vh a)r = 0, j=1, 2, =, p} 一 (6.1.7)51) 


定义 6.1.3 如 果 每 个 非 0 的 zeE 包 (xe) 与 包含 于 X 的 边界 中 的 一 条 二 次 
可 微 弧 相 切 , 则 称 x° € X 处 满足 二 阶 约 束 品 性 (A) 527. " 


二 阶 ( 必 要 ) 最 优 条 件 


设 a” 是 规划 (P) 的 局 部 极 小 值 点 ,并 设 一 阶 最 优 条 件 成 立 , 并 且 在 =" 处 二 
阶 约束 品 性 (A) 成 立 , 则 对 z 尖 0, z € ZO), 有 


4 , 
[VS — Do Vga — DE Vh aeo 一 (6.1.8) 
“= pe 图 
以 下 记 
4 , 
VIL, @, D = Vf) — Do Vg Cx) — 518, Vh CG) 
A = 
严格 局 部 极 小 值 点 的 充分 条 件 


设 € X, 若 存在 向 量 o, Ç MW RL 


A 

51) 为 了 更 为 清晰 地 表述 Z' OORA REEMA T iA 708. 这 样 处 理 的 意义 在 下 文中 可 以 
看 到 . 

52] 详 见 下 文 . 
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Vf) 一 Wa) — > Vh,(x°) = 0 
wga) 一 0 i=1,2, wa. çG.: 
o, >> 0 
且 对 于 每 个 = 天 0, zeE 2 G), A 
zV) 一 Sa Vga) 一 > Vha] >0 一 (6.1.9) 
各 £ 


则 x° 是 规划 (P) 的 严格 局 部 极 小 值 点 511 . 

以 上 这 3 个 条 件 和 一 、 二 阶 约束 品 性 即 为 非 线性 规划 中 的 基础 定理 . 在 这 些 
条 件 及 约束 品 性 中 ,存在 一 些 尚 需 进一步 澄清 的 问题 ,例如 一 阶 约束 品 性 的 几何 
意义 二 阶 最 优 条 件 为 什么 只 是 “必要 条 件 ”, 而 在 二 阶 条 件 的 实际 运用 上 ,还 需 


要 给 出 人 (x) 集合 的 构造 , 即 要 解 出 以 下 等 式 一 不 等 式 混合 方程 组 
Val (Gx) i ETa 
VeT(x)z>0 i€ ia) - (6. 1. 10) 
WhyrGr)z 一 0 j=1,2, =, p 
在 不 给 出 (6. 1. 10) 的 解 的 情况 下 ,只 能 对 一 些 简单 的 非 线 性 规划 问题 才能 
运用 充分 条 件 . 当然 ,现在 我 们 可 以 利用 上 一 章 关于 线性 不 等 式 方程 组 的 解 的 方 
法 ,得 到 (6. 1. 10) 式 的 解 .但 这 三 个 定理 中 仍 存在 一 些 含混 之 处 . 


注意 ,在 二 阶 (必要 ) 最 优 条 件 中 的 (6. 1. 8) 式 在 形式 上 接近 于 (6. 1. 9) 式 , 区 
别 仅 在 于 (6. 1. 8) 式 是 弱 不 等 式 而 (6. 1. 9) 式 是 严格 不 等 式 ,其 次 (6. 1. 8) 式 中 的 


向 量 ARZ! (x) 集 合 , 而 (6. 1. 9) 式 中 的 向 量 z 则 是 遍 取 21(x") 集 合 . 


EA Co) 集 合 与 和 (x ) 集 合 可 知 ,和 (x") 集 合 由 以 下 等 式 方程 组 的 解 空 
间 构 造 : 


位 一 0 i€1(x) 


T x 一 (6.1.11) 
Vh; Cr )z 一 0 J=1,2,-, p 


很 显然 ,仅仅 当 TG Z IG) 时 ,(6.1. 11) 式 与 (6. 1. 10) 式 才 在 形式 上 有 所 区 
别 . 换 句 话 讲 , 当 TaD = aD M, ZaD = a. m Lo C IO) 时 ， 
形式 上 才 有 名 GD CŽ GO. 因此 二 阶 ( 必 要 ) 条 件 与 (严格 ) 局 部 极 小 值 点 的 充 


(1) 以 上 内 容 引 自 ( 非 线性 规划 》 上 册 ,M.。Avriel, 第 3 章 . 符号 及 个 别 地 方 有 所 改动 . 关于 这 三 个 定理 
的 证 明 , 可 见 所 引 书 章 . 
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要 条 件 的 实质 性 区 别 仅 在 La C ICxe) 时 才 有 意义 513. 但 这 样 一 来 ,就 出 现 
了 为 什么 在 TG) = 1(x*) 时 原本 上 是 必要 条 件 的 二 阶 最 优 条 件 同时 又 成 了 充 
分 条 件 就 应 给 予 说 明 . 换 句 话说 ,所 谓 的 “二 阶 (必要 ) 最 优 条 件 " 之 所 以 只 是 必要 


条 件 而 非 充 要 条 件 的 缘由 尚 有 待 说 明 . 


次 ,决定 fw) 集合 的 是 四 之 0 上 且 四 天 0 的 Lagrange RFH. 18 o RTE 


否 是 唯一 的 ? 如 果 @ 不 是 唯一 的 (那么 ,7(x ) 也 就 不 是 唯一 的 ), 则 如 果 o, o 都 
是 问题 (P) 的 同一 个 局 部 极 小 值 点 * 处 的 (不 同 的 ) 乘 子 ,@' 、ey 的 区 别 或 说 是 几 


何 意义 上 的 区 别 究 竟 在 哪里 ? 下 面 将 会 给 出 2 个 中 乘 子 不 唯一 的 实例 . 
例 6.1.1 
min f(x) = (x=, — 3) + (z, — 3) + (z, — 3) 

gG) 一 8 一 好 一 也 达 0 
g(x) = 10 一 4zl — z, > 0 
g. (x) = 8— r, —3r, 2 0 
Base (x) = Ziz 22 0 

构造 Lagrange 函数 


L = f(x) — o gi (x) — w ga (X) — w, g (X) — wT — y 2, — ah Ey 


由 一 阶 最 优 条 件 


SF sQ EE E. a 
i wg (x) =0 j=1,2,3,4,5,6 


并 取 z, > 0, >o = 0,i=1,2,3,j=4,5,6, 从 一 阶 条 件 可 得 


2(1 十 ww)zi 十 4os 十 ws =6 
2(1 十 ww)zs +o, + 30, =6 
2(z, — 3) =0 


一 (a) 


从 这 一 规划 问题 的 几何 意义 可 知 , x” = (2, 2, 3)7 是 极 小 值 点 .将 x° 点 代入 以 


上 方程 组 并 经 整理 可 得 等 式 -不 等 式 方程 组 . 


hw + 4o 十 os 一 2 
4w, + o, + 30, 一 2 
w, ws ws 三 0 


—(b) 


O 这 里 隐 含 地 排除 了 TOO = Ø 的 情形 .因为 了 x?) = JSRF o 0, o= 0 时 K- 工 条 件 在 


几何 意义 上 就 会 有 问题 . 详 见 以 下 分 析 . 


$6 Kuhn -Tucker 条 件 解析 765 


# S 5 章 的 方法 ,由 以 上 方程 组 中 的 前 2 个 等 式 方程 中 可 解 得 


w, + 12 
w, |= + 8 |e tER ake) 
0 a 
M x 12 
T 
Fh o, > 0 8 
11 l 
he 
12' > 2 
8 
i>? 
t20 
这 组 方程 的 解 是 
o< <Š =Š, o<s<1 
SEa 1l es 
代入 (c) 式 得 到 (b) 式 的 最 终 解 是 
l o 
2 
w 
4 
|= |° Tls 220 s+s=1 
w, 


0 .= 


所 以 ,满足 一 阶 最 优 条 件 的 乘 子 向 量 oC fE x° = (2, 2, 3)" 处 ) 是 


L 

2 

dos 
11 

w=|0 js s20 5+s=1 

11 

0 o 

0 0 

0 0 


故 满足 一 阶 最 优 条 件 的 @ 乘 子 有 无 穷 多 个 . 
易 知 ,现在 
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IOP = {ly 2, 31. 
ñi LOS W 3 种 情形 (对 应 于 5 = 1, s= 0; 5 = 0, s 一 1 以 及 ms 之 0)， 
Fa) = (1) or (2, 3) or (1, 2, 3) 
在 本 例 中 ,不 论 fx) 取 为 哪 种 情形 ,都 只 有 


A 
Za) = Z) = {z | z= (0, 0, Du, t€ R) 


2d +o) 0 0 
ViL(m， @, 6) = 0 2(1+%e) 0 
0 0 2 


即 得 
t VÉL, 0, Dz = 2É > 0, iZ 0, z € ZG) or Z'a?) 
本 例 中 乘 子 @ 是 R' 空间 中 的 由 顶点 
1 a 4 6 
o = (z+ 0 0, 0, 0,0) œ = (0, =, — 0, 0, 0) 


张 成 的 凸 组 合 (线段 ) 中 的 任 一 点 ， 


w = sw + s, 0? S0 s+s=1 
再 给 出 一 个 例子 , 乘 子 @ 集合 是 一 个 闭 锥 . 
例 6.1.2 
min f(x) = r+; 
g (x) =— z, +a > 0 
s. t. (0<a<2) 
ü mO) =n thia RS 
构造 
L = f(x) — w g, (x) — a g (x) 
一 阶 最 优 性 条 件 为 
Ne 
az 
aL 


i 
— = 2z, — — =0 
Bz 2 y 
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sh re EN Rs so 


设 4 一 =0 w= 二 4. 则 


并 由 gs:(x")=0 得 
zi = 4a —2(— w, +4) >0>o >4—24>0 (“0<a<2) 
由 此 应 有 g(x) = 0=zx, = a, z, = 0 
再 设 4 一 w Z 0=>=, = 0 Fh g, G°) 2 0, g. (x°) 之 0 得 
—z,+a>0 and zr —a>0 


故 应 有 z = a. 
所 以 一 阶 最 优 性 条 件 可 解 得 唯一 的 解 


x = (a, 0)" 


并 由 一 阶 条 件 得 到 
— +o = a 
这 一 方程 的 通 解 是 
[四 <<= 
再 由 中 过 0 得 
Le 
t> 0 
这 个 不 等 式 的 解 是 
t=2a+u u> 0 
所 以 有 


“Lh ,> 
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故 符合 一 阶 条 件 的 四 乘 子 全 体 是 一 个 项 点 在 (0，2a) 沿 (1，1) 方向 延伸 的 射 


线 上 的 点 的 集合 ( 闭 锥 ). 
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但 如 果 再 考虑 二 阶 条 件 ， 


2 0 
VL (x°, @) = 
sui k Ei 


车 要 求 ViL C, w) 半 正定 (正定 ), 则 应 有 
2 一 二 > 0=>e, < 4>u < 4 — 2a 
最 终 可 以 得 到 


0 4 一 2 
o =-[ > ,J s>0 s+s=1 
这 即 是 所 有 满足 一 、 二 阶 最 优 条 件 的 四 乘 子 的 集合 . 

本 例 的 几何 意义 见 图 6. 1. 1. 

图 中 的 阴影 区 域 为 可 行 区 域 X， 太 是 目标 函数 
取 极 小 值 时 的 等 值 曲线 ( 贺 周 曲线 ) ,g,, 是 约束 条 件 
取 等 号 时 决定 的 X 的 边界 曲线 . 

本 例 中 了 (x?) 可 以 有 2 种 情形 (对 应 于 u=0, 
u>0), 


fa) = (2) or (1, 2) 
但 这 两 种 情形 里 都 有 


图 6.1.1 


A 
ZO) = ZG) = (z |z= (0, Di t€ R) 


对 于 Kuhn - Tucker 条 件 中 其 他 一 些 应 给 予 说 明 的 问题 还 有 如 在 Kuhn - 
Tucker 条 件 的 证 明 中 ,都 是 先 构造 Lagrange 函数 然后 再 给 出 证 明 , 但 恰恰 缺少 
的 就 是 关于 Lagrange 函数 本 身 的 说 明 ; 而 从 应 用 的 角度 看 , 则 是 对 于 这 3 个 条 
件 能 否 给 予 进一步 的 简洁 化 表示 ? 特别 重要 的 是 还 应 当 对 于 一 般 情况 下 的 非 线 
性 规划 问题 ,给 出 局 部 极 小 值 点 处 的 充 要 条 件 及 判别 方式 . 以 上 所 引 的 关于 非 线 
性 规划 的 一 、 二 阶 最 优 性 条 件 ,并 不 是 充 要 条 件 , 而 只 是 必要 条 件 或 者 只 是 充分 
条 件 ; 其 次 ,这 些 条 件 中 所 包含 的 二 次 型 约束 正定 ( 半 正 定 ) 的 判别 方式 ,只 有 
(6. 1. 8) 式 可 以 利用 Arrow, Enthoven 提出 的 加 边 行列 式 顺序 主子 式 符号 予以 
判定 513 ,而 对 于 (6. 1. 9) 式 , 则 尚 没有 一 般 意义 上 的 判别 方式 ,从 而 ,(6. 1. 9) 式 
所 表示 的 二 次 型 的 几何 意义 也 就 是 不 清楚 的 . 


(1) 《 非 线性 规划 》 上 册 ， M.Avriel, 第 142 页 . 
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由 此 可 见 , 现 有 文献 上 以 Kuhn - Tucker 条 件 为 核心 的 非 线 性 规划 极 值 理 
论 中 尚 存在 许多 模糊 不 清 不 尽 如 人 意 之 处 . 本 章 以 下 的 内 容 即 致力 于 解决 这 些 
问题 . 在 此 ,不 妨 先 提示 出 这 样 一 点 ,要 澄清 Kuhn - Tucker 条 件 ( 包 括 已 有 的 其 
他 几 个 最 优 性 条 件 ) 的 一 一 它 ( 们 ) 的 结论 在 逻辑 上 都 是 正确 的 一 一 一 些 细节 问 
题 . 要 建立 起 非 线性 规划 极 值 问题 的 充 要 条 件 、 要 给 出 一 般 形式 的 约束 二 次 型 的 
判定 方式 ,就 必须 说 明 以 下 6 组 线性 不 等 式 的 构造 及 相互 关系 : 

1. Lagrange RF o 应 满足 的 等 式 一 不 等 式 方程 组 (一 阶 必要 条 件 ) 

2, 线性 化 锥 Z'O) (由 局 部 极 小 值 点 处 的 紧 约 束 函 数 构造 ) 

3. 闭 切 锥 SOX, x")( 由 局 部 极 小 值 点 处 的 全 部 可 行 方 向 向 量 构 造 》 


4. 各 (x*) 集 合 (由 过 局 部 极 小 值 点 处 的 边界 曲面 的 交 曲线 的 切 方向 向 量 
构造 ) 


s. Po ) 集 合 (由 过 局 部 极 小 值 点 处 的 边界 曲面 的 交 曲 线 的 切 方向 向 量 以 
及 某 边 界 曲面 的 切 方向 向 量 构造 7 

6. Lagrange 函数 在 局 部 极 小 值 点 处 的 法 截 曲 率 在 目标 函数 切 超 平面 上 的 
正 、 负 分 区 的 不 等 式 方程 组 (可 由 Dupin 标 形 构造 7 

本 章 以 下 的 叙述 即 是 按 上 述 顺 序 进行 . 这 6 组 不 等 式 中 ,第 2、3 组 不 等 式 
的 相互 关系 导致 了 “一 阶 约束 品 性 "条件 , 而 第 4. 5 组 不 等 式 与 “二 阶 约束 品 性 ” 
条 件 密切 相关 ,第 6 组 不 等 式 即 可 导出 Lagrange 函数 多 重 约束 Hessian 矩阵 正 
定 ( 半 正 定 ) 的 判别 方式 . 

为 此 , 先 重新 构造 最 小 化 规划 


min f(x) 
st. g(x)20 i=1,2,-, k 


并 假设 所 有 的 约束 条 件 中 ,不 存在 下 标 i, j, 使 
g(x) =— g(x) 1< i, jk,iz¥j; c>0 
即 不 等 式 约束 条 件 中 不 包含 隐 式 的 等 式 约束 . 并 给 以 下 一 些 符号 规定 ， 


(P1); 


aX = {x | g; (x) = 0, g(x) > 0, t= 1, 2, =, d, 1 Kd <k, 
i=l, 2, s k, ii) 
称 3X 是 可 行 集合 X 的 边界 (点 ?集合 .3X 是 至 少 有 一 个 (或 更 多 个 ) 下 标 tE 
g(x) 一 0 g(x)2>0 iZ i=l, 2, k 


成 立 的 x 全 体 的 集合 , 9X C X. 对 任意 的 xE IX, 总 有 6 二 0, 
N,G) X @ Nx) N (R" — X) = Ø 
两 式 总 是 同时 成 立 的 . 


770 __ 3 *h#k # Ft 66 344 £= fÉ E ;€ 5 2 Jl 


对 某 个 d, 1 Kdk, R1, 2, 0, k FIFI is is o io 有， 


gœ) 一 0 t=1,2, =, d 
i —(6.1.12) 


g(x) >0 i=1,2,-, bi i 


决定 的 方程 组 有 解 , 则 称 (6. 1. 12) 式 决定 的 解 xE X 的 全 体 为 X 区 域 的 边界 曲 
面 . 当 d = 1 时 , 称 这样 的 边界 曲面 为 一 个 边界 曲面 , 当 d — 1, 称 为 d 个 边界 曲 
面 的 交 曲线 ( 面 ) 或 称 为 d 个 边界 曲面 的 共同 曲面 . 

作 这 样 的 规定 后 , 设 x° 是 规划 问题 (P1) 的 局 部 极 小 值 点 的 判别 条 件 , 可 以 
分 为 二 个 情形 加 以 分 析 : $ 

(a) x € XIX. JE X BJ i g> i=l, 2, =, k 这 时 ， 
因为 所 有 的 约束 条 件 在 x° 处 都 是 松 驰 的 , 故 要 判别 这 一 类 (内 点 ) 局 部 极 小 值 
点 ,应 等 同 于 无 约束 条 件 下 的 局 部 极 小 值 点 的 判别 条 件 ， 

一 阶 必要 条 件 : 

Vf) = 0 
二 阶 充分 条 件 : 
a Vif(x)a>0 aeER" 
即 是 说 ,或 者 (1): ar Vf a> 0 
或 者 (2): ar Vf a = 0, AH ERY > 0,4 0 < < 8, f(x° + ta) 
= 常数 

二 阶 充分 条 件 的 几何 意义 已 在 前 面 给 出 . 

(b) x EIX. 局 部 极 小 值 点 x 是 X 的 边界 点 . 从 而 至 少 有 一 个 (或 更 多 个 ) 
不 等 式 约束 条 件 在 x 点 处 成 为 等 式 了 . 

从 集合 的 意义 上 可 以 直接 得 到 x € IX R x° 是 (P1) 规 划 的 极 小 值 点 的 充 
要 条 件 . 这 一 条 件 可 以 表述 成 以 下 形式 : 

存在 正 数 6 二 0 及 N) N 久 的 一 个 分 割 , 即 有 


Nx NX= NX) NXV UND Y X X=X U X° 


使 
(b.1) x° E N) N X 上 的 局 部 极 小 值 点 , 即 


FWS fO) x€ N,G°) n X' 
(b.2) x È NG) N X° 上 的 局 部 极 小 值 点 , 即 
fO 二 Ge) — x € N) N X: 
条 件 (b. 1), (b. 2) 的 充 要 性 由 局 部 极 小 值 点 的 定义 直接 得 到 . Kuhn - Tucker 条 
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件 (及 其 证 明 ) 中 所 使 用 的 分 割 约略 地 说 即 是 
X' = (X—aX) N N(x°) 
X’? = aX N NG’) 
这 时 条 件 (b. 1) 为 内 点 最 优 条 件 ,条件 (b. 2) 为 边界 最 优 条 件 . 
因为 一 般 地 讲 ,约束 条 件 下 的 非 线性 规划 问题 所 要 解决 的 均 是 局 部 极 小 值 
点 是 可 行 区 域 X 的 边界 点 的 情形 ,所 以 , 作 以 上 分 割 是 非常 方便 于 对 于 问题 的 


分 析 的 . 
关于 条 件 (b. 1), (b. 2) 条 件 的 进一步 分 析 在 以 下 章节 中 逐步 展开 . 


§ 6.2 Lagrange 乘 子 的 解 空间 


非 线性 规划 的 核 


$6.2.1 Lagrange 乘 子 的 解 空间 


在 本 节 中 先 要 说 明 的 是 一 阶 最 优 性 条 件 中 的 Lagrange RF o 的 解 空间 
结构 . 
相对 于 规划 问题 (P1) ,重新 写 出 一 阶 最 优 性 条 件 , 并 设 一 阶 约束 品 性 成 立 ， 


i 
Vf) — J w, Vg (5) = 0 
€ 


eg ()=0 i=1,2,-, k —(6.2.1.1) 


w, >0 
这 里 x° 仍 代表 (P1) 的 局 部 极 小 值 点 . 

注意 到 

wg (x) =0 i=l, 2, =, k 
的 条 件 ,在 松弛 约束 条 件 即 g,(x") 二 0 jjE IS Hue, = 0. 6. 2.1. DR 
可 以 写成 以 下 形式 
Vf) = Do; n 
7 i€ x) —(6. 2. 1. 2) 
w, >0 

即 只 需 考 虑 对 应 于 ie a) 的 那些 在 x° 处 是 紧 的 即 g,(x") = 0 的 约束 条 件 所 
对 应 的 乘 子 o, 即 可 . 

用 
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Vg; (5) 


GG) = Vg, (x) is is € IG) 


表示 所 有 i € IC) 的 紧 约束 条 件 g,(x) 在 x = x° 处 的 梯度 ( 转 置 ) 所 组 成 的 
Jacobi 矩阵 ,并 规定 
o= (w, + w,» ee)" is ips e € ICG) 
则 (6. 2. 1. 2) 还 可 以 写成 为 以 下 形式 的 等 式 一 不 等 式 方程 组 
GT (x° )0 = Vf(x°) 
o >0 


—(6.2.1.3) 


IG) = (is iy o š) 
则 不 妨 重新 编号 使 ij, j=l, 2, sv 1< < k. 
在 (6. 2. 1. 3) 式 中 Jacobi 矩阵 G! (x° ) Ë m X v WERE, o 是 v 维 向 量 . 注意 
(6. 2. 1. 3) 式 在 V/(x°) 天 0 时 ,由 Kuhn - Tucker 条 件 成 立 就 一 定 有 四 之 0 B 


o 天 0 的 解 存在 . 
定义 6.2.1 设 x 是 可 行 区 域 X 关 于 (P1) 规 划 的 局 部 极 小 值 点 , 34 
Vf) #0 以 及 Vg,《x*) 2 0, í € ICG) 时, 称 x 点 是 正则 的 . C 


以 下 设 x° 是 正则 的 . 随后 的 分 析 可 以 看 到 ,在 给 出 最 优 性 判别 条 件 的 推导 
中 ,x" 点 是 正则 的 这 一 条 件 是 不 可 忽略 的 . 


设 1< r= rank (G(x°)) < min(v, m) 
设 G(x° ) 和 矩阵 的 前 -~Xr 阶 顺序 主子 矩阵 满 秩 . 并 使 用 以 下 符号 ， 
Vg! (x°) 
Teo 
G) = EC? =ef? Aai ja 
: l, 2, e, m 


Vg; (x°) 
1，2，…， r 


s2, sr 


G,x, (x°) =G, 


T 


3g; (x) Əg,(x°) wa) 


Vei(x’) = ( ; ， 
Se Iz ax; 3= 


If) If _. araye 


ar ° gr > ” 9z, 


va = ( 
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规定 所 有 偏 导数 均 在 x = x° 处 取 值 ,可 以 省 咯 以 上 诸 符 号 中 含 的 “(x )” 项 , 简 记 
H G. G,. G,,,. Vg, 和 Vf,. 

在 (6. 2. 1. 3) 式 中 先 从 前 m 个 等 式 方程 解 出 其 通 解 , 记 对 应 的 齐 次 方程 的 
基础 解 系 矩 阵 为 


Ë (GD? Vg’ , — (Ghe)? Vg? p ets — (GL,,) Ve 


£ 


ken 
—(6. 2. 1.4) 
A, È vX (wr HER, (6. 2. 1. 3) 式 等 式 方程 组 的 通 解 是 
(GZ) VA] _ 
w= [+a t€ R” —(6.2.1.5) 
| 
其 中 0. 是 (v 一 7) 维 0 向 量 . 
将 (6. 2.1. DRRA o > 0, 得 
[一 SAG.) ! Vg; et; 2— (Gu Vf, 
i > —(6. 2. 1.6) 
t>0 


C = 一 (GLD + (Ve, Vg? s Vg] 
b =— (Gh,) Vf, 
C Jë rX (u—r)Bt3EBE,b 是 r 维 向 量 ,(6. 2. 1.6) 式 等 价 于 


i >b 
t>0 


由 85 章 ,(6.2.1.6) 式 中 上 的 解 的 形式 可 以 表 成 (5. 4. 1. 24) 式 的 形式 ， 
t=@ s+D,u s.u>0 Ds = 1 (o < Xs, <1) 


其 中 D, D, 都 是 行 向 量 总 维 数 为 v—r WIENER. 从 而 有 ， 


Es 
w= 
o-n 


显然 上 式 总 能 简化 成 


Faess+apiu su2>0 Ds,=1( 或 0< >s, <1) 


@=@s+AD u su>0 Ds=1 一 (6.2.1.7) 


其 中 外 和 矩阵 由 
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—b 
[ Jaa. s s>0 Ds =1(R0< >s, <1) 
TE Ç 7 


的 和 化 简 而 来 . D, 矩阵 相当 于 (5. 4. 1. 18) 式 定义 的 D, 矩阵 . 且 仅 当 一 5 之 0 时 ， 
Auf fr o < Ds <1 的 情形 ,否则 在 一 5 学 0 时 ,只 能 有 > )s, = 1, 并 可 知 ,这 


时 一 定 要 有 


—b 
[ oj r° 
HP p EAD, EEDI j p|] Bt. 

HF Kuhn - Tucker 条 件 的 存在 ,以 上 结论 很 易 理 解 ,举例 可 见 上 一 节 的 
2 例 . 

这 里 附带 予以 说 明 , b =— (GL) Vf, 也 有 可 能 是 r 维 0 向 量 .但 Vf, 在 
Vf (x°) 去 0 的 正则 性 条 件 下 是 不 可 能 为 0 向量 的 . 否则 ,由 (6. 2. 1. 3) 式 等 式 方 
程 组 解 的 存在 性 ,就 要 导出 VA(x”) = 0 的 结论 . 由 此 可 知 ,在 x 点 是 正则 的 条 件 
下 ,对 应 于 矩阵 G(x*) 中 的 任 一 个 极 大 线性 无 关 行 向 量 组 gi j=l, 2, sr 
PALAD ,ji = 1， 2, e, r 不 可 能 全 部 为 


axr, 
0, 其 中 到 是 指 GTCx) 矩 阵 的 第 二 行 向 量 . 

在 (6.2.1.7) 式 中 的 B。、A.D .给 阵 都 是 非 负 的 ,并 且 , 以 下 总 假设 D. 是 最 
简 的 故而 在 形式 上 是 唯一 的 . Dn CHL AD , ) 和 矩阵 是 v 行 向 量 组 成 的 矩阵 . 

将 (6.2.1.7) 式 代 回 到 (6. 2. 1. 3) 式 得 


的 下 标 i, 所 对 应 的 W(x 向量 中 的 分 最 


Vf) = G7) e Ps +G) eA, Du su>0 Ds =1 


HF u 可 取 为 0 向 量 以 及 s 作为 权重 因子 向 量 的 取 法 可 知 应 有 


Vf) = G (x) * w j=1, 2，…， 一 (6.2.1.8) 
EP oko, 的 第 j 列 向 量 ,以 及 
Gx). AD,=0 一 (6.2.1.9) 


可 以 想见 的 是 ,在 绝 大 多 数 情况 下 ,在 AD, 天 0 时 ,要 能 够 在 | ull 一 二 co 
时 所 构造 出 来 的 Lagrange RF @( 按 (6. 2. 1.7) 式 ) ,都 能 满足 一 、 二 阶 最 优 性 条 
件 是 不 可 能 的 . 换 句 话说 ,即使 在 AD, 天 0 的 情形 下 ,在 二 阶 最 优 性 条 件 约束 下 
通常 | ul 的 取 法 是 有 上 界 的 ( 见 上 节 例 6. 1. 2). 

由 于 (6. 2. 1. 8) 式 的 存在 ,我们 可 以 不 去 考虑 AD, u 一 项 的 影响 . 这 对 于 本 
书 以 下 的 分 析 没有 什么 影响 ,而 只 讨论 D. 矩阵 (或 其 任 一 列 向 量 @7). 

当 Jacobi 矩阵 G (x ) 可 逆 时 ,由 一 阶 最 优 性 条 件 , 由 (6.2.1.3) 式 ,一 定 
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要 有 
@ = [Gx] V(x) > ®.= [G6 (x)]! Vx) 

HD D, 矩阵 是 vX1 阶 的 ,或 者 说 下 .矩阵 就 是 维 向 量 . 

当 G(x° ) 矩 阵 是 行 向 量 线性 相关 的 , 则 D. 矩阵 的 列 向 量 阶 数 就 可 以 是 大 于 
1 的 . 
i 当 GO) $T Ë] ER FE HA BJ , G! (x° ) AE RF BB JÈ 3 I B R EHE K M o E i, o 
i es i, Èl, 2, =, wv 的 子 序列 , 且 记 

{js jis 6 j) = (1, 2, eo v} — {iro irs > š) 
并 设 G' (x°) BJ 3] IB] Vg; (x°), j = 1, 2, ==, r 线 性 无 关 . 注意 到 由 (6. 2. 1.3) 
式 ,应 成 立 | 
GG) + GT (° Jw = G(x°) Vf(x°) 

故 (省 略 “(x")” 符 号 ) 作 方程 


efi is s Lafi hirm ‘la sofi? nrt iay 
1, 2, m l, 2, e, m ls 2, e, m 


Clins is es i) =ef aS Hafe e g: 
1，2，…， m 1,2, sm 
则 G{。} 是 由 线性 无 关 向 量 组 构造 出 来 的 Gram 和 矩阵 ,正定 可 逆 . 有 
D= Dis in i) = (PU, k ee, ef hs sy ‘lwy 

ls 2, esm 
—(6. 2. 1. 10) 
UBGG, iz, ts i,) 表 示 (6. 2. 1. 10) 式 的 解 总 向 量 的 取 值 与 线性 无 关 向 量 组 的 
(下 标 ) 取 法 有 关 . 全 (i, iz, ees i,) 的 取 值 可 能 是 非 负 的 ,但 也 可 能 不 是 非 负 的 . 
RG, ja e j RERED REEK HRH Vg, (x°) 后 的 余下 
的 列 向 量 (组 ) Vg, (°), k = 1, 2, e, v— r 可 能 对 应 的 乘 子 ( 子 ) 向 量 . 那么 ， 
(i ,is，…，i,) 则 是 与 Vg; (x ) 对 应 的 乘 子 ( 子 ) 向 量 . 再 次 利用 (6. 2. 1. 3) 式 ， 

可 以 有 


co-cd PAU "lec. A 


l, 2, , m 


to Ri hwg, jas s j) =Vf 一 (6.2.1.11) 
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并 且 可 知 存在 线性 相关 系数 矩阵 WG io e i,)( 为 (v 一 r) Xr 阶 ), 使 


人 a 人 
1,2,.…,m 1，2，…， 了 7 


ey 


成 立 . 故 在 (6. 2. 1. 11) 式 的 等 号 两 边 分 别 用 cf 


i i, 
1, 2, =, m 


jem 


Glis i s LLOG s io s i) Õis iz» WT (is ies =s i) > 


Gos PEN Ge sy 
` O . Loi S s E n 
ia z 1, 2, =, m 


上 式 等 号 两 边 同 乘 以 G- (i, is eO i) IFAC. 2. 1. 11) 式 的 结果 得 


Olis irs ts i) = Õlis dzs ts i) —W' {i s izgs i jas o jy) 
—(6. 2. 1.12) 
ERER OG, is es i), @Ci is eo i,) 二 者 的 意义 区 别 . oC, 
irs s it) 是 指 一 阶 最 优 性 条 件 中 得 到 的 Lagrange 乘 子 向 量 中 的 子 向 量 ,而 
Õlis is es ii) 是 由 (6.2.1.10) 式 决定 的 . w(ii，i,，…， i,) 是 非 负 的 ,而 
ŠG, s i,，*…，i,) 则 不 一 定 . EER B oG, L SO i) OROG jo o 
刻 -,)) 具 有 一 定 的 随意 性 , 即 允 许 我 们 在 保证 (6. 2. 1. 3) 式 成 立 的 前 提 下 了 予以 
取 值 . 
推论 6.2.1.1 当 (6. 2. 1. 3) 式 成 立即 一 阶 最 优 性 条 件 成 立 , 一 定 有 以 上 意 
义 下 的 下 标 子 列 记 ,is，…，, i, 存在 , 且 使 这 一 子 列 按 (6. 2. 1. 10) 式 决定 的 总 (ii， 
i s i) 2 0. E 
证 明 : 当 (6. 2.1.3) 式 成 立 , 即 有 (上 且 记 = w, Vg (x°) = Vg,(x°)) 


Vf) = De Vg? Cx) —(6. 2. 1. 13) 
A 


Bita > 0, i = 1, =", u. 不 妨 设 向 量 Yeg' ORA r< o, 故 又 有 一 组 不 全 
为 0 的 数 $，, 使 


= 
Vg; (x") = Dé Wg: (x°) —(6.2.1.14) 
全 
不 失 一 般 性 , 设 中 的 前 * DAE 之 0, 1<i< sv 一 1, 将 上 式 写成 以 下 形式 
š = 
DEWO HE = DEW E =—&>0 [is 
= 


一 (6. 2.1.15) 
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并 规定 名 = 1. 设 


Š -mn 人 apa Zc (6. 2.1.16) 
& S E T a 
则 记 
w? 
o =E ra i=l, 2, =, s, v 
d —(6. 2.1.17) 
wl =a HE >O i= stl, s+2, =, v— 1 
H 
显然 有 


Vx) = Dal Wa) w=0 
并 且 ,w' 系数 中 的 wi = 0, Vg: (x ) 项 被 消去 了 . 故 对 w. Vg? (x ) 重 新 编排 下 
标 , 可 以 有 


= 
Vf) = Do Wa) o 


jet 


>0 —(6. 2. 1. 18) 


! 
ü 


其 中 


o =o i=1,2,-, k—-lji=i 
— (6. 2.1. 19). 


wi = i=k+l,k+2, =s v j= i—-1 


但， i 一 1，2，…，, k—l;j=i 
Vg (x°) = Vg? (x°) 


k+l, k+2, =, v j= iə—1 
—(6. 2. 1. 20) 
当 v 一 1 > r, 则 继续 以 上 的 各 步骤 ,可 得 到 
Vf) = >a Wx) o > 0 
等 等 (这 里 w HEIR Z 5 3E4R 30. 直至 (比如 说 第 p 次 ) 可 消去 所 有 线性 相 
关 的 Vg,(x") 项 ,得 到 
Vfl) = Tw We) o> 0 —(6.2.1.21) 


其 中 Vg? (x°), t= 1, 2,…,r 是 线性 无 关 的 . 显然 上 式 总 对 应 于 某 个 下 标 子 列 
使 


at =w, Veta) = Vg, (x°) — (6.2. 1. 22) 
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令 
i, iz i) = (@, + @,, w) 20 
# 
Vx) = Do, Wi °) —(6. 2. 1. 23) 
= 
即 得 以 上 结论 . 


现 再 设 (6.2.1.13) 式 中 的 吕 220, 即兴 中 有 若干 个 为 0 的 情形 . 先 对 下 标 i 
重新 编号 ,使 吕 > 0 WFR h ETO 为 


IQ) = {1, 2，…，v) 
这 里 v 二 v. 从 而 可 得 到 


V(x) = Do Vx) < > 0 一 (6. 2. 1. 13a) 
= 


(6.2. 1. 13a) 式 形式 上 等 价 于 (6. 2. 1. 13) 式 . 此 时 , 若 Vg? (x") 向 量 组 是 线性 无 关 
的 , 则 已 得 到 以 上 结论 . 否则 , 设 此 向 量 组 的 秩 为 ” < r, 便 有 一 组 不 全 为 0 的 数 
E tE 


v- 
Ve (a) = Dé§ Vg? (5) —(6. 2. 1. 14a) 
名 


如 此 便 可 以 再 导出 (6.2.1.15a) 一 (6.2.1.23) 式 ,这 只 需 将 (6.2.1.13) ~ 
(6. 2. 1. 23) 式 中 的 v, rGH v, rA BT. 

这 样 便 知 存在 下 标 子 列 is jo oo i, B f#4&(6.2.1.10) 式 决 定 的 全 (i ， 
这 0. 

这 个 结论 也 可 以 看 成 是 推论 5. 1. 2. 6 的 结论 . 这 里 给 出 的 证 明 也 就 是 推论 
5. 1. 2. 6 的 直接 证 明 . 由 此 可 知 ,全 (i irs eto i,) 就 是 (6. 2. 1.6) 式 解 空间 的 极 
点 (向 量 ). 

Ja FPF, b, o i 使 Vg; (x ) 线 性 无 关 , j = 1，2，…，r 且 使 
(6. 2. 10) 式 决定 的 仙 (i, i s, i) 20 G, i es DHD Gis i eo 
i,). 则 (6. 2. 12) 式 可 表 为 
Olis irs ts i) = 0 Ci, s irs ets i) WT i s is i Oj s jas ts jea) 

—(6. 2. 1. 24) 


HP oG, ja o je) Z 0 B 3E3R 8 pe fE R 空间 正 象限 的 某 一 子 集 上 以 保 
证 @(ii，, i,，…，, i,) 非 负 . 显而易见 ,(6. 2. 1. 24) 表 示 的 是 一 个 以 全 Gs i s, 
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i,) 为 顶点 的 R, 空间 上 的 闭 锥 . 当 对 Vg, (x ) 向 量 组 中 的 所 有 的 极 大 线性 无 关 向 
EH Vg, GO). Vg Cx) es js t= l, 2, or, MJ ë Hi At A 0 @ (u). 
DG). o E REO JU 0 — 4 3EFffi T EBE fH i gG G), D (i,)、…. 设 
@* (。) 这 样 的 向 量 共有 个 .这 里 


1 
1<#<— M 
> “rio! 


并 设 从 这 万 个 六 (，) 向 量 中 作 最 简 处 理 ( 如 剔除 可 由 其 他 向 量 的 正 线性 组 合 表 
示 的 那个 G7 (。)) 后 的 上 个 仙 *(。) 向 量 , 则 可 知 ,一 阶 最 优 条 件 中 的 Lagrange 
乘 子 解 集合 中 一 定 包 含有 以 下 凸 组 合 


n 


4 
o= J (s s20 Xs =1 


其 中 >) 下 的 + C) 共有 个. 
因为 凸 组 合 的 最 简 形 式 具 有 唯一 性 “1 , 故 知 (6. 2. 1. 7) 式 中 的 矩阵 


p., = [w', w, =, 0] w= (o), oj, s, w)" 


一 (6. 2. 1. 25) 


其 中 就 是 前 一 式 中 的 全 O), ol jk o 的 分 量 . 
D, J u X k t E fi BE Bg. (6. 2.1.25) 式 给 出 了 矩阵 的 意义 ,同时 ,也 给 出 
T D. 矩阵 的 另 一 种 解法 . 并 且 可 知 ,在 G (x° ) 和 矩阵 是 m X m 阶 满 秩 矩 阵 时 ， 
(6. 2. 1. 11) 式 中 的 WT e HEROD KPEE M T 
all, 2, s r) = @(1, 2, s r) = @* (1, 2, +", r), r = m 
及 中. = wm(1, 2, =, r), B) Lagrange 乘 子 是 唯一 的 . 以 下 称 D. 矩阵 的 列 向 量 
为 基 乘 子 向 量 和?) 


例 6.2.1.1 由 例 6.1.1, 可 得 在 极 小 值 点 x = (2，2，3)7 处 , 紧 约束 是 
Vegi, 2,3 (x°) ,得 到 


一 2 一 4 一 4 —_1 
Vf) = p : Vg, (x°) = -1 Vg (x) = Ë ' Vg (°) = Ë : 
0 0 0 0 


C1) 见 85.9 节 . 


C2) 重要 说 阴 : @%’ 成 为 基 乘 子 向 量 , 还 应 满足 由 决定 的 加 GR F .x° 点 使 二 阶 约束 品 性 (下) 成 
立 的 条 件 , 对 这 一 条 件 的 意义 在 以 下 各 节 中 会 逐步 加 以 说 明 . 
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B) o= 3, Lagrange 乘 子 @ 中 的 分 量 w,.;.。 = 0. 向量 组 Vg, 2,3 (x°) 的 秩 r = 2. 


4 -4 oft C] raz 20 
sa,2=[ Ë -中 ] 
1 20 17 
0 0. 


š 1 17 一 201T16 
i L T X oai 
144L— 20 32JL10， 


同 理 可 知 & (1, 3) =ð (1，2) ,而 
4 
11 
@ 2,33 =|6 
N 
0 


由 此 即 得 9. = [@', o] 


0 

1 
z 4 
11 
x: 6 
o' = | 0 o = |> 
11 

0 
0 

0 
0 

0 
0 


例 6.2.1.2 由 例 6.1.2 已 知 极 小 值 点 x = (a, 0)7, 有 
2 一 1 1 
Wa) = [ 证 Vg, (x°) = [ M Vg: (a°) = R] 
WE v= 2, Vg CO E] RR #H BJ r= 1. 
可 得 
ÕU) =— 2a < 0 @(2) = 2a = H+ (2) 


Mk p. = [o], R. 
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> [za] 


现在 将 D. — [o] ERHI o NRR ER RRR A 
EKHI MA EEE, j=l, 2, …, 上 个 列 向 量 都 能 符合 二 阶 条 件 的 要 求 
呢 ? 回答 是 不 一 定 的 . 如 下 例 可 见 . 

例 6.2.1.3 


min f(x) =— z} — (r, — d) 其 中 ay b,c, d> 0 


g(x) = az 十 zs 二 0 
s.t.<g,(x) =— brz, +x: >20 
g(x)= c -n 20 
c c 1 
d> FU+9 s= max( (£) ' z) 
检验 x° = (0, 0)! 是 否 为 以 上 规划 的 局 部 极 小 值 点 . 
fE x° RAE, g O°) > 0 是 松弛 约束 ,而 g... (x) = 0 是 紧 的 ， 


væ = [6] Vi -= [1] Va œ= [1] 
F= laa =| g(x) = 1 


Vg. (x ) 向 量 组 的 秩 是 2, @* (。) 有 了 唯一 解 ,可 得 


且 由 Lagrange 函数 
L(x ,@) =— =! — (z; — d) — w (az) +z,) — w (— bz, +a) — wc— z,) 


可 得 其 二 阶 导 数组 成 的 Hessian 矩阵 
VLG, œ) = E s] 
是 负 定 的 . 并 且 由 定义 可 知 集合 


[ JE]-° R\= {0, 07) 
Ey = z z € = » 


zz 一 0 一 1 
=e 3 SSO z, z € R = |z :=[ 中 :>0) 


A 
ZX) = $: 


A 
Zn) -4 
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则 由 二 阶 必要 条 件 ,现在 不 存在 z 了 关 0 z€ ZO) 从 而 可 以 有 理由 认为 x* 点 
合 二 阶 必要 条 件 ( 这 即 等 价 于 o 列 向 量 符合 二 阶 必要 条 件 ) C 1). 然而 ,现在 


#:Z0 B z€ 2 G), BH VL O ,四 ) 负 定 , 故 只 能 有 

z! VLX, @)z =—2 <0 #0 z€ Žo) t>0 
故 x° 点 不 满足 二 阶 充分 条 件 . 但 由 于 在 有 些 文献 上 (如 在 M. Avriel 那里 ), 二 
阶 充分 条 件 是 以 “严格 局 部 极 小 值 点 的 二 阶 充分 条 件 ” 形 式 出 现 , 故 在 以 上 的 二 


阶 条 件 判别 之 下 , 仍 不 能 明确 判定 x° 的 属性 ( 即 还 应 检验 是 否 可 能 存在 x" = (0, 
0) 是 可 行 区 域 的 弱 局 部 极 小 值 点 的 情形 ). 需要 进一步 予以 分 析 . 


图 6.2.1.1 


图 6. 2.1. 1 的 (a) 给 出 了 本 例 的 可 行 区 域 X( 阴 影 区 域 ). /" 是 指 
f°: f(x) =— da 


决定 的 圆周 曲线 . (a) 图 所 显示 的 关系 容易 造成 错觉 ,使 人 认为 x*” = (0, 0)" 确 
系 ( 全 局 ) 最 小 值 点 .但 事实 上 x 不 是 任何 意义 上 的 局 部 极 小 值 点 . 可 以 验证 这 
一 点 . 

ERER S> 0, W0 < e< c, E 


x 一 (一 ey ae3) € X 
并 令 (ë ate; = |x | <à=>x € N,CGx°) X. 显然 x 位 于 g(x) 一 0 的 
曲线 上 . 则 
f(x) =— (=e)? (a — d)? =— ë (1 + att — 2ade) — d? 
令 。 充 分 接近 于 0, 总 可 以 使 


£1) 当 人 Car) 集合 中 不 存在 z 关 0 的 向 量 , 即 可 认为 二 阶 充 分 条 件 成 立 的 例子 , 见 ( 非 线性 规划 》 上 册 ， 
M.Avriel, 第 48 页 例 3. 2. 2. 显然 这 样 的 判 据 也 可 移 用 于 关于 和 1(x*) 集 合 的 二 阶 必 妆 条 件 上 来 . 
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1 
1+a’e — 2ade > 0 (如 "<s< 远 ) 


从 而 就 有 

f(x) < fO) =— d 
如 图 6. 2. 1. 1 的 (b) 为 原点 附近 的 放大 图 . 这 是 因为 在 靠近 坐标 系 原点 处 的 负 横 
半 轴 区 域 , 作 为 立方 曲线 的 g,(x) = 0 曲线 总 位 于 圆周 曲线 三 的 下 方 (同时 又 位 
于 横 轴 的 上 方 ), 即 立方 曲线 g, 比 任何 半径 的 、 圆 心 在 z, 正 半 轴 上 并 过 原点 的 
圆周 曲线 都 更 贴近 于 ( 负 ) 的 z, 轴 . 所 以 ,g, 曲线 上 的 x 点 , 则 一 定 可 以 有 以 上 
结果 . 故 x° 点 不 是 可 行 区 域 的 局 部 极 小 值 点 . 


实际 上 ,在 本 例 中 给 定 一 定 的 参数 选择 , 则 (a) 图 中 的 A = (一 (S) e) 
1 


p= (二 ,ce) 及 D = (- Z. d- +) 点 可 成 为 局 部 极 小 值 点 . 如 设 c — d 可 证 
A、B 均 为 局 部 极 小 值 点 . 设 


可 知 忆 点 也 是 局 部 极 小 值 点 . 
$6.2.2 非 线性 规划 的 核 


由 例 6. 2. 1. 3 可 知 D. 矩阵 的 列 向 量 wm" 不 一 定 都 是 能 满足 一 、 二 阶 必要 E 
分 条 件 的 Lagrange RF. 但 以 下 会 说 明 , 若 x° 点 是 可 行 区 域 X 的 局 部 极 小 值 
点 , 且 在 x 点 处 一 、 二 阶 约束 品 性 成 立 , 并 存在 乘 子 四 使 *" 点 处 的 一 阶 、 二 阶 必 
要 (充分 ) 条 件 成 立 ,那么 ,矩阵 D 中 必 有 至 少 1 个 列 向 量 o: ,使 由 o” 构造 的 
Lagrange 函数 L (x, 0” ) fE x = x" 处 ,满足 一 阶 、 二 阶 最 优 性 条 件 . 对 这 一 结论 ， 
此 处 仅 给 以 简要 的 论述 . 

首先 ,容易 理解 (P1) 规 划 问 题 , 如 果 其 约束 函数 gz) = 0, i = l, 2, 
v, H x 又 是 一 个 局 部 极 小 值 点 ,那么 , 若 梯度 向 基 组 Vg, (x°) 的 秩 r = m, 则 由 
隐 函 数 定理 ,x 是 方程 组 


g(x)=0 i=1,2,…,m 
的 解 (在 适当 的 下 标 编号 下 这 总 可 以 作 到 ) ,Vg,(x") 线 性 无 关 , 所 以 ,x 点 是 可 行 
区 域 的 一 个 尖 点 . 以 下 将 说 明 ,在 é 点 为 X 可 行 区 域 的 尖 点 时 ,集合 名 (x). 
ZO h RS Ar E O 的 向 量 z 在 此 情况 下 ,传统 上 二 阶 最 优 性 条 件 可 被 设 为 是 
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成 立 的 . 其 次 , 当 向 量 组 Vga) iE IG) BD ËR r < m, B Vg, (x, j = 1, 
2, =, d 是 一 组 线性 无 关 的 向 量 , 其 中 1 过 d 之 7, 则 


g (=0 j=1,2,.,d 


方程 组 给 出 了 一 条 过 x 的 曲线 g(x ; is io "l ie). 这 样 的 曲线 可 能 有 许多 
条 . 要 使 x 点 成 为 可 行 区 域 的 一 个 局 部 极 小 值 点 ,那么 ,z 点 必然 (至 少 ) 是 其 中 
一 条 曲线 g(x; is ia，…，i) 上 的 局 部 极 小 值 点 . 若 否 , 则 x 不 是 任 一 条 这 样 的 
曲线 g(x; ii， i,，…，is) 上 的 局 部 极 小 值 点 , 即 是 说 , 设 


glas is irs ri) =0 Hg io igo … i) = 0 
是 这 样 的 曲线 的 方程 ,对 任意 小 的 正 数 6 二 0 都 有 
gxs is iy. ts ig) = 0 andlx—x | <ë 


的 x, 并 使 /(x) < f(x°) 成 立 . 
但 由 于 x 点 满足 一 、 二 阶 最 优 性 条 件 的 假设 ,那么 ,由 一 、 二 阶 最 优 性 条 件 
中 已 含有 的 一 ,二 阶 约束 品 性 的 要 求 ,应 至 少 有 一 个 下 标 子 列 {，i,，…, 纪 } 所 
决定 的 交 曲线 
glx; is i mi) CX x€ N(x) 


这 样 ,应 得 到 x° 也 不 是 g(x; io ho tO i,) 曲 线 上 的 局 部 极 小 值 点 ,从 而 便 有 
矛盾. 

所 以 ,x 是 可 行 区 域 X 的 局 部 极 小 值 点 ,x 必定 是 (至 少 ) 一 条 g(x; i， 
irs eo tr) 曲 线 的 局 部 极 小 值 点 . 由 此 结论 即 可 得 到 x” 可 能 是 以 下 规划 的 局 部 
极 小 值 点 . 

设 已 知 (P1) 规 划 的 局 部 极 小 值 点 是 并 ,上 且 x 也 是 g(x; is izo et i,) 曲 线 
上 的 局 部 极 小 值 点 ,那么 ,构造 规划 (P0) ， 
min fœ) 
st BDF0 j=1,2,.,d 


则 x" 也 是 (P0) 规 划 的 局 部 极 小 值 点 . 


再 由 下 标 序列 i，i,，…，, ia 的 意义 即 知 ,向 量 组 Vg, (x ) 是 线性 无 关 的 ,并 
且 在 (P0) 规 划 中 可 知 有 Lagrange 乘 子 向 量 w = (w) j=l, 2, d, 使 


(PO): 


a 
VfGe) = Dw, Vg, (x°) 
p aus 


H e° 满足 二 阶 最 优 性 条 件 . D. 矩阵 的 意义 相对 照 , 马 上 就 可 以 理解 ,这 里 的 
乘 子 向 量 o° 就 是 D, 矩阵 中 的 某 一 列 向 量 w7. 
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定义 6.2.2.1 设 x 是 规划 (P1) 问 题 的 局 部 极 小 值 点 . 则 在 x 对 应 的 O. 
矩阵 列 向 量 中 存在 的 满足 一 阶 、 二 阶 最 优 性 条 件 的 列 向 量 97 = (of ,wf ，…， 
e)! 中 所 有 > 0 的 乘 子 所 对 应 的 约束 条 件 g, (x) 之 0, 及 ( 原 ) 目标 函数 fx) 
可 构造 以 下 规划 ， 

min f(x) 
k t; g, œ > 0 t=1, 2, = 


(P0) 


则 (P0) 规 划 也 以 x = x° 为 其 局 部 极 小 值 点 . 称 (P0) 规 划 是 (P1) 规 划 在 x° 点 处 
的 核 规划 . " 
x° 点 处 的 核 规划 具有 两 个 基本 性 质 ,其 一 是 规划 问题 的 各 个 约束 函数 在 x° 
点 处 的 梯度 向 量 (组 ) 是 线性 无 关 的 . 这 一 性 质 决定 了 核 规划 的 约束 条 件 不 会 超 
过 m 个 ;其 二 则 是 约束 函数 对 应 的 (唯一 的 )Lagrange 乘 子 均 大 于 0, 且 乘 子 可 
由 (6. 2. 1. 10) 式 决定 . 
设 核 规划 的 约束 条 件 由 


ga jei) 
HP (5) CI). 记 核 规划 所 决定 的 Lagrange RTH o. 由 上 可 知 o > 0. 
再 由 以 上 的 分 析 可 知 ,将 "拓展 到 原 规划 上 是 完全 可 以 的 , 令 o 是 原 规 划 的 乘 
子 向 其 ,可 取 


w = 


j=1,2, =, v 


a Gj Eia) 
0 当 j € I(x)—i(x) 
由 w 作为 分 量 组 成 的 w 一 定 是 原 规划 (P1) 问 题 的 符合 一 阶 最 优 性 条 件 的 乘 
子 .由 这 个 乘 子 o 在 原 (P1) 规 划 问题 中 即 可 决定 二 阶 最 优 性 条 件 中 的 集合 
Zoe, Zoe), 

利用 以 上 的 分 析 , 可 以 有 以 下 推论 . 

推论 6.2.2.1 ik 是 (P1) 规 划 问题 的 局 部 极 小 值 点 . 在 xe 点 存在 一 个 由 
(P1) 规 划 问题 的 约束 条 件 简化 而 成 的 核 规划 的 充分 条 件 是 ,由 核 规划 所 决定 的 
RT o 拓展 成 的 (P1) 原 规划 的 乘 子 由 决定 的 集合 加 (xm) = Ža). " 


关于 这 一 推论 的 说 明 ,在 下 一 节 中 会 有 叙述 . tukar k, 2! a A 2 Ce 
时 , 核 规划 有 可 能 不 存在 . 这 里 所 说 的 核 规划 不 存在 的 意思 是 指 , 原 (P1) 规 划 的 
局 部 极 小 值 点 x° ,在 以 上 所 指 的 名 (xm)、2 (x) 不 相同 时 ,x 可 能 不 是 (Po) 形 
式 的 规划 的 局 部 极 小 值 点 . 但 以 下 会 看 到 ,反之 ,可 以 有 

系 6.2.2.1 若 x 点 是 (P1) 形 式 规划 问题 中 所 得 到 某 个 (Po 形式 的 规划 
问题 的 局 部 极 小 什 点 ,那么 ,x 一 定 也 就 是 原 (P1) 规 划 问题 的 局 部 极 小 值 点 . ml 


786 _ 实 对 称 起 阵 的 拟 特 征 值 理论 与 应 用 


这 个 推论 的 意义 在 于 在 任 一 个 一 般 的 规划 问题 (P1) 的 局 部 极 小 值 点 x° 处 ， 


4 ZO) = Ža, 就 总 是 存在 (至 少 ) 一 个 也 以 x° 为 局 部 极 小 值 点 的 核 规划 
CPO) , Aü, 8 x° 点 成 为 可 行 区 域 的 局 部 极 小 值 点 这 一 基本 属性 上 ,(P0) 规 划 
是 与 (P1) 规 划 等 价 的 .但 由 于 (P0) 规 划 的 约束 条 件 在 x — x° 点 处 的 梯度 向 量 是 
线性 无 关 的 ,从 而 极 大 地 方便 了 对 于 x° 点 的 邻 域 的 几何 性 质 的 分 析 , 也 使 得 在 
实际 运用 Kuhn - Tucker 定理 时 具有 了 更 为 准确 与 清晰 的 判别 形式 . 

当然 也 应 指出 ,(P0) 核 规划 与 (P1) 原 规划 仅 在 x ”是 各 自 规划 可 行 区 域 的 
局 部 极 小 值 点 这 一 属性 上 是 等 价 的 . 除非 (P1) 规 划 本 身 就 是 核 规 划 , 一 般 地 , 原 
规划 的 可 行 区 域 与 核 规划 的 可 行 区 域 是 不 同 的 . 核 规划 与 原 规划 的 等 价 性 , 仅 在 
x° 点 处 有 效 . 

对 于 上 一 节 的 例 6.1.1, 已 知 x = (2, 2, 3)" 是 原 规划 的 局 部 极 小 值 点 . 由 
那里 的 分 析 已 知 ,在 x 点 处 ,存在 以 下 2 个 核 规划 ， 


(PO), min f(x) 
st ga) =8-r -r0 
(P0), min f(x) 


I fato = 10 一 4z —z, > 0 
= š g(x) 一 8 一 zi 一 3z: 2 0 
这 2 个 规划 问题 均 以 x° 点 为 其 局 部 极 小 值 点 . 
而 对 于 例 6. 1. 2, x= (a, 0)" 是 原 规划 的 局 部 极 小 值 点 ,在 x° 点 对 应 的 核 
规划 是 
(P0) min f(x) 


s.t. g(x) =n +tai -aSo (0<a<2) 
利用 核 规划 的 定义 ,还 可 以 对 等 式 ,不等式 混合 约束 构成 的 规划 问题 (P) 给 


出 一 个 拓展 性 的 推论 ,以 解释 等 式 约束 所 对 应 的 Lagrange 乘 子 的 意义 . 
像 通 常 所 做 的 转换 ,用 以 下 的 不 等 式 约束 来 蔡 代 (P) 规 划 的 等 式 约束 : 


Bw) = hwD j=l, 2, p 一 (6.2.2.1) 
Enp =—h (x) 0 j=l, 2, e, p —(6.2.2.2) 

并 将 (P) 规 划 问 题写 成 以 下 形式 : 

(P,): min f(x) 


g(x) > 0 i=1,2,-, k 
* t. ga (x) 之 0 j=1,2.-. p 


Egas) 20 j=1,2,-, p 
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对 照 一 阶 必要 性 条 件 , 可 知 在 原 规划 (P) 的 一 阶 必要 条 件 中 等 式 约束 对 应 
的 Lagrange RF 与 ,在 (P, ) 规 划 形式 下 应 当 有 以 下 关系 ， 


bG = wh 一 oo j=1,2,-, p t€ R 一 (6.2.2.3) 
其 中 w+、 w+ 是 (P,) 形 式 的 规划 问题 中 对 应 下 标的 约束 函数 所 对 应 的 乘 
子 , 且 ws、 witprs 2 0. 
注意 到 梯度 向 量 间 存在 负 线 性 相关 性 ， 
Vga, À X) =—Vg, O) j=1,2,--, p 
若 设 向 量 组 Vg, (x), Vg. O). i= 1, 2, 0, k. j=l, 2, =, p RRI 
rr 二 十 r* 十 ,其 中 是 指向 量 组 Vg,(x"), i 二 1,2,…, 上 中 的 r" 个 向 量 与 
向 量 组 Vg), j = 1, 2,…, 记 中 的 r+ 个 向 量 以 及 在 Vey, O), j = 1, 
2，…，, 记 中 的 -个 向 量 可 组 成 极 大 线性 无 关 向 量 组 . 


为 简化 叙述 ,不 妨 再 设 以 下 规划 
(P,0) min f(x) 
g,G) 之 0 tal Pe 
sk: Em, (X)20 s=]1,2, ms rn Kr 
Bu O) 20 h=1,2,-, r <r 


是 原 规划 (P) 在 x° 局 部 极 小 值 点 处 的 一 个 核 规划 “12 则 由 核 规划 的 性 质 ,(P,0) 
规划 中 的 乘 子 


v, >0 
w > 0 
wtpth DO 
那么 , 原 规划 (P) 问 题 中 在 x 点 处 等 式 约束 条 件 所 对 应 的 乘 子 Ç ,由 下 式 决定 ， 
b, Swm, 20 s=1,2,%,r, 
$, =o <0 h= l, 2, r 一 (6.2.2.4) 
t,=0 j2#j,. je j=1,2,-, p 


与 (6.2. 2.3) 式 相 比 较 ,此 即 表 示 ws wapo 中 可 以 理解 为 当 wi > 0=> 
wp 一 0 或 者 相反 wp > Sony 一 0 再 或 者 ww = waor = 0. 由 此 即 知 ， 
当 我 们 将 等 式 约束 h(x) = 0 理解 为 (6. 2. 2. 1 一 2) 这 2 个 不 等 式 时 ,那么 ,从 核 


[1] 附带 指出 ,由 核 规划 的 性 质 , j, Æ jas s = l, 2, ts ros h = 1, 2, ==, ra. 
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规划 意义 上 看 , h (x) 2 0 i — h, (x) 三 0 在 核 规划 中 ,只 有 其 中 一 个 是 有 效 的 
( 即 其 对 应 的 乘 子 大 于 0), 另 一 个 可 以 省 略 ( 即 其 对 应 的 乘 子 可 取 为 0) ,或 者 二 
个 均 可 省 略 . 

例 6.2.2.1 规划 问题 (P) 为 1) 


min f(x) = z, 
Mi 16— (z, — 4)° — z; > 0 
et 
SE aa = a 3 + G, 2 — 18 = 0 
可 知 这 一 规划 的 局 部 极 小 值 点 有 2 个 


x" = (0, 0)" x” = (6.4, 3.2)" 


l 


fE RTE =L G= 0, (E s Abilio 一 总 = T. R£ 


Xx、 处 Vay (x), Vh, (x) DL Vg) (x) Vh, (x) IB] SH BJ k tü HEEK 09. 故 
知 ,x" 处 的 核 规划 是 


min f(x) = x, 
s.t. g(x) =16— (z, —4): — £ 2 0 
而 在 交点 的 核 规划 是 
min f(x) = x, 
g (x) 一 16 一 (zi 一 4)2 一 好 过 0 
a = h (x) = (z, — 3) + (z, — 2} —13 > 0 


可 见 , 在 x” 的 核 规划 中 ,等 式 约束 可 以 消去 ,在 x* 核 规划 中 ,等 式 约束 可 用 
KER h, (x) > 0 REER. 

图 6.2. 2. 1 画 出 了 原 规划 问题 (P) 的 可 
行 区 域 图 . 其 中 X 是 原 规划 问题 的 可 行 区 
域 .图 中 用 阴影 表示 的 则 是 x 点 处 的 核 规 
划 的 可 行 区 域 (局 部 ). 

本 节 结束 时 ,再 对 (6.2.1.10) 式 及 下 
和 矩阵 的 列 向 量 的 几何 意义 给 出 一 个 简要 
说 明 . 

由 (6.2.1.10) 式 可 得 到 (在 核 规划 意 


C1) 引 自 ( 非 线性 规划 》 上 册 ,M、Avriel, 第 39 页 一 第 41 页 例 3. 1.4. 
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义 上 )， 


AE AEE TET A EED : E E 
Vf) -ef i Ei Š His i s nefi s Eae je 
简写 为 
Vf = G" (GGG Vf —(6. 2. 2. 5) 


š A 
记 G = G'(GGT)”'G= Vf =G- Vf 


则 人 是 宏 等 的 Hermite 矩阵 即 正 交 投影 矩阵 . 6 短 阵 及 (6. 2, 2. 5) 式 表示 ,构造 以 
Gr 为 基 的 子 空间 LVOVO MRN L+ 方 向 ( 即 正 交 于 上 的 方向 ) 投 影 到 工 ,刚好 
还 是 VA(x"), 故 应 有 


VEL 
又 由 于 (6. 2.1. 10) 式 ,在 x 是 局 部 极 小 值 点 时 ， 
(GGG Vf =0>0 
所 以 ,VA(x") 必 要 位 于 
y=G'h h>0 


组 成 的 闭 凸 锥 内 . iñi h Š 5. 8 节 可 知 , y= G'h ,过 0 决定 的 集合 刚好 就 是 不 等 
式 组 


Gr>0 x€ R 

决定 的 解 空间 的 正法 锥 . Br DL, V f (x° ) [5] NË fE x° 是 局 部 极 小 值 点 时 ,一 定 要 是 
Gx > 0 解 空间 的 正法 锥 中 的 向 量 . 

现在 再 回 到 (6. 2.1.13) 一 (6.2.1.13a) 式 的 分 析 , 在 那里 所 说 明 的 即 是 ， 
若 记 

工 = (yly=G'h h20) 

知 VEL 
则 几何 上 工 是 顶点 在 R" 原点 的 闭 凸 锥 ,过 向 量 VAC(x ) 的 终点 作 与 VA(x ) 正 交 
的 超 平面 L, B Z. L 5j L, 的 交集 是 一 个 凸 组 合 . 这 个 凸 组 合 的 顶点 是 
VgiCxz)t 220 5 L, 的 交点 .Vf(x* ) 即 是 这 个 凸 组 合 中 的 一 个 点 512 那么 ， 


Vf (x ) 一 定 能 用 凸 组 合 中 不 多 于 m 个 顶点 组 成 的 ( 子 ) 凸 组 合 线性 表 出 .这些 以 
不 多 于 m 个 顶点 所 组 成 的 ( 子 ) 凸 组 合 (可 以 将 Vf(x") 以 正 线性 组 合 方式 表 出 )， 


(1) RREA TEE Vf G) Vg) Z 0, 但 这 不 影响 以 下 的 结论 . 见 本 节 附 录 . 
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即 构成 了 x° 点 的 核 规划 . 这 可 由 右 图 


V8: V8: 
) = 6. 2. 2. 2 予以 说 明 . 
= ss i m = 3, L 正法 锥 在 工 / 截 平 面 
上 的 图 形 如 图 6. 2. 2. 2. WJV f (x° ) nf 
vg, Vg. 由 下 标 为 i 二 1, 2, 4 和 i 二 1, 3, 4 的 
图 6.2.2.2 Vgi(x") 向 量 以 正 线性 组 合 的 方式 表 
HH. x° 点 的 核 规划 即 是 
min f(x) min f(x) 
fi g(x) 之 0 i=1,2,4 pä g(x) >0 i=1,3,4 


这 就 是 核 规划 的 几何 意义 . 而 在 正 线性 组 合 表 出 形式 
Vf) = Dw, Vax) i=1,2,4o0ri=1,3,4 
中 的 乘 子 o, BË E: D. 矩阵 列 向 量 中 的 正 数 分 量 . 且 由 于 在 Lj 平面 上 的 Vg, i = 
1, 2, 4(Ri=1, 3, 4) 顶点 组 成 的 凸 组 合 必 是 一 个 单纯 形 , 所 以 w 乘 子 是 唯一 
的 , 即 @ 矩阵 的 最 简 形式 一 定 也 是 唯一 的 . 反 过 来 说 ,这 即 是 任何 一 个 Vg, (x°) 


向 量 组 ,如 果 这 一 向 量 组 的 向 量 个 数 >3, 上 且 含 有 Vga), i= 1,2, 4 或 i = l, 
3, 4 子 向 量 组 ,那么 ,由 线性 组 合 


W(x) = Dyw; Wg, GO) 
就 总 能 化 简 为 


Vf) = Do ga) i= 1,2,4ori=1,3,4 


附注 : 工 正法 锥 与 Lj 蕉 平面 的 交集 凸 组 合 项 点 在 工 / 子 空间 上 的 坐标 
表示 


一 般 地 设 y € R” ,将 y 理解 为 从 R” 空间 坐标 原点 出 发 的 指向 (y,，y, ，…， 
2m) 点 的 向 量 y. 过 y 点 , 作 与 3 正 交 的 超 平面 L,. 


IL,={ala=A,z z€ R") 
3: ... 
一 一 ,一 一 vi 一 二 
A=| n x > C y, #0) 
Tp mm) 


设 A = [as]。x 是 m Xn KERE. K At, t> 0 理解 为 决定 了 n 条 由 R”" 坐 
标 系 原点 出 发 的 射线 L, 
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L =at; 20 j=1,2,-, n 
Kpa 是 A 的 第 j 列 向 量 . 


如 果 4 SL, 相交 , 则 其 交点 坐标 即 由 z, 表示 ,这 表示 在 工 , 子 空间 上 建立 
T Oziz, BRR. HA 


y+æ =at, Ë “=Az, —(6.2. 2. 6) 
得 到 方程 组 
@1i 一 人 zi = y 

可 写成 为 

a o Bo e F 

> >, > 
üp =i 0 j = P: —(6. 2. 2.7) 
a. 0 P N aii > 


b, bx ° bim 


b, —1 0 x 
IBI= | . = (=D e |b + Dbus * barn 


bm 0 一 1 
将 此 结果 运用 于 (6. 2. 2.7) 式 ,可 得 , 当 
aj t Sans = Z 0=y'a' = 0 
BJ (6. 2. 2.7) 式 有 唯一 解 . 这 里 的 几何 意义 很 清楚 . 
设 y'a Æ 0, WWE B HR 1 行 元 素 是 B,， 


B, = (—1)”"'/ | B| 
B, = — 1)”'6óx/ | B | 
B, = (— )””'bs/ | B | 


再 将 此 结果 运用 到 (6. 2. 2. 7) 式 , 即 得 


r 
Ps 462 


= —(6. 2. 2. 8) 
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#k z, > 0 的 充 要 条 件 是 y'a’ > 0. 
将 这 里 分 析 的 结果 运用 到 非 线 性 规划 的 一 阶 最 优 性 条 件 中 ,将 Vf/(x") 看 成 
是 这 里 的 y,Jacobi 矩阵 


GT = [Vg (x°), Vg, G°), =+, Vg, (x°)] 
看 成 是 这 里 的 矩阵 A.L, #R3F HUH L 符号 表示 . 则 
IE Vg, (x° ) = Vgt (x°) 34Vf1 (x°) e Vg, (x°) > 0, 1ËVg) (x ) 决定 的 4 为 二 
HRV (x ) 决 定 的 射线 !; — Vg) G° u, 都 在 L, 超 平面 上 有 交点 , 且 交 点 
坐标 由 z? 按 以 上 (6. 2. 2.7) 决 定 . 
将 (6. 2. 2.8) 代 入 (6. 2. 2. 7) 式 可 得 


zy mati yn i=1,2,-,m—1 一 (6.2.2.9) 
并 注意 到 若 令 
一) 一 aetuj = ya t = ==; = 0 


By AEL, 截 平 面 坐 标 系 上 是 O zz:…z。 ,的 原点 . 
注意 y 与 V(x') 的 对 应 性 质 , 故 VA(x" L; 截 平面 上 Oz,z,…z。_ ,坐标 系 
的 坐标 是 原点 ,并 设 Vg, (x") 中 的 任 一 个 均 有 


Vx) + Vg, a) 2 0 


ER Vg, Ce) = Ve (x°) Vf" (x) + Vg, (x°) 二 0, 记 Ve7 (x°) 对 应 的 为 1 ， 
HVE x”) 决定 的 射线 4 EL, 截 平面 上 的 坐标 为 zj . 
将 y 看 成 是 VA(x*),a’ 看 成 是 Wg,(x"). 取 一 组 权 数 


$s 0 D+ =l 
7 7 
利用 (6. 2. 2. 6) 式 的 关系 ,有 
VE) + 2 十 于 Co) 十 sz) 
7 7 7 7 


其 中 


故 
Dat Bsa = A,( Dstzt + Esz) 
i z, 是 W(x ) 在 Lj 截 平面 上 交点 的 坐标 ,那么 ,由 一 阶 最 优 性 条 件 , 应 有 
X + Bsr = z = 0 
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故 得 
Vf = Dstt} Wet (x) + Dosye; Vg; Ge) 
; 7 


HFS. S S0, G0, G <0. HR x° 是 局 部 极 小 值 点 , 必 只 能 有 
o = s 20 
@ = st; > 0=>s; = 0 @ = 0 

便 得 


Vf) = Dw! Vg) G°) —(6. 2. 2. 10) 
7 


由 于 = 0, 即 得 到 在 一 阶 条 件 中 ,所 有 Vg;〈x" ) 对 应 的 约束 条 件 g O 20 (在 
x° 点 处 ) 是 可 以 省 略 的 . 这 就 是 在 用 (P, ) 规 划 来 替换 等 式 一 不 等 式 混合 约束 的 
(P) 规 划 时 , 太 (xz) 达 0 与 一 态 (x) 壹 0 形式 的 约束 条 件 一 定 可 以 (至 少 ) 省 略 其 中 
一 个 的 原因 . 
现在 考虑 Vgi (x") 向 量 组 中 含有 

V(x) + Vg, (x°) = 0 
的 情形 . 首先 指出 ,在 以 下 的 分 析 中 会 具体 说 明 能 够 运用 一 阶 最 优 性 条 件 的 必要 
前 提 是 不 能 是 所 有 的 Vg, (x ) 都 是 与 Vf (x ) 正 交 的 . 道理 很 明显 , 此 时 
(6. 2. 2. 10) 式 仅 能 在 VA(x") = 0 时 成 立 , 这 时 x° 点 是 否 是 局 部 极 小 值 点 一 般 不 
再 能 使 用 Lagrange 乘 子 法 而 应 直接 使 用 无 约束 条 件 下 的 极 值 判 别 方法 . 再 由 以 
上 的 结论 ,不 用 再 考虑 Vg, (x") 向 量 组 中 可 能 含有 的 Vg;(x") 向 量 ,而 简单 地 设 
Vg, G HAH H Vg? x”) 与 Vg’ (x*) 组 成 .这 里 , 记 

Vg; (x°) = Ve(x) VT(x). Vg, (x°) = 0 


注意 , 按 以 上 关于 L, 截 平 面 的 定义 ,Vg' (x°) 与 L, 截 平面 没有 交点 ( 即 
〈6. 2. 2. 7) 式 无 解 ). 但 这 只 要 修改 关于 L; 截 平面 的 定义 即 可 解决 . 对 此 仅 用 以 
下 图 示 予 以 说 明 . 


VE 


V8: vg, 


vg, 


(a) 
图 6.2.2.3 
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在 图 6. 2. 2. 3 中 ,Vgs 是 与 Vf 正 交 的 而 Vg ,., = Vei.: .其 中 (a) 图 的 意思 是 
说 , 若 Vf 可 以 由 咯 r，Vgz 的 正 线性 组 合 表 出 ,那么 ,可 以 直接 令 Vgs(xz ) 对 应 的 
RT o = 0, 即 约束 条 件 g, (x) > 0 可 以 略 去 .车 否 , 即 如 (b) 图 所 示 ,Vf 不 能 由 
Vg; > Ve: 的 正 线性 组 合 表 出 , 则 可 取 从 原点 出 发 的 直线 /, 使 Vg,.,, ;及 Vf 均 不 
与 ! 正 交 ,这 显然 总 是 可 取 到 的 ,然后 , 令 L 是 与 ! 正 交 的 截 平 面 ,并 可 以 以 上 
方法 求 得 射线 站 一 Vg, j=1, 2,3,1 > 0 5 L, 的 交点 坐标 z, 以 及 1 = 
Vf =, 射线 与 Lv 的 交点 坐标 zy. 以 下 的 分 析 基本 与 上 文 类 同 . 在 图 (b) 所 示 情 况 
下 ,最 终 可 得 


t t, t, 
VA) = L Wg, (x°) + 22 Wg, a) + ZE Wg 0) 
py t; tj 


HP sa 220, s +s +s = 1. 
显然 就 核 规划 的 意义 讲 , 可 得 


Szt, Szt, 
Vf(x) = T W Oe) + — Wx) s32>0 5 二 oa 一 1 
了 F 


从 而 


Sta Sata 
w=0 m= o= 
7 


即 为 核 规划 意义 上 的 Lagrange 乘 子 . 
RELL 的 交点 为 y, y ER”. 现 VA(x )( 或 其 延长 线 ) 与 Lj 的 交点 
z FBFE O z z," z, 1 坐标 系 的 原点 . 由 (6. 2. 2. 9) 式 可 得 


fi (x) — y yy 
Sfat — y t, = Fa 


: reo, _ 9 fO) 
Pema Si) 


CAD AN Ry 
= SLE jia pa 
> E 2; 


M Az = ERT 


zj = 


j 


Faty — y, 
注意 到 


E Apa Dy WY) yf yy— yD) 
2 3 + 1 Fi 
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= (fi x) = y) 
故 
Az, = tv Vf —y 
则 仍 可 取 一 组 权 数 站、% 20 D+ >s = 1, (利用 (6.2.2.6) 式 ) 作 
; ; 
y+ >27s;al+ Das = Dstitast 27204 
3 ai, a) 分 别 对 应 于 Vg7 G). Vg) (5), 3EDA 
也 本) 
有 
Bsta + Dss => Dja Disia = t Yf y 
即 可 得 到 
t WX) = Dstit Vat a) + Ds Vgs (5) 
7 7 
取 @ =s 220 s = s 20 
这 就 是 
VW) = Do Vet x) + Do? Ve lx) 一 (6.2.2.11) 
7 7 


这 即 是 Fritz John 最 初 的 成 果 的 形式 . 但 注意 ,这 里 ty 是 大 于 0 的 . 


$ 6.3 ”线性 化 锥 、 闭 切 锥 、 正 法 锥 一 一 一 阶 约束 品 性 


$6.3.1 一 阶 约束 品 性 与 闭 切 锥 引 理 
仍然 考虑 规划 问题 (P1) ,局 部 极 小 值 点 x° 处 的 线性 化 锥 是 
Z'(x)= (z | Vg] (x )z 220 i € I(x)} —(6.3.1.1) 


ASX, ORR x° 点 处 的 闭 切 锥 . 用 符号 4 表示 集合 4 的 正法 锥 . 一 阶 约束 
品 性 是 指 在 x° 点 处 成 立 


(Z Y = (S(X, xy” —(&, 1:25 
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或 ZY S(X, z) —(6.1.4) 
由 正法 锥 的 定义 即 可 知道 ， 
Z'a) = S(X, OSZ a) = SX, x°)” 一 (6.3.1.2) 
以 下 考虑 能 否 成 立 
(Z'(z°))' = (S(X, 加)) BZN) = S(X, x°) 一 (6.3.1.3) 
的 问题 
由 $5.8 节 的 分 析 可 知 ,(6. 3.1.3) 式 即 对 应 于 那里 所 说 的 “ 反 演 问题 ". 可 
简要 地 重 述 一 下 那里 的 结论 . 
当 yE(Z Cn)) = SX, x°)”, HERA Z (x°). SX, x") 痢 是 以 坐标 
系 原点 为 顶点 的 锥 ,因此 它们 只 能 是 某 个 形 如 Ar 之 0 不 等 式 组 的 解 集合 . 并 且 
E y 可 表 成 为 
y=Ah PER 
的 形式 ,其 中 A 是 一 个 mwXn 阶 答 阵 , 则 由 推论 5. 8. 2. 1 ,总 能 够 反 演 出 一 个 矩阵 
A, 使 y 是 不 等 式 方程 组 
Ar 二 0 
的 解 集合 PCAx > 0) 的 正法 锥 的 向 量 , 并 且 ,不 论 信 矩阵 的 列 向 量 是 否 是 线性 相 


关 的 ,所 反 演 出 的 矩阵 A( 在 最 简 形 式 意义 上 ) 是 唯一 的 , 即 解 集合 P(。) 是 唯一 
的 .所 以 ,应 当 有 


Z'(x°) = P( * ) = S(X, x°) 


即 (6. 3. 1. 3) 式 成 立 . 这 一 情形 所 对 应 的 是 Ax > 0 为 相 容 方程 组 . 
M y € (Z) = (SX, x°))”, 并 且 y 可 表 成 为 


y= Bs +2 Ah seR h€R 


的 形式 ,其 中 BB 为 m x k MERE AN m < n MER. 那么, 是 等 式 \ 不 等 式 方程 组 


1. = 
A'x=0 


的 解 集合 ( 记 为 P(AT，B")) 的 正法 锥 的 向 量 . 并 且 解 集合 PAT, BORA — 
性 . 因此 ,车 计 不 等 式 组 


Ar 二 0 
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的 解 P(A) = Z'(x°), 由 Z'(x") 的 定义 这 样 表述 是 可 以 的 ,那么 ,总 有 
P(AT, B') = PA) 

成 立 . 从 而 (6. 3. 1. 3) 式 依旧 是 成 立 的 . 而 这 里 所 对 应 的 情形 即 是 Ax — 0 为 矛盾 
方程 组 . 

所 以 (6. 3.1.3) 式 总 是 成 立 的 . 从 几何 意义 上 讲 ,可 参见 图 5. 8. 1. 3, 则 
(6. 3. 1. 2) 式 的 意思 是 说 , 若 已 知 Z (x°) = SX., x°) 比如 说 是 图 中 的 阴影 区 域 
P, 那 么 ,P 的 正法 锥 P iH b ui,: 与 5 ua.: 这 4 条 射线 之 间 的 两 两 正 交 关系 ， 
可 唯一 地 被 确定 从 而 有 (6. 3. 1. 2) 式 ;反之 , 若 已 知 (Z' (x*)) = SX, x°)”, 
比如 图 中 的 P' 区 域 ( 含 阴影 区 域 在 内 ) ,那么 ,基于 同样 理由 , 亦 可 唯一 地 确定 出 
尸 即 阴影 区 域 , 从 而 (6. 3. 1. 3) 式 成 立 . 由 此 即 知 (6. 1. 2) 与 (6. 1. 4) 完 全 等 价 . 

但 (6. 1. 4) 要 求 的 一 阶 约 束 品 性 即 在 局 部 极 小 值 点 x 处 可 行 区 域 x 的 线 
性 化 锥 等 于 闭 切 锥 这 一 品 性 的 成 立 并 非 是 无 条 件 的 . 为 说 明 这 一 点 应 说 明 闭 切 
锥 的 性 质 以 及 给 出 其 构造 . 

为 此 先 说 明 当 x° 是 可 行 区 域 X 的 局 部 极 小 值 点 时 ,在 x” 邻 域内 的 可 行 方 
向 向 量 z 的 性 状 . 由 于 x° 是 局 部 极 小 值 点 ,那么 ,对 于 充分 小 的 正 数 9, 必 有 
f(x 十 9z) > f(x"). 这 里 z 是 可 行 方向 向 量 . 可 知 这 样 的 z € Z'a). 因为 车 
zr 攻 Z'(x"), 即 是 说 有 某 个 kE IG), 使 

Vgi (x )z < 0 
成 立 . 由 g(x) 的 可 微 性 假设 ,有 
g(x? + 0z) = g,(x°) + Vgi (x°) + Oz + 0e, (0) 


其 中 ee(9) — 0,34 0 — 0. Ik, 4 0 — 0 IM ,#f Vg] (x°) * Oz + 0e,(0) 一 0 并 且 
因为 g,(x) = 0, 便 从 前 一 式 得 到 对 于 任意 小 的 9 成 立 

g(x +02) <0 
但 这 即 与 x 是 可 行 方向 向 量 的 定义 相 矛 盾 . 所 以 , 必 有 对 于 所 有 的 i € a), 
成 立 

Vg (x )z > 0 
即 知 zE z'a) O 

闭 切 锥 引 理 ”向 量 z 包含 在 闭 切 锥 SCX, x ) 中 的 充 要 条 件 是 : 存在 一 列 收 

AF 0918 8 (xt) C X, 并 存在 一 列 非 负数 {o*} ,使 序列 {a (大 一 如 )} 收 敛 


CIJ 以 上 关于 次 点 处 可 行 方向 向 量 z € Z'(x*) 的 论述 , 引 自 ( 非 线性 规划 》 上 册 , M，Avriel, 第 
26 一 27 W. 
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于 xz. 
图 
由 这 一 引 理 可 以 知道 , 令 a 是 一 个 单位 向 量 lal = 1, 并 设 存在 一 个 收敛 
+ x° 的 点 列 (x') C X, x Z x°, A 
(a rt = —(6.3.1.4) 
== | x — x° || 
RARE e DRAF x°. 于 是 可 行 集合 X fE x° 点 的 闭 切 锥 ,包含 a 的 
非 负 倍数 的 所 有 向 量 . 并 由 以 上 引 理应 有 a € SCX, x ). 所 以 反 过 来 说 ,由 w € 
S(X, x°) 即 可 推出 存在 一 列 (x') C X, R (xt Wy a Jy lk ak x° (13, 
这 里 的 意思 是 说 ,如 果 (6. 3. 1.4) 式 成 立 , 则 可 取 到 一 数列 {a*)， 
a PN (x +00) 
wx 
则 lim(at (xt —-x)) =a 


故 a c S(X, x). 当 取 


Pe t E 
a= -ET t>0 
则 可 在 假设 条 件 
t 
limx = x° lim 一 一 一 一 一 一 和 
| 


之 下 得 到 
lim(at (at — x°) 一 La 
AA ta € SX, x°). 即 当 @ € S(X, x), WER > 0, ta € S(X, x°). 
另外 ,可 知 有 0E S(X, x°). 因为 可 以 取 一 列 > 0, 上 且 一 0, n— eo, h 


FSX, x) 是 闭 集 , na € SX, x), H a € SX, x°). 故 取 任 一 a € S(X， 
x°), 都 可 以 有 
lim;,a = 0 € S(X, x°) 


以 上 便 是 闭 切 锥 的 基本 性 质 . 


$6.3.2 闭 切 锥 的 构造 一 一 一 阶 约束 品 性 不 成 立 的 情形 
由 上 已 可 知 , 当 一 个 (P1) 规 划 , 其 可 行 集合 X 是 一 个 单 点 集合 


Cl) 由 闭 切 锥 引 理 至 此 的 内 容 , 引 自 ( 非 线性 规划 3》 上册 ,M.Avriel, 第 34 一 36 页 ,符号 有 所 改动 . 
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X = (x°) 
那么 显然 只 能 有 
S(X, z) = {0} 
f x° 点 处 的 线性 化 锥 Z'(x") 却 往往 不 是 一 个 单 点 集 , 即 常 可 以 有 
ZASA) 
例 6.3.2.1 EARO 


g(x) = 1— (z, — 2)* — (z, —5)* 2 0 
: 


w Ete S EN kci >0 
g(x) = 1— (z — 2) (e) > 
m (x) = = —2 >o 
W X = (x°), x = (2, 4)', 即 可 行 集合 X 是 单 点 集合 ， 
S(X, x) = 10) 


799 


图 6. 3. 2. 1 给 出 了 可 行 集合 X 的 表示 . 其 中 g, (x) 2 0 的 区 域 是 图 中 圆 的 


内 部 阴影 区 域 g, ,而 g, (x) 2 0 则 是 椭圆 部 分 的 阴 
影 区 域 g. 这 2 个 区 域 只 在 x 点 处 相 切 . 
g (x) 之 0 是 过 x 点 垂直 线 的 右 半 平面 .所 以 可 行 
集合 为 PARA. 

但 由 线性 化 锥 Z Cr ) 的 定义 ,Z Ce ) 中 的 元 素 
z 是 以 下 不 等 式 方程 组 的 解 . 注意 到 TO) = 
{1, 2, 3), 得 


| 


Ó £ 
G(x°) = ° 一 2 


1 0 
有 
GOon) .xz 二 0 
解 之 ,得 到 
ca Pjs 
故 


51] 引 自 ( 非 线性 规划 ) 上 册 ,M. Avriel, 第 56 页 ,第 3. 0 88. 
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或 者 说 
x= x +z z€ Z (e°) 
即 是 图 6.3.2.1 中 从 x° 出 发 且 指 向 z, 正方 向 的 水 平 射线 就 是 Z . 所 以 
Z'(x) ASX, x°) 
容易 理解 , 若 求 出 (SCX, x"))' ,应当 是 
y0>0 ye€ (S(X, x°) 


故 (SCX, x")) 中 包含 从 x 出 发 的 任意 方向 的 方向 向 量 y. 换 句 话说 ， 
(S(X, x°) 是 整个 坐标 平面 . 
而 由 


yz20 rEZ) yE Z'a 
可 得 属于 正法 锥 (Z'(x")) “的 方向 向 量 y 应 是 
x 20 
不 等 式 组 的 解 . 可 知 


0 1 
y= D+ [h 一 co 入:<+co h>0 


由 此 方向 向 量 作 x — x° 十 了 给 出 的 是 g, 垂直 线 的 右 半 平 面 511 显然 

(Z' Gn = (S(X, xy) 
当然 ,我 们 也 可 以 构造 出 X = (x°) 单 点 集 , 同 时 又 有 
Z! (aP = S(X, x°) 

的 例子 . 比如 ,在 例 6. 3. 2. 1 的 约束 条 件 中 添加 上 以 下 约束 条 件 
g(x) =— z, +z, —2 2 0 

易 知 ,此 时 , 仍 有 X = (x°), 但 可 有 
Z' (x°) = S(X, x°) = (0) 


51] 可 以 将 这 里 的 (S(X, zy)". (Zt (x°) 分 别 看 成 是 顶点 在 x 的 2 AESA, D 即 为 全 平 
面 ,而 (ZI (x°) 则 为 半 平面 - 
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可 行 集合 X 为 一 个 点 x” 的 情形 一 一 还 可 以 拓展 为 X 集合 是 离散 点 的 集合 
X = (x', x°, =, xM) 的 情形 一 一 虽然 也 是 一 般 规划 问题 的 特例 ,但 在 此 情形 
下 ,是 用 不 着 再 考虑 x 点 (或 x 点 ) 的 最 优 性 条 件 的 ,因为 x 点 (或 x ) 点 就 是 X 
的 局 部 极 小 值 点 (同时 也 是 X 的 局 部 极 大 值 点 ). 所 以 可 以 将 这 些 情形 排除 在 
外 .具体 地 讲 , 本 书 以 下 部 分 仅 考虑 规划 问题 (P1) 的 可 行 集合 X 是 Euclid 空间 
R” 的 连通 子 集 的 情形 . 换 句 话说 , 仅 当 可 行 集合 X 是 Euclid 空间 的 连通 子 集 
时 ,对 x° € X 的 点 作 Kuhn - Tucker 条 件 的 检验 才 是 有 一 般 意义 的 . 

定义 6.3.2.1 若 规划 (P1) 的 可 行 集合 X 是 Euclid 空间 R" 的 连通 子 集 
QAEDA x, € X, x Z x°), WE X 为 规划 (P1) 的 可 行 区 域 . C 

由 连通 集 的 性 质 可 知 , 若 下 CR" 是 连通 集 , 则 任意 的 x, y € E, 都 可 以 用 
条 位 于 EE 内 的 由 有 限 条 直线 段 组 成 的 折线 相连 接 1), 即 Euclid 空间 的 连通 
子 集 均 是 道路 连通 的 . 

推论 6.3.2.1 设 X 是 规划 (P1) 的 可 行 区 域 ,zEX 是 局 部 极 小 值 点 , 则 闭 
WE SX, x) — (0) = Ø. = 

证 明 : 因为 X 是 (P1) 的 可 行 区 域 ,由 定义 6.3.2.1, 有 x € X, x' Z x°, R. 
x°, x' 之 间 可 用 一 条 折线 连接 . 设 这 条 折线 是 由 M 个 直线 段 4, i=1, 2, =, M 
连 成 . 4, TRR 


l: x=axrithr, a,bELO1 a+b=1 EX 
其 中 令 xn = x°, xu. 

Bx Z x°, EBRE AMBR ,重新 对 下 标 编号 令 x H ao x, 为 x，… 
就 可 以 有 x, Z x°, BWK ,并 继续 对 下 标 重新 编号 ,最 终 , 要 么 找到 原 
始 下 标 编号 x 序列 中 的 某 个 re,， 1 < k < M- 14; x, # x°, HEREN F but 
号 x, 序列 中 这 个 x, 已 被 编 为 x, ;要么 就 是 原始 下 标 编号 x 序列 中 的 x, == x, 
i 一 1，2，…，M 一 1, 故 现在 M= ,B x = x, LEUH x, = x' Z x°. 故而， 
我 们 总 可 以 设 x, Z x° 成立. 

再 由 连通 性 ,应 有 

L: x=ae°+bx C X, a, b€ [0, l] a+b=1 

故 可 作 


— E s E 0 E 


Mko xt — x°. 再 作 


O) 《数学 词典 ? 谷 超 豪 主编 . 第 317 页 “连通 集 "(conected sets). 上 海 辞书 出 版 社 ,1992 年 
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1 x — = Z0 C x Z x) 
< aN i 
Ix — xl š 
r k 
a = ——— > 
Mx, — x° ll 
有 lim(at (xt — x°) = z' 


由 闭 切 锥 引 理 即 得 — z' € SCX, x°) H z' = 0. BE. 


从 几何 上 讲 , 闭 切 锥 SX, x") 的 元 素 可 以 用 以 下 方式 确定 : 将 坐标 系 的 原 
点 平移 至 x*, 取 中 的 一 个 点 列 Ot) C X HEA x 点 出 发 指向 x' 的 射线 族 L 
则 在 x'—x° 时 ,4 就 趋 近 于 一 条 属于 SCX， OHR L. 见 下 图 示 511 


图 6.3.2.2 图 6.3.2.3 


再 如 ,对 于 如 图 6. 3. 2. 3 所 示 , 其 上 的 阴影 区 域 为 可 行 区 域 X. X 的 边界 由 g\， 
曲线 组 成 . 任 取 x € X, # fE 


x" 一 e +S 对 任意 N 之 1 Hax" € X—(6.3.2.1) 
则 表示 连接 x° 与 x 的 直线 段 (全 部 ) 属 于 X. 这 就 可 取 点 列 
x = ++ k=1,2, 
Ax € X B x' — x° 4 k — co. 如 图 中 的 射线 1 上 的 点 列 {6'}. 并 且 , 记 
x — x° x— x° 


=-= sp 


I-> ix-xi 


则 方向 向 量 BE SX, x°). 易于 理解 ,X 的 ( 拟 ) 凸 边界 (如 g,) 上 的 点 a', 也 符合 
(6. 3. 2. DR, Bp 


C1) 引 自 《 非 线性 规划 ?上 册 ,M.，Avriel, 第 36 页 及 图 3. 5. 
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x = e +U 一 x) €X N2>1 
仅 对 于 如 g, 所 示 的 凹 曲 线 组 成 的 边界 上 的 点 “,(6. 3. 2. 1) 式 就 不 成 立 了 . 因 
此 ,现在 放松 关于 方向 向 量 z 的 定义 ,规定 z 总 是 指 
s= x—x x€ X 
在 这 个 定义 中 ,不 再 要 求 
ax+bx € X a,b€[0, 1], a+b=1 
故 取 g, g+ 边界 上 的 点 列 {a'}、{c'}, 有 


a — x, ce — x ico 
再 作 
r_a E 2 Gss 
上 la — x || le—xl 
则 
I _ /dz . g [dz 
E= (T) her (25) 
其 中 
daN a m E Ea G )=0 
(=) yaa g(x, HAT, > z: + Ax,) = 
an <o 
dr、 |， Arz 
(=) “PS. B gi(z 十 Ar zy + Az,) = 0 
dz; 
mí) Kiss 


Ba(T1s z) = O 


= = f,(z,) 


fz x° 点 处 即 坐标 系 原点 处 的 左 导数 . ma ($ 


) emas 


Xi 
Bia z) 一 0 


决定 的 曲线 
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= = fila) 


在 坐标 系 原点 处 的 右 导数 . 由 于 g,. :曲线 二 阶 可 导 , 故 


存在 ,由 闭 切 锥 引 理 ， 
B.» B. E SCX, x°) 


最 终 可 得 图 6. 3. 2. 3 中 的 可 行 区 域 X 的 闭 切 锥 SCX, x°) h JE in 
6. 3. 2. 4 所 示 ( 阴 影 区 域 ). SX, x') 是 由 射线 1 、 
ls 所 夹 成 的 且 项 点 在 坐标 系 原点 的 锥 . 4 da 射 
线 的 方向 向 量 就 是 HL B BD L, ERRE g. 
边界 曲线 在 x° 点 处 的 ( 半 ) 切 线 . 

很 明显 ,在 图 6. 3. 2. 3 情形 下 ,由 不 等 式 组 


Mn 


Vg: (xz > 0 


W 6.3.2.4 
决定 的 线性 化 维 Z'a) = SX, x°). 
将 以 上 的 分 析 推 广 到 任意 维 Euclid 空间 R” F. 设 X 是 可 行 区 域 , XCR", 
则 由 上 文 所 述 , 可 取 到 x ,x' € X, x Æx, Hax’ 十 bx' € X,a,bE[0,1] 
a +b = 1 fE 


m= a= 一 (6.3.2.2) 

以 及 方程 
B'a= 0 

的 解 

a= ñu ER 一 (6. 3. 2. 2a) 
其 中 A AIER # 8: BF. 
则 

x=x +at+Ps (í € R 

对 所 有 的 uER tsER 


上 式 可 遍 取 R” 空间 的 点 . 这 里 , 若 取 定 一 个 向 量 u, 则 上 式 仍然 是 决定 了 一 个 
R” 空间 上 的 截 平面 L, 且 LNX 非 空 .同时 ,在 1 上 定义 了 一 个 原点 在 x "处 的 
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正 交 坐 标 系 Ots. 
由 


gm 二 at 十 有) 一 0 i€ O) 一 (6.3.2.4) 
决定 了 约束 函数 g. (x) = 0 与 二 截 平 面 的 交 曲 线 &, 且 先 假设 
Vg aa 一 0 Vg; (xB = 0 —(6. 3. 2. 5) 
两 式 不 同时 成 立 . 故 若 
Var (x° )z > 0 
H (6.3. 2. 2) 式 


BEZH Va) BA 0, 则 可 知 存在 以 下 形式 的 两 数 


s= s(t) 
这 两 种 形式 本 质 上 是 一 样 的 . 故 以 下 仅 以 * = s, 形式 为 例 . 
We 一 0 n o, WE s = s,(2) 中 代入 4， 
s= s(t,) 
不 一 定 是 单 值 的 . 但 由 隐 范 数 定理 , 令 1, 一 0 时 (6. 3.2.4) 式 决定 的 g. (x 十 Qt 十 
Bo 过 x 点 ,s = 5,(4,) 可 决定 单 值 ( 且 唯 一 ) 的 函数 ; = s O 形式 . 规定 
s(t) = s: 
sC.) fE ta 一 0 时 总 是 单 值 的 . 
则 有 
ta —>0 s >00 n> 
作 
x = x an, +p, Hzg(x,)= 0 (当心 一 0) 
: x, — x ar, + Bs. 
PE E i ai 
"eeh han Bs; 
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可 知 
lar, Bs = (a'a +B'B(>) ) + 
故 
“+B š 
z 加 ñ (6.3.2.6) 
(eree) ) 
由 于 
i s2] 二 (6.3.2.7) 
— z, ot d | Vg, P 
故 
d 
+6 so | 
limz' EEE FOE — =r (6. 3. 2. 8) 
H i taf ds: (1) Ey 
G a+P e| dt |, | ) 
存在 .并且 显然 有 x, 一 x n— oo. 故 若 {x,} C X, 就 有 
z € S(X, x°) 
其 次 ,不 论 是 否 有 {x,} C X, 以 下 性 质 总 成 立 ， 
Li: Vga = 0 —(6.3.2.9) 


由 (6. 3. 2.7)、(6. 3. 2. 8) 直 接 可 得 此 结果 . 所 以 ,由 (6. 3. 2. 8) 式 决定 的 方向 向 
Mt z 必定 是 


ga) = 0 
决定 的 曲面 在 x = x° Pa Rb 09 DIETE Li 上 从 x" 点 出 发 的 方向 向 量 . 
ds, 
作 由 工 截 平面 上 Ors ARR H OIRR LON s, = s0 在 x* 处 的 
切线 )， 
ds,(2) P pa 
ie s= (S) i € IG) (6.3.2.10) 


显然 !; 的 法 方向 即 是 二 的 法 方向 在 工 截 平 面 上 的 投影 方向 , 故 


VL, = (Vg! (x")a, Vg? (xB) ' — (6. 3. 2. 11) 
Hh f L HE Ots 坐标 系 上 的 法 方向 . 
其 次 ,如 果 (6. 3. 2. 5) 式 成 立 , 则 即 说 明 Ors 平面 就 与 g,(x) = 0 决定 的 曲面 


在 x 处 的 切 平面 重合 . 如 图 6. 3. 2. 1 PI 点 处 1 切线 . 

对 所 有 的 i€ TO) 所 对 应 的 g,(x) 约 束 函 数 作出 以 上 的 切线 4,, 或 可 判定 
Ots 平面 与 g(x) = 0 fE x° 处 的 切 平面 4 重合 ,就 可 在 Or s 坐标 系 上 得 到 以 下 
图 示 . 在 图 6. 3. 2. 5 中 ,标示 出 各 个 ,以 及 箭头 所 示 的 法 方向 W;. 由 坐标 轴 s 的 
取 法 ,s 正 半 轴 原 点 邻 域 , 即 对 应 于 x E [x ,x'] 的 s 的 取 值 区 间 , 总 是 属于 XX 可 
行 区 域 的 , 故 各 个 1, 总 是 围绕 s 正 半 轴 夹 成 一 个 属于 可 行 区 域 X 的 锥 . 这 个 锥 
在 图 中 均 用 (灰色 ) 阴 影 区 域 表示 . 这 个 阴影 区 域 表示 的 锥 就 是 SCX, x) GRE 
面 虐 的 交集 合 ,以 下 用 Sis 表示 此 交集 合 . 注意 s 轴 的 正 半 轴 一 定 属于 SCX, x). 


(c) 


z s s, 


“À | 


(a) (e) ‘nD 
图 6.3.2.5 


图 6. 3. 2.5 中 给 出 了 (a) 一 (D 共 6 种 类 型 . 这 6 种 类 型 已 经 涵盖 了 可 行 区 
域 X fÉ x" 的 邻 域 的 边界 曲面 非 轴 对 称 时 所 有 可 能 的 情形 ,虽然 具体 图 形 上 仍 
可 以 存在 一 些 差异 . 其 中 (a) 、(b) 这 2 种 类 型 ,构成 交集 合 ( 锥 ) 的 Lo L, 射线 的 
方向 向 量 是 线性 无 关 的 ,4 表示 是 其 他 过 x" 点 的 约 东 函数 g(x) = 0 fE x° 点 的 
切 平面 与 Ots 坐标 平面 的 交 线 . 4 可 以 由 4,, L 的 正 线性 组 合 表 出 , 故 在 构成 锥 
Sts 上 ,4 是 元 余 的 约束 条 件 . (a)、(b) 的 区 别 仅 在 于 在 (b) 中 1 tj s 轴 重合 ( 另 
一 种 情形 则 可 以 是 与 + 轴 重 合 ).(c) 一 (f) 所 示 的 情形 与 (a)、(b) 的 区 别 在 于 4,， 
L, 所 对 应 的 约 东 条 件 的 梯度 向 量 WVE, (x°). Vg, (x ) 现 在 是 负 线性 相关 的 . 因此 ， 
由 (6. 3. 2. 8) 式 中 的 z 这 样 的 方向 向 量 总 位 于 Wo: (x )z — 0 决定 的 超 平 面 上 ， 
现在 ,z'(z’) 一 定位 于 
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peo >0 
Vgl(x)z > 0 


决定 的 超 平面 上 . 且 由 于 Vg,(x")、Vg; (x ) 负 线性 相关 , 故 这 一 不 等 式 组 等 价 于 
等 式 方程 组 ,并 决定 了 一 个 超 平面 . 而 这 个 超 平面 与 OLs 的 交集 1,, L 就 一 定 是 
重合 的 ,但 是 有 相反 的 法 方向 . 这 即 是 说 Sts 集合 一 定位 于 这 一 超 平面 上 . 当 取 7 
轴 与 /,, L 所 在 超 平面 正 交 ,就 可 有 (c) 的 图 形 , 当 取 ( 上 轴 与 超 平面 重合 ,就 有 
(d) 一 (人 的 图 形 .在 (c) 、(d) 图 形 中 ,由 其 他 约束 条 件 g... OO = 0 决定 的 曲面 
fr x° 点 处 的 切 平 面 与 Or s 坐标 平面 的 交 线 4,.，. EL, L 所 在 超 平面 上 构造 出 
了 一 个 锥 Sts. 而 在 (e) 、(f) 中 ,Sts 可 以 是 4, L 所 在 的 超 平面 上 的 半 平 面 甚或 
是 全 平面 . 

在 上 文中 指出 ,由 (6.3.2.7) 一 (6.3.2.8) 式 构造 的 方向 向 量 z 是 否 是 
S(X, x") 中 的 向 量 ,取决 于 选取 的 {x,} 是 否 属于 可 行 区 域 X. 现在 ,由 
(6. 3. 2. 5) 图 ,以 及 线性 不 等 式 组 的 解法 (参见 图 5. 5.1.1 及 其 说 明 ), 对 于 由 
(6. 3. 2. 11) 式 决定 的 各 个 L 的 法 方向 向 量 W，iE 1(x"), 可 由 图 解 的 方式 (在 
Ors 坐标 平面 上 ) 或 可 在 全 部 的 Vi 中 找到 WV， VL, 向量, 使 其 他 的 Vi, 向 量 可 由 
M, VL 的 正 线性 组 合 表 出 ,这样 ,总 能 确定 出 Sts 集合. 对 所 有 的 与 ; 轴 正 交 的 
方向 (! 轴 ) 所 确定 的 O: s 坐标 平面 确定 出 对 应 的 S1s 集合 ,从 而 可 确定 全 部 的 
z's iE a) 向 量 中 ,那个 z € SX, x°) 则 全 体 这 样 的 Sts 集合 的 并 就 是 
S(X, ORE. 

例 6.3.2.2 约束 条 件 如 下 


g (x) 一 4 一 (zi 一 2 关 一 (一 2 一 (一 2 一 (xz 一 2 过 0 
(x) 一 4 一 (一 32 一 (za 一 1 一 (zs 一 1 一 (ri 一 1 过 0 


取 x = (2, 2, 2, 0)! 构造 原点 在 x° 点 处 的 Or s 坐标 系 . 
任 取 x' ,使 g(x') 宇 0, gz(x') 宇 0. 如 x = (1, 1, 1, 2)", 


取 B=x—x = —1,—1,—1, 2)" 
由 Pra=0 
一 1 一 1 2 
1 0 0 
€= R? 
ji o 1 0 “E 
0 01 


任 取 一 个 wu, 如 取 u = (1, 1, 1)". 得 
e= (0,1,1, D)" 


由 x = x° + at + Bs 
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得 
=s 
Bpi — $ 
el 一 (a) 
2 十 上 =s 
t 十 25 


此 即 Ors 坐标 平面 上 的 点 x 的 1，s 坐标 表示 . 
将 (a) 式 代入 g (x) = 0, 得 


—7s +8s— 3t +4 = 0 一 (b) 


Ig OO = 0 tj Ot s PHZ IHRE x° 点 ( 即 上 = 一 s*=0) 处 的 切线 斜率 及 切线 方 
程 4， 


于 一 -十 his== yn <o, 
从 而 得 到 51) 
1 
2 
3 
3 0 1 2 
z? = x— x' =ar 4ps = (a— yB) = 2 <0 
3 
2. 
0 


z' 即 是 Ors 坐标 平面 上 的 上 半 直 线 在 R" 坐标 系 上 的 表示 . 
同 理 ,将 (a) 式 代入 gs(x) = 0 4 


一 ?72 十 10s 一 3 如 一 24 = 0 一 (c) 


s 1 
本 Ouo _ 


CAD Atto = LL (78 (8-2) ) Ë ag F s >o HAA niem 
上 (各 $ Br > TE 


BORER t 一 0, 这 一 函数 的 取 值 使 xz) 2 0, BEER t — 0 BF, 有 
| 
(=-4) 3 “709 


出 此 即 知 这 一 SCO 函数 的 导数 在 + 过 0 且 + 一 0 时 给 出 了 亲切 锥 SCX, x°) (£ x" 点 处 的 半 切 线 斜率 
ttii. 


810 3 3F4 4 Ft 65 9235 4 (8 32 £ È J] 


ajs aja aje lo 


显然 z' ,zx* ESX, x°). 

Sts =— hl Hh? hsh >00 
而 (b), (ce) 方 程 组 显然 是 过 Or s 坐标 
原点 的 椭圆 方程 . Or s 坐标 平面 上 的 图 


形 如 图 6. 3. 2. 6. 其 中 的 阴影 区 域 即 为 
Sts = X NOts. 且 容 易 验证 ， 


Ves(x) ez"? = 0 


' 成 立 . 
在 上 文中 已 指出 了 , 当 可 行 区 域 
X 为 单 点 集合 时 ,可 能 出 现 


图 6.3.2.6 


Z'a) ASCX, x°) 


的 情形 . 以 下 将 说 明 , 当 出 现 图 6. 3. 2. 5 中 的 (e)、(c) 所 示 的 情形 , 且 又 不 存在 
das dy 这 样 的 交 线 时 ,也 将 出 现 


Z'(x°) ASCX, x°) 
的 情形 . 为 了 简化 分 析 , 并 注意 到 Z a), SX, x ) 均 是 锥 的 性 质 , 可 以 只 考虑 
Z), SOX, x ) 的 方向 锥 .方向 锥 用 对 应 集合 符号 加 下 标 表示. 
Za) = (E| EE Z'a), EE=1) 
SeX, x°) = {| EE SX, x°), E66=1} 


任 一 锥 集合 的 几何 特征 完全 由 其 方向 锥 决定 . 
由 图 6. 3. 2. 3、 图 6. 3. 2. 4 的 说 明 以 及 关于 过 x 点 Ots 坐标 平面 上 Sis 集 
合 的 分 析 ,可 以 这 样 来 构造 方向 锥 SeCX, x ), 取 5 二 0, 作 集合 


x— x 


Ze(Cxz ,5) = cllë s= i SENK f) X, x Z x° 


xz—= | 


一 (6. 3. 2. 12) 
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其 中 cl 是 取 闭 包 运 算 . 显然 


limZeCx ， 8) = S,(X, x°) 一 (6. 3.2.13) 


而 线性 化 锥 的 方向 锥 可 以 直接 定义 成 
Zi) = (Š | Vg (x )E>0 iela €6=1} 一 (6. 3.2.14) 


考虑 点 邻 域 处 在 Or s 坐标 平面 上 具有 以 
下 图 6.3.2.7 的 形状 ,其 中 g,.; 是 约束 函数 
g. (5) 二 0 与 Ots 平 面 的 交 曲线 .4 是 NiCxe) 


集合 与 Ots 平面 的 交 线 ,不 妨 取 6 一 + k>1. 
Or s 坐标 系 的 * 轴 由 方向 向 量 


a tex. a 
Ñ lx — xl KEX 
决定 . 故 位 于 * 轴 正 半 轴 上 .图 中 阴影 区 域 是 图 6.3.2.7 


Sts(6) = (N°) N X) N Ots 
记 g, 3 1, 093680 xa ,并 记 心 是 Ots 坐标 平面 上 的 以 下 直线 
la: x= Pat t20 


x, — x° 


其 中 B, = 


lx x 
若 记 心 与 ! Sh 00 36 fa CDA z Shaw Bi trik 3 2 55 1, BARED H 0, , WJ 0, > 
x Bi 
2 . w 
Pa = (cos0,, sinô, )" 
凡是 g; 曲线 上 的 割 线 , 规 定 h RREAN HM, 
\ ae 
* x 3 
其 中 入 是 在 1 上 的 正 投影 点 . 易 知 
X, = D. ta =s ° sin0, 
Jep s! JÈ x! 点 在 Ots 坐标 系 上 对 应 的 * 轴 上 的 坐标 , 且 


v=) 0 
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故 
ze 一 直人 一 (0,s0)T 一 (cosb ,sing)r + s'sin0, || 
一 Vcos ð, + s' 
BD | x' — š, | > 0, cos, <o [° 6, >=). 故 
Ix! — k, || =— cos, + s' 
即 有 


Via = (sin, , — cos0, ) ' 


同 理 ,对 g, 曲线 上 的 xx 点 作 心 割 线 ,并 注意 到 有 0, 一 5 可 得 以 的 法 方 
向 是 
V, = (— sinO,, cos 0p)" 
ËL g, g, fÉ x° 点 处 即 在 Or s 坐标 系 原点 处 相 切 . 则 令 


k — co 一 0 
就 有 144， 必 最 终 与 * 正 半 轴 重合 即 0。、b 一 于, 且 
lim Vla = (1, 0)" lim W, = (— 1, 0)" 
显然 ,这 里 在 Ors 坐标 平面 上 


cos, cos, 2 1 
Zx”, 0 = 465 = [ o anb k u20 u + u + 2uiuycos(0, — Op) = 1 
sinó, sin, 


也 可 以 更 简单 地 表示 成 
Zelx ,6) = ((cos0, sin0)! | 0, < 0 < 0,) 
故 在 Ots 坐标 平面 上 
SX, x°) = limZ,(, 8) = ((0, D!) 
SeX, x ) 的 图 形 即 如 图 6. 3. 2. 5 的 (c) 去 掉 ,、4 直线 那样 . 法 方向 相反 的 L, 


半 切 线 与 ; 轴 正 半 轴 重合 . 
但 另 一 方面 ,构造 线性 化 锥 


s & >o 


e >&=0 (§'§=1) 
Wg aSo —& > 
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即 得 
Zia) = ((0, D", (0,—1)") 
所 以 在 这 里 的 Or s 坐标 平面 上 
KU) Æ S,(X, x) 


或 者 说 , 闭 切 锥 SA., x ) 与 Ors 坐标 平面 的 交集 是 s 正 半 轴 而 线性 化 锥 Z Cr ) 
与 Ors 坐标 平面 的 交集 却 是 * 正 、 负 半 轴 , 故 Z (Cr ) 与 SCX, x ) 不 可 能 相等 . 注 
意 , Z'(x") 中 的 向 量 (0, 一 1)" 不 是 可 行 方向 向 量 也 不 是 一 列 可 行 方向 向 量 的 
极限 . 此 例 即 表明 当 Z'(x') S(X. x) 时 ,就 可 以 出 现 zE Z' (x°) 但 z 不 是 可 
行 方向 向 量 也 不 是 一 列 可 行 方向 向 量 的 极限 的 情形 . 

对 以 上 所 分 析 的 情形 ,可 引用 以 下 具体 例 示 . 

例 6.3.2.3 规划 问题 如 下 5 


min =z, 
AEE EE A —z, > 0 
s.t. 48g:(x) = x, => 0 
g (x) = z, 20 


本 例 X 可 行 区 域 如 下 图 ( 暂 不 考虑 g,(x) = 二 0 直线 ). 


图 6.3.2.8 


极 小 值 点 是 x = (1. 0)". 图 6.3.2.8 的 (a) 图 中 的 阴影 区 域 为 规划 的 可 行 
区 域 . (b) 图 是 极 小 值 点 邻 域 的 放大 图 示 . MADE NiCx' ) 在 X 区 域内 的 边界 . 用 
x.. 表 示 (b) 图 中 we、 点 的 坐标 ,有 


x, = (1—8, 0)" x, = (z, 19)" 


CAI 引 自 人 作 线 性 规划 ?上 册 ,M、Avriel, 第 29 页 .但 此 例 应 属于 Kuhn - Tucker, WE pK y "j tfe 
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应 有 = = (t= zty 
由 N(x 3 88S3E X, l: > 1— 0. 0 < ó < 1,# 
mz <(1—(1-—06)5 = # 
记 点 x 与 b 点 的 连 线 与 x, 轴 的 (锐角 ) 夹 角 为 9.., 则 应 有 
= = Əsin@,,, 一 下 一 sinb < 8 
得 0... < arcsin ô 
由 此 可 将 X KIRE x 点 处 的 锥 Ze(x”, 6) 表 示 为 
Zax’, 0) C ((— cos0, sinb)7 | 0 < 0 < arcsin ë ) 
则 闭 切 锥 
S,(X, >) = limZe(x°, ô) 一 lim{ (~ cos0, sin0)! | 0 < 0 < arcsin @ } 
= ((— cos0, sin0)! | 0 < 0 < limarcsin ë) 
得 
Se(X, x°) = (— 1, 0)!) 


即 闭 切 锥 是 一 个 单元 素 集 . 
但 在 x* 点 处 , 易 知 g,(x") = 1 > 0 是 松弛 约束 ,可 以 不 予 考 虑 .对 g. (x) 
约束 有 


wan =| °] wo = [°] 
由 此 即 得 线性 化 锥 
Z) = 1{(—1, 0)7，(1，0)7) 
即 有 
ZO së SON, 28) 
附带 可 以 指出 ,此 时 亦 有 
(Z. G) s£ (S(X, #yY 


注意 到 


S(X, x) 一 Ë: 


下 


记 yE(SCX, x*)) ,应 有 
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+[ 一 1 
y 05 E a 


- [i] 1ER, v>0 
y= li öl? v> 


故 (SCXK, x°)) Æ Oyy 平面 上 一 y, 轴 所 在 的 半 平 面 . 


另 由 
Z'(x) = Ë: := [i] “€ R| 


可 得 , y € (Z'(x*))', 即 应 有 


i] 0 一 = 0 
?了 Lo n= 


-[} rem 
T= 


所 以 (2Z'(x*))' 中 的 y ERE Oyy: 坐标 系 的 y, 轴 上 . 即 
CZ a > (SCX, x°))” 


将 例 6. 3. 2. 3 的 规划 问题 稍 作 拓展 ,可 以 看 到 更 丰富 一 些 的 情形 . 
例 6.3.2.4 约束 条 件 拓展 如 下 : 


g(x) = Qar) — z, > 0 


g(x) = A >0 
g(x) = xz >0 
g(x) = z, >0 


取 x = (1, 0, 07K Z (x°), SX, x°). 

本 例 规划 可 行 区 域 X 的 图 形 见 图 
6. 3. 2. 9. 曲面 g, 是 曲线 4 平移 形成 的 边界 面 
( 即 直 纹 曲面 )， 


L: = (1— zx) 


g 曲面 与 Or z; 平面 在 z, = 1 直线 即 0 
直线 处 相 切 ,与 Or,z, 平面 相交 于 z, = 1 直线 
处 . X 可 行 区域 是 Ri 象限 与 g&, 曲面 组 成 的 曲 
面 三 角 棱 柱 , 其 侧面 如 阴影 区 域 所 示 . 


815 
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建立 原点 在 x 点 的 极 坐标 系 .对 8 二 0, 设 xe Na N gio l, È Orr, 
平面 上 以 x 为 圆心 以 $ 为 半径 的 圆周 . x 在 Or z, 的 正 投影 点 落 在 !, 上 , 且 过 


此 正 投影 点 的 半径 与 L 线 的 夹 角 为 9. 由 约束 条 件 的 要 求 ,应 有 0 < 0 < 
x 的 极 坐标 表示 是 


xi 一 1 一 bsin0 xr, = @cos0_ x, = (1 — (1 — Əsin0))* = sin’ 0 


= 
°; 


x— x° = (— ësin0, dcos0, sin? 0)! 
Nx—x | = (l+ Ə'sin 0)? .6 
则 


(一 sing cos0, Fsin’ 0)" 


| 
Zax’, 8) = l- 
ns ë (A + sin 0) 7 


x 
'0<0< 2} 
limZe(x", 0) = (Csino, cos0, 0)7 << z)= SX, x) 


B SOX, XOJE Oryze 平面 上 的 二 坐标 平面 (第 卫 象 限 平面 ). 
线性 化 锥 则 由 Vg, °), Vg, (x ) 和 Vg,(x") 决 定 . 


0 0 
Vg, (x ) = | o| Vg: (x°) = i Vg (x) = e| 
B=] 0. 1 


—z > 0 
x >oO 


z > 0 


1 0 
+ ||: ce 
0 0 


故 Z' (x ) 是 Oz z, 平面 上 的 半 平 面 ( 即 第 工 .下 象限 半 平 面 ). 即 有 


Z'(x) £ SX, x°) 


解 不 等 式 组 


得 


z= 


z= 
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容易 理解 , 若 在 本 例 中 g,(x) = r, > 0 不 存在 ,就 应 有 
SX, x°) = ((— sin, cos0, 0)! | 0 < 0 < x) 
Zi(x) = ((— sin0, cos0, 0) | 0 < 0 < 2x) 
即 SCX, xz) 现在 是 Oz,z 的 半 平 面 ,Z (x° ) 则 是 Oz z, 全 平面 . 
$6.3.3 局 部 极 小 值 点 x 是 约束 曲面 上 的 拐点 、 鞍 点 


一 一 线性 化 锥 与 闭 切 锥 不 等 的 条 件 
以 上 已 讨论 了 闭 切 锥 (及 其 方向 锥 ) 的 构造 ,以 及 导致 一 阶 约束 品 性 不 能 成 
立 , 即 线性 化 锥 与 闭 切 锥 不 等 的 几 个 示例 . 以 下 将 进一步 讨论 在 什么 样 的 条 件 
下 ,线性 化 锥 与 闭 切 锥 就 不 会 相等 . 
- 些 文献 上 将 造成 例 6. 3. 2. 3( 及 例 6. 3. 2.4) 中 Z'(x*) Z S(X, x°) 的 原 
因 归 结 为 极 小 值 点 x* 是 X 可 行 区 域 的 尖 点 511 但 这 样 的 说 法 并 非 确切 . 将 例 
6. 3. 2.3 中 ,第 1 个 约束 条 件 改 成 以 下 形式 
KD = Aar) atad Oal 
其 余 不 变 . 则 局 部 极 小 值 点 现在 是 
x = (—a*, 0)" 
新 的 g,(x) = 0 曲线 相当 于 原 曲线 向 下 作 了 一 个 平移 . 仍旧 利用 图 6. 3. 2. 8 表 
示 新 的 规划 问题 的 几何 意义 . 可 见 x 点 仍 是 一 个 尖 点 . 继续 利用 上 例 的 符号 , 现 
在 图 6. 3. 2.8 的 (b) 图 中 心 点 的 坐标 应 满足 
m +a = (1— x° 


即 r= (lri) —a 


从 而 eiras woa (Ima e 


(1 一 时 ) 一 Q-a- 


4 8—0 la, k 


i 
iaga e 
EEE es LD pest 9: 

(1—a)—(—ar) 0 


利用 1'Hospital 法 则 即 得 


CAI 见 前 六 [的 6 话 是 分 析 与 最 优化 理论 》, 第 255 Ht. 
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故 在 >0 时 ， 
SX, x°) = ((— cos, sin0)" | 0 < 0< arctgl3a?)} 


男 一 方面 ,在 x 点 处 ， 


由 线性 化 锥 的 定义 , 解 以 下 不 等 式 方程 组 ， 


& >0 


f 3a38 一 已 二 0 
+ =l 


TH e > 0> < 0 R 


š >39 HE 3a? 
规定 
Dad 
即 知 0<O<arctg(3a’) 
令 & =-—cos0 ë, = sin0 
即 知 
ZL) = ((— cos0, sin0)! | 0 < 0 < arctg(3a3)) 
所 以 D= S 


因此 极 小 值 点 x ”是 一 个 尖 点 并 不 就 一 定 有 该 点 处 的 线性 化 锥 与 闭 切 锥 不 
相等 的 情形 . 稍 加 思索 就 知道 ,在 规划 问题 的 约束 条 件 均 为 线性 不 等 式 时 ,其 端 
点 一 般 地 都 是 尖 点 , 且 在 这 些 尖 点 处 ,线性 化 锥 等 于 闭 切 锥 是 常见 的 情形 . 

为 排除 类 似 前 一 例 中 所 出 现 的 情形 ,就 导致 关于 一 阶 约 束 品 性 的 探讨 . 为 此 
可 以 继续 对 例 6. 3. 2. 3 予以 分 析 . 
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以 上 利用 g, G) = 0 曲线 向 下 平移 ,消除 了 
Z) (y SX, z) 
的 情形 . 但 这 却 又 使 原 规划 问题 发 生 了 变动 .我们 也 可 以 保持 原 规 划 问 题 实质 不 


变 而 通过 添加 新 的 约束 条 件 的 方法 保证 局 部 极 小 值 点 x° 处 的 线性 化 锥 与 闭 切 
锥 相等 . 例如 在 例 6. 3. 2. 3 中 添加 约束 条 件 


g(x) 一 一 人 十 hz 十 有 过 0 (k>0, h >—k) 
这 里 gi(x) = 0 E = (1, 0)7 点 且 不 与 xi 轴 重合 的 任意 直线 ,如 图 6. 3. 2.8 
的 (a) 图 中 的 g,(x) = 0 直线 , 其 上 的 箭头 所 指 方向 为 法 方向 . 
在 添加 约束 条 件 g. (x) 三 0 后 ,并 没有 对 原 规 划 的 可 行 区 域 X 造成 实质 性 
的 改变 ,局 部 极 小 值 点 仍 只 有 取 x* = A, 0)7 O, 由 线性 化 锥 的 定义 及 


0 0 0 0 ° 一 人 
Vo) = | = ed)=| 


解 以 下 不 等 式 方程 组 
—& >0 
& 20 
— k, + h&, 20 
&+&=1 
即 得 名 = 0=> = 一 1. 故 
Zi) 一 {( 一 1， 0)7) = S,(X, x°) 


成 立 . 
对 于 例 6. 3. 2. 3, 由 于 添加 g, O 之 0 的 约束 条 件 , 原 规划 问题 的 可 行 区 域 
并 没有 因此 产生 变化 ,但 x° 点 处 原先 存在 的 


ZN RY 

的 情形 即 转变 成 了 
Z) = S(X, z) 

的 情形 . 此 即 表明 当 规 划 问 题 的 局 部 极 小 值 点 x° 处 存在 
Z'a) Z S(X, x°) 

时 ,不 能 简单 地 归结 为 “ 尖 点 "“ 非 凸 "等 原因 . 


Cl) 这 一 结论 对 于 任意 的 上 二 0, h 之 一 上 参数 都 是 成 立 的 . 
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以 上 给 出 的 示例 中 ,导致 线性 化 锥 与 闭 切 锥 不 等 的 曲面 (g, (x) = 0), 尚 只 
是 低 维 空间 上 的 (如 例 6. 3. 2. 3) 亦 或 只 是 直 纹 曲面 (如 例 6. 3. 2. 4) 并 且 均 是 非 
轴 对 称 曲 面 . 以 下 给 出 更 一 般 具 有 轴 对 称 性 质 的 约束 曲面 . 

例 6.3.3.1 约束 条 件 

2 2 


a 3 


aws a,b>0 
a 


g(x) = x, 过 0 


这 里 g(x) 是 R, 空 间 上 的 鞍 面 ,原点 是 其 鞍 
点 . g, 曲面 见 图 6. 3. 3.1. 注意 鞍 面 是 轴 对 
称 的 、 

设 x = (0, 0,，0)7. WJ 


Vg (x°) = (0, 0, — D)" 
Vg: (x°) = (0, 0, 1)" 
故 线性 化 锥 就 是 Oz,x, 平面 . 


Meas 求解 SCX， x). 作 极 坐标 系 ,对 9 > 0， 

0 <0 < 2xz # 
SO sin'0 

z, = ëcos0 x, = ësin@ “x, = (3 = 

故 = Z 02 
a a 
—arctg(2)< a< aretg( 之 ) 
a a 


有 一 (a) 
x 一 aretg()< < x 十 arctg( ) 


a 


a LG a s 
作 z= x— = (scosb， asino, # (S z" )) 


CE 
a b 


则 ë = lim 一 一 (cosg, sin0, 0)7 
èo [zl 


其 中 6 由 (a) 式 决定 . 便 得 SeC(X, x°) = (ë). 


TA SX, x°) EZ O). 且 因 为 现在 g, 曲面 是 以 z, 轴 为 对 称 轴 的 曲面 ， 
由 (a) 式 可 知 , 记 
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—araa[ Ë )< 9 < sg 全] 


a 


SEX, x = (cosb sin0, 0)" 


工 一 arcte(£)< 0< x+ arctg( b ) } 


SX, xX) 一 (Ceos0, sin, 0)" ` 


有 二 


而 SLCX, x*)、SECX, x*) 是 顶点 在 原点 位 于 Oz, z, 平面 上 的 2 个 (对 顶 ) 锥 .其 
图 形 见 图 6. 3. 3. 2. 

其 中 

= area [2 ) 

左 \ 右 半 平 面 上 的 阴影 区 域 所 示 的 锥 
即 分 别 为 S'(X, x), SX, x°) fi 
Z' (x) 则 是 全 平面. 这 里 S'. S 所 示 
的 之 所 以 是 2 个 锥 ,是 因为 它们 不 能 
用 同一 组 线性 不 等 式 表示 出 来 . 如 S' 
可 由 1, 1, 所 表示 的 射线 作为 楼 线 表 ss 
示 ,S: 则 只 能 由 hs L 作为 楼 线 来 表示 . 4, 与 4 (4: 与 4) 虽然 处 于 一 条 直线 上 ， 
但 却 具有 相反 的 法 方向 . 故 车 设 h, L HEERS L, b h 所 在 直线 为 L 
且 设 


ER Diaea ia È 
a 
则 决定 S' 的 不 等 式 是 
o 
kz, — z, >0 
而 决定 S 的 不 等 式 是 
生生 
— ke + z+ 22 0 
所 以 SX, xX) =—S!(X, x°) (13, 即 为 对 顶 锥 . 


如 果 类 似 以 上 的 作法 , 取 * 轴 为 zi 轴 ,t 轴 为 zx, 轴 , 构 造 Ots 平面 , 则 得 到 
的 图 形 ( 相 对 于 图 6. 3. 2. 5 而 言 ) 就 是 一 个 新 的 (造成 Z (x°) S(X, x*) 的 ) 类 


513 MERR 2 组 不 等 式 合 在 一 起 , 则 只 能 是 完全 矛盾 的 不 等 式 组 , 故 只 有 平凡 解 . 
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型 ,相当 于 图 6. 3. 2. 5 的 (d) 中 去 掉 1, 直线 ,并 将 L, 1, 直线 所 夹 的 斑点 阴影 区 
域 表 示 的 锥 也 包含 在 SCX, x ) 之 中 的 情形 . 

注意 在 前 2 个 示例 中 , g,(x) = 0 曲面 ( 线 ) 在 点 处 均 与 另 一 个 约束 函数 
的 切 平 面相 切 并 表现 为 拐点 ,在 这 个 示例 中 g, (x) = 0 曲面 也 具有 相 类 似 的 几 
何 性 状 . 只 不 过 现在 x° 点 呈现 为 鞍点 . 由 于 在 2 维 空间 中 ,曲线 拐点 的 特征 是 二 
阶 导数 为 0, 而 在 高 维 空间 中 ,利用 法 截 平 面 的 分 析 已 知 ,曲面 的 法 截 曲线 的 二 
阶 导数 即 为 曲面 的 法 曲率 , 故 对 应 于 二 阶 导数 为 0 即 应 等 价 地 理解 为 曲面 的 法 
曲率 为 0. 

在 本 例 中 ,可 证 g, 鞍 面 在 x 点 处 的 法 曲率 即 在 L,、L; 直线 方向 上 为 0. 这 
可 由 


2 
m 0 0 
a 
Vg (x°) = 人 
# 
0 0 0 
及 拟 特征 值 多 项 式 
pae 0 0 0 
a 
2 2 
0 + 二 0 Blas 一 二 le a 
et (ea)(e+a)-° 
0 n 一 1 
0 —1 O 
得 拟 特 征 值 


以 及 Oz, z, 平面 上 任意 方向 上 的 法 曲率 (因为 | Vg aD 1 = Dx, = > 


K = — h, 
K, (9) =— Costo e pm, Hsin’ e p) 0 < e< 2= 


可 知 , 当 


+arete (2) 
p= 
z+ arctg [ G ) 


a 
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(p) 一 0 


所 以 ,在 图 6.3.3.2 中 的 阴影 区 域内 , x (@) < 0, 而 在 阴影 区 域外 
x, (9) >0. 由 法 曲率 符号 的 意义 即 知 ,曲面 z, 在 阴影 区 域内 ,以 Vg, Ce) 一 
(0, 0, 一 1)" 方向 看 来 是 “严格 上 凸 " 的 (这 里 的 “上 ”的 方向 即 指 Vg, (x ) 方 向 ), 所 
以 ,在 图 6. 3. 3. 2 的 阴影 区 域 中 标 上 了 “一 ”号 ,而 在 阴影 区 域 以 外 则 标 上 “十 ”号 . 

当然 ,这 里 的 “严格 上 凸 ? 仅 是 指 以 法 曲率 符号 所 表示 的 曲面 法 截 曲线 的 凸 
性 .因此 ,这 一 凸 性 的 几何 意义 与 曲面 在 一 点 处 的 严格 凸 性 还 是 有 差异 的 . 法 截 
曲线 的 凸 性 仅 指 曲面 一 点 处 沿 某 一 切 方 向 上 的 凸 性 状 , 而 曲面 的 严格 凸 性 则 是 
指 曲面 在 一 点 的 邻 域内 沿 任意 切 方向 上 的 凸 性 状 . 

注意 到 法 曲率 符号 为 "十 ”时 ,从 几何 上 讲 , 就 表示 曲面 的 法 截 曲线 与 曲面 的 
法 方向 向 量 同 在 曲面 切 平 面 的 同一 侧 ( 即 切 平 面 的 正 半空 间 一 侧 ), 而 法 曲率 符 
号 为 “一 ”时 , 则 法 截 曲 线 与 法 方向 就 在 切 平面 的 异 侧 . 

故 在 本 例 中 ,图 6. 3. 3. 2 中 阴影 区 域 的 g, 曲面 是 与 Vg, (x") 方 向 在 切 平面 
异 侧 的 曲面 . 现在 x° 点 处 的 切 平面 就 是 Oz, z, 平面 , 故 阴影 区 域 对 应 的 曲面 g, 
就 是 位 于 z, > 0 半空 间 上 的 曲面 部 分 , 即 满足 约束 条 件 g:(x) 三 0 的 那 部 分 曲 
面 . 由 此 即 知 , 图 6. 3. 3. 2 中 的 阴影 区 域 就 是 本 例 可 行 区 域 X 在 x" 点 处 的 闭 切 
锥 SCX, x°). 

在 $3.4.1 节 中 ,已 就 任 一 曲面 f 在 其 上 一 点 x" 处 的 拟 特征 值 或 法 曲率 的 
符号 在 过 x 的 切 超 平面 上 的 分 区 ( 即 Dupin 标 形 ) 的 方法 给 出 了 具体 的 说 明 . 并 
且 , 现 在 曲面 的 切 平面 是 2 维 平面 , 易 知 ,在 2 维 平面 上 ,法 曲率 分 区 可 用 
(3. 4. 1. 22a) 式 给 出 的 线性 近似 锥 来 表示 . 

由 那里 的 方法 ,对 于 本 例 中 曲面 g, 在 x 点 处 的 法 曲率 为 0 的 方向 ,以 R° 
空间 坐标 系 表示 的 形式 是 


a 


Va Fe 
b 


Vgi (x) e (x— x°) = 0 


EET 
0 


把 这 a° 看 成 是 R' 空 间 中 从 原点 出 发 的 射线 的 方向 向 量 一 一 这 可 决定 4 条 
射线 一 一 则 这 些 射线 与 >, 轴 的 夹 角 ( 以 R, 象限 为 例 ) 就 是 
= arcte (2 ) 


这 就 是 图 6. 3. 3. 2 中 的 情形 . 
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且 由 于 现在 本 例 规划 中 g;(x) > 0 的 存在 (并 且 g,G°) = 0 成立 ), 故 
SX, x ) 就 应 等 于 g, (x) = 0 决定 的 鞍 面 在 x 点 处 的 拟 特征 值 wx 之 0 的 方向 的 
g: 曲面 在 x 点 切 平面 上 的 分 区 . 因此 ,我 们 可 以 利用 约束 曲面 在 x° 处 的 法 曲率 
(或 拟 特征 值 ) 符 号 的 分 区 来 综合 地 描述 产生 Z A) Z S(X, x°) 的 情形 .更 多 
的 内 容 可 见 以 下 的 例 6. 3. 3. 2. 

记 


int P(A) = {x | Ax > 0, x € R") 


是 不 等 式 方程 组 Ax > 0 解 集合 的 内 点 集合 , 则 线性 化 锥 的 内 点 集合 (表示 为 方 
向 锥 ) 可 表 成 


int P(G(x°)) = (z | G° )z z€ R", z'z = 1) 
推论 6.3.3.1 当 (P1) 规 划 决定 的 
int P(GCx)) # @=Z' (x°) = SCX, x°) 
反之 未 必 . ` 图 


证 明 : 因为 当 int P(G(x°)) # @, WA $ € int P(GG(x°)) #'6£ = 1, 对 充 
分 小 的 83 > 0, f: 


x=x +Ë 0 一 上 一 OrE N(x) 
这 时 总 有 
Bi 十 5) 二 0 í€ IO) 
因为 对 g,(x" + Sr) fE Taylor 展开 ,有 


' 
g(x HEE) = gx) + Vg (x Et + ET Vig (x + 0DE 3 0<0 <1 


由 于 & (xz) 二 阶 可 微 , 所 以 总 有 
M, =| #' Vg + 06808 |<+ e° 

Ht ë € int P(G(z°)), 有 

Vg (x )€>0 ¿€ IG) 
以 及 gi(x)=0 i€ IG) 

故 取 
min (Vg? (D 
T 及 0 一 (一 人 


Ela) 
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就 总 有 
BHED = (VeT 556 r Ve HOEDE >0 € G 


而 对 于 j @ TO), 则 当 人 充分 小 ,由 g,(x) 的 连续 性 也 总 有 
g O +D > 0 
故 x +ë € X. 
由 Z,Cx , 6) 的 定义 知 
£ € Zx Hint P(G(x°)) C Zex , ô) 
令 3 一 0, 即 有 
int P(G(x°)) C S,(X, x°) 
另 一 方面 ,上 文 已 说 明 SCX, x ) 的 边界 上 的 元 素 z, 总 是 某 个 下 标 i, 使 
Vel (x )z=0 i€ IG) 
成 立 的 元 素 ( 见 关于 图 6. 3. 2. 3 及 以 下 的 说 明 及 (6. 3. 2.9) 式 ). 故 若 取 
z € int S,(X, x> Vg x) >0 i€ IG) 
即 知 
int S,(X, x°) C int P(G(x°)) 
此 即 是 说 , 取 闭 包 后 总 有 
cl(int P(G(z°))) = S,(X, x°) 
但 
cl(int P(G(x°))) = Zi (x°) 


故 有 以 上 结论 之 前 半 部 分 . 

反之 , 若 有 

B= SOY ey 

不 一 定 有 int P(G(x°)) Z Ø. 如 图 6. 3. 2. 5 中 的 (c) 一 (Ce) 即 为 如 此 , 即 有 以 上 
推论 . 

因此 ,一 些 文献 中 将 int PCGP )) 非 空当 作 x° 点 的 “正则 ”条 件 ,但 其 实质 
意义 仍 只 是 保证 Z) = SX, x) 条 件 成 立 . 

系 6.3.3.2 当 (P1) 规 划 约 束 函 数 g (x) i€ ICO x AALAY Jacobi $ 
BE G(x ) 是 行 向 量 线性 无 关 的 , 则 Z (x°) = SX, x°). "C 
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因为 此 时 G(x° )z > 0 恒 有 非 平凡 解 , 故 int P(G(x°)) 关 Ø. 

系 6.3.3.3 当 (P1) 规 划 问 题 的 可 行 区 域 X 在 x 是 凸 (或 拟 凸 ) 的, 则 
ZR = 

利用 原点 在 x° 点 处 的 Or s 坐标 平面 ( 截 平 面 ) 方 法 易 知 ,X HE x° 点 邻 域内 
是 凸 (或 拟 凸 ) 的 ,int P(G(x°)) 天 Ø. 

由 以 上 的 分 析 即 知 ， 


推论 6.3.3.4 当 
Z'a) Z S(X, x°) 
时 必 只 能 有 
int P(G(x°)) = Ø C 
这 即 是 说 一 阶 约束 品 性 不 成 立 的 必要 条 件 是 
G(x°)z > 0 


是 矛盾 方程 组 . 这 等 价 于 说 ,决定 线性 化 锥 2Z' (x° ) BË) R AEEA (DL 
Vgl(x°)z = 0 
| ij ije) z:#0 
Vg (x) > 0 

这 样 的 方程 组 . 从 而 Z (x' ) 只 能 是 R” 空间 上 的 某 个 超 平面 上 的 子 集合 ( 锥 ). 并 

且 由 于 此 时 SOX, x") 也 只 能 是 这 个 超 平面 上 的 子 集合 ,所 以 取 原 点 在 x° 点 的 

Ors 坐标 平面 , 则 s 轴 应 位 于 这 个 超 平面 上 , 若 取 : 轴 与 此 超 平面 正 交 , 则 出 现 

Z' (e) ESX, z") 


的 2 种 情形 : 

当 久 可行 区 域 在 x" 点 邻 域 是非 轴 对 称 的 曲面 ,只 能 是 SCX, x°) A s MRY 
正 半 轴 , 而 Z'(x") 则 为 s 轴 的 正 、 负 半 轴 的 情形 , 即 由 上 文 已 详细 分 析 过 的 
情形 . 

在 这 种 情况 下 ,由 以 上 的 分 析 , 在 (P1) 规 划 形 式 下 , 当 线 性 化 锥 与 闭 切 锥 
(fE x° 点 处 ) 不 相等 时 , 充 要 条 件 是 在 某 个 以 x° 点 为 原点 的 (并 适当 选择 轴 的 
正 交 方 向 所 形成 的 )Ots 坐标 平面 上 ,线性 化 锥 是 s 轴 ( 正 、 负 半 轴 ) ,而 闭 切 锥 则 
只 是 * 正 半 轴 . 这 里 上 轴 的 方向 可 选取 为 与 Z Cx° ) 正 交 的 方向 . 

图 6.3.3.3 的 (a) 一 (b) 给 出 了 x 为 极 小 值 点 时 出 现 这 样 情形 的 全 部 可 能 
图 形 . 其 中 Ots 坐标 系 表示 原点 为 x" 的 Ots 平面 . g,，g; (以 及 gl. g SR 3828 
g(x) = 0, i € (x°) 约束 函数 决定 的 曲面 与 Ots 平面 的 交 曲线 . 阴影 区 域 为 可 
行 区域 X 与 Ots 平面 的 交集 合 . 曲线 (直线 ) 上 的 第 头 所 指 方向 表示 曲线 (直线 ) 
的 法 方向 . 

# Z' (5) S(X, X), WAF X 可行 区 域 非 轴 对 称 ,阴影 区 域 就 不 能 含有 
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g, 
(d) 


图 6.3.3.3 


s 负 半 轴 . 因此 ,在 Ots 平面 上 X 可 行 区 域 的 边界 g;，g; 不 能 同时 为 直线 ;其 次 
以 阴影 区 域 表示 的 Or s 平面 上 的 可 行 区 域 不 能 是 凸 或 拟 凸 的 ;再 次 ,Ots 坐标 系 
上 不 能 有 如 上 图 中 (b)、(c) 所 示 的 1, 直线 (虚线 表示 不 存在 ). 这 里 ,l 直线 是 指 
菜 个 约束 函数 g(x) = 0, k € IG), fE x = x 处 的 切 平面 与 Ors 平面 的 交 线 . 
因为 如 果 存 在 1, 这 样 的 直线 (其 上 的 箭头 是 代表 法 方向 ) ,那么 ,在 (b) 这 样 的 情 
形 下 (在 (a) 也 一 样 ), 必 有 Z a) = SX, x°), 即 线 性 化 锥 与 闭 切 锥 现在 必 只 
能 都 是 ; 正 半 轴 ;而 在 (c) 这 样 的 条 件 下 , 则 可 行 区 域 X 必 只 能 是 x" 单 点 集 , 不 
在 所 要 讨论 之 列 . 由 此 即 知 当 Z' (x°) ASCX, x°) BT, fE Ors 平面 上 的 可 行 区 域 
X( 边 界 ) 必 定 是 四 (或 拟 凹 ) 的 . (a) 图 中 的 阴影 区 域 是 四 的 ,Cb) 图 中 的 则 可 看 成 
是 拟 凹 的 . 
且 由 于 此 时 SOX, x ) 为 s 正 半 轴 , 故 阴影 区 域 的 边界 g,、g, 在 Ot s 坐标 系 
原点 处 必 相 切 且 法 方向 相反 ,或 者 说 , 必 有 
Vg; (x°) =—t Wg, (x°) 1>0 
Vg; (x )P = 0 
Vg; (x°)B = 0 
成 立 . 这 里 的 了 由 (6. 3. 2. 2) 式 决定 . 
设 x 点 是 正则 的 , 即 f(x), gi(x), i € ICGx°) 在 x 点 处 均 是 可 定向 的 . 
考虑 图 6. 3. 3. 3 的 (a). 由 于 x 点 正则 ,所 以 可 以 推 知 ,g,、g; 只 能 是 某 一 个 
约束 函数 g(x) = 0 ¿€ IG°) 与 Ors 平面 的 交 曲线 . 否则 , 若 g;、g) 是 某 一 个 
约束 函数 g, (x) 一 0 i € ICG) 5 Ot s 平面 的 交 曲线 , 那 么 ,以 上 (a) 图 表明 
g (x) fE x= x° 点 处 是 不 可 定向 的 (法 方向 有 相反 的 2 个 方向 ), 但 这 在 点 是 
正则 的 条 件 下 是 不 可 能 的 . 所 以 ,此 即 表示 ,在 (a) 图 所 示 情 形 下 g, g 为 一 个 约 
束 函 数 决定 的 曲面 上 的 截 曲线 ,而 go g; 则 为 另 一 个 约束 函数 决定 的 曲面 上 的 
截 曲 线 ,并 且 ,x 点 一 定 是 这 两 条 截 曲 线 的 拐点 ,(“ 拐 点 ”的 具体 表述 见 下 文 ). 
上 图 中 的 (a) 即 如 图 6. 3. 2. 7. 
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图 6. 3. 3. 3 的 (b) 如 图 6.3.2.8, 在 Ors 平面 上 ,可 行 区 域 X( 交 集 ) 的 边界 
Pg Ex 点 是 一 个 拐点 ,而 另 一 边界 g, WES s 轴 重 合 的 直线 , 且 z, 的 法 方 
向 在 x" 处 与 g, 曲线 刚好 相反 . 而 (c) 在 类 型 上 其 实 等 同 于 (b), 区 别 仅 在 于 现在 
g 是 以 x" 为 拐点 的 边界 曲线 而 g, 是 与 * 轴 重 合 且 在 x° 点 处 具有 与 g, 的 法 方 
向 相反 的 法 向 量 的 直线 . 

当然 也 可 以 考虑 更 复杂 一 些 的 情形 ,如 将 图 6. 3. 3. 3 中 的 (a)、(b) 这 样 类 
型 的 情形 理解 为 是 在 其 他 的 约束 函数 


Vgi (x )z > 0 
Sr x k hE, k, hi j 
Vai (x )z > 0 

H Vg, (x?) =— tu W(X) tu > 0 


决定 的 超 平面 上 . 还 可 以 设想 有 其 他 的 约束 函数 z,(x), k € ICGx°) fE x = x° hb 
的 切 平面 的 法 向 量 与 图 6. 3. 3. 3 中 的 g, g, fÉ x° 点 的 法 向 量 线性 相关 (成 比 
例 ) 的 情形 . 这 些 情况 都 没有 对 以 上 的 分 析 添加 更 多 的 重要 内 容 . 

综合 以 上 分 析 , 可 以 有 以 下 结论 : 

推论 6.3.3.5 《Pl1) 规 划 问 题 在 某 个 x € X, XX 是 (P1) 的 可 行 区 域 , 且 X 
在 x" 邻 域 的 边界 曲面 不 是 轴 对 称 的 , 则 


Tn SN 


的 充分 条 件 是 
(1) 对 任 一 个 下 标 i€ I(x ) ,都 有 ji E IO6),. 6 j, E 


Vg,(x°) =— ty Vg, (x°) t, > 0 
(2) 任 取 zE S(X, x) z 头 0, 作 直线 

lL:x—x =z*s s€ R 

L: x— x = (€ R arz 一 0 
及 Ots 截 平面 ， 

Ots: x = x° + t + zs 

则 车 go g, R: X (Or s 的 边界 曲线 , 必 有 

Vg (x) =— tj W) z > 0 


且 总 可 以 取 到 a (Ex 点 或 者 就 是 go z, 曲线 的 拐点 ;或 者 x° 点 是 其 中 一 条 曲 
线 的 拐点 ,而 另 一 条 曲线 是 直线 且 与 i, 直线 重合 . Ë 
图 6. 3. 3. 3 的 (d) 可 用 以 说 明 , 当 X N Ors 的 边界 曲线 g,, g, 中 ,g; 以 x" 为 
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拐点 ,而 g, 不 是 与 1,( 即 s 轴 ) 线 重合 的 直线 时 ,如 此 图 (d) ,由 阴影 区 域 所 表示 的 
Xñ O:s 区 域 的 Sts MHH 


Sts = S(X, x°) N Ots 


应 当 是 s 轴 , 而 线性 化 锥 Z (x°) N Ots 也 刚好 是 s 轴 ( 注 意 g g, fE x° 点 所 具 
有 的 法 方向 刚好 相反 ). 故此 时 只 能 有 


S(X, x°) N Ots = Z' (x°) N Ots 


而 例 6. 1. 2 中 的 图 6. 1. 1 则 可 用 以 说 明 当 可 行 区 域 X fE x° 点 邻 域 的 边界 
曲线 中 ,有 一 条 是 直线 g, ,而 另 一 边界 曲线 g, 在 x° 点 处 与 此 直线 相 切 且 具有 与 
此 直线 相反 的 法 方向 ,也 不 可 能 造成 Zr) > SCX, x°) 的 情形 , 实际 上 是 此 
时 ,Z'(x")、S(X, x ) 均 为 x, 轴 ( 可 理解 为 是 图 6. 1. 1 中 的 g, 直线 平移 至 原点 
的 结果 )， 

对 于 上 文 所 说 的 “拐点 ”在 这 里 所 涉 指 的 情形 下 ,由 前 文 (6.3.2.2) 一 
(6. 3. 2. 11) 式 的 分 析 , 由 甩 向 量 代表 构造 4, 直线 即 s 轴 ( 正 方向 ) 的 向 量 , 且 设 
gi(x + Gat + Bs) J X O: s 的 边界 曲线 , 则 x 为 g, 的 拐点 是 指 

(1) Vg? (xa 0, Ve' (x )p=0 (ap = O) 

(2) #k g(x 十 Qt 十 Bs) = 0 可 决定 


t=1(s) 


函数 . 
(3) fE s= 0 t ,# 


成 立 . 
如 例 6. 3. 2. 3 中 的 gi(x) 约 束 函数 ,可 得 (唯一 的 ) B= (一 1, 0)", 取 a = 
(0, D7, x = (1, 0). 有 Otrs 平面 上 的 坐标 变换 式 


T=1—s, zz 一 上 
g (z) = (1 — z,)' — z, = 0=t = s 
即 成 立 s 二 0 处 t =0 /'=0.x 即 是 gi(x) 的 拐点 512 


其 次 , 另 一 种 Z G°) ASX, x°) 的 情形 是 ,可 行 区 域 X 在 x" 点 处 的 边界 
曲面 是 轴 对 称 的 . 那么 ,由 以 上 方法 所 构造 的 Or s 坐标 平面 上 ,在 s 正 半 轴 属于 


51] 这 里 车 取 @ = (0, 一 1)T, 情况 也 一 样 ,在 *= 04.54 = 0, f = 0. 在 xE R", m> 2.8 
点 的 性 质 一 般 地 可 用 Vf(x*) 一 [0] 表示 . 这 在 上 文中 已 有 说 明 . 
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SCX, x ) 时 ,由 轴 对 称 性 可 知 ,s 负 半 轴 也 必 属 于 SCX, x°). 如 在 图 6. 3. 3. 2 中 
取 s 轴 与 +, 轴 重 合 , 即 有 此 情形 . 由 以 上 已 有 的 分 析 ,Z: (xz ) 与 SCX, xz) 在 不 相 
等 时 应 位 于 某 个 Vg, (x )z = 0 决定 的 超 平面 上 , 故 取 上 轴 ( 与 * 轴 正 交 ) 也 在 这 
一 超 平面 上 , 则 Or s 平面 上 的 图 形 必 类 似 于 图 6. 3. 3. 2. Z (x° ) 就 不 可 能 等 同 于 
SX, x°). 因为 S(X, x") 现 在 一 定 是 两 个 对 顶 锥 (集合 ) 的 并 集 ,不 可 能 用 一 组 
不 等 式 解 出 ,而 Z'(x") 则 只 可 能 是 一 组 不 等 式 的 解 . 

再 由 关于 x° 点 处 曲面 法 截 曲率 符号 的 分 析 即 知 ,这 种 情形 里 一 定 有 下 标 
j EIG), 并且 x 是 g(x) 一 0 曲面 的 鞍点 , 且 VgI (x° )z = 0 决定 的 切 超 平面 
刚好 与 上 文 所 指 的 那个 Vgr(x ) = 0 决定 的 超 平面 ( 即 Z Cx° ) 所 在 的 超 平面 
重合 . 

可 以 这 样 说 ,在 可 行 区 域 X 的 x ”点 处 的 边界 曲面 中 有 g;(x) = 0, j € 
T(x") ,使 x 为 其 鞍点 时 , 若 Z' (x ) 又 是 位 于 Vg) (x")z = 0 决定 的 超 平面 上 的 
锥 ,那么 ,决定 Z'(x") 的 方程 组 是 

Ve' (x )z=0 
(or WVgl(x°)z = 0) i(j) € I) 
以 及 VglO°)r2>0 kE), k i, j 


而 决定 SCX, x") 的 方程 组 必然 要 包含 决定 g,(x) = 0 曲面 在 x° 点 邻 域 的 拟 特 
TEM y > OGR y < 0) 的 单位 球面 分 割 的 方程 组 即 Dupin 标 形 的 方程 组 517., 这 
是 因为 已 假设 了 g,(x) = 0 是 点 邻 域 X 可 行 区 域 的 边界 . 但 以 上 等 式 、 不 等 
式 混 合 方程 组 与 Dupin 标 形 的 分 区 一 般 地 不 会 一 致 . 这 即 是 导致 Z' (x") > 
S(X, x°) 的 原因 所 在 . 

当然 添加 若干 约束 条 件 ( 或 原本 即 存在 这 样 的 约束 条 件 ) 可 以 使 这 一 情形 下 
HI Z G) Æ SOX, x°) 被 消除 掉 . 如 仍 以 例 6.3. 3.1 为 例 , 现 添加 约束 条 件 
如 下 : 

g(x) = kr, +z, 2 0 


g(x) = Er, — z, > 0 


其 中 上 一 2>0. 则 在 图 6. 3. 3. 2 EIZ a), SX, x") 均 为 右 半 平 面 上 的 阴 


影 区 域 所 表示 的 锥 ( 即 上 文 所 说 的 S'). 二 者 即 相 等 . 但 这 一 定 是 极 巧合 的 事 , 并 
且 , 这 样 的 处 理 在 X 边界 曲面 为 轴 对 称 时 ,又 总 是 以 改变 原 规划 的 可 行 区 域 为 
代价 的 . 

推论 6.3.3.6 〈P1) 规 划 问 题 在 某 个 x EX, X 是 (P1) 规 划 的 可 行 区 域 ， 


Cl) 即 $3.4.1 中 分 析 过 的 诸 式 , 如 (3.4. 1.21) 式 - 
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H. X fz x° 邻 域 的 边界 曲面 中 至 少 有 一 个 

g(x) = 0 j€ IG) 
是 使 x 为 其 的 鞍点 ,成 立 

Z) ESX, x°) 


的 充分 条 件 是 
对 任 一 下 标 i € IRH kE IO) k i E 


Vg, (x?) =— ta Wg) ta >O e 
当然 应 当 指出 ,一 阶 约束 品 性 
Z' (x°) = S(X, x°) 


成 立 , 并 不 是 x° 成 为 可 行 区 域 X 的 局 部 极 小 值 点 的 条 件 ( 必 要 或 充分 条 件 之 
一 ). 一 阶 约 东 品 性 (包括 二 阶 约束 品 性 ) 的 意义 仅 在 于 可 以 确定 ,在 判别 * 点 是 
否 成 为 可 行 区 域 X 的 局 部 极 小 值 点 时 所 使 用 的 “Kuhn - Tucker 条 件 ” 这 一 方法 
的 合法 性 . 例 6. 3. 2. 3 即 可 用 以 说 明 这 一 点 . 在 那里 , x — (1, 0)" 是 规划 的 极 
小 值 点 ,但 由 于 Z (x) ASCX, x°), 故 不 能 用 “Kuhn - Tucker 条 件 ” 这 一 方法 
判别 x 点 是 否 成 立 为 极 小 值 点 . 

结束 本 节 时 ,再 给 出 当 可 行 区 域 X fE x° 处 的 边界 曲面 中 含有 2 个 曲面 g,， 
gi Egi g, 均 以 x ”点 为 鞍点 ,并 在 x 处 相 切 时 ,S(X, x ) 的 决定 方法 , 仅 以 以 
下 示例 说 明 . 

例 6.3.3.2 约束 条 件 


mO) = 772 220 
: 2 
CE 1 
Maria] [irria 
g(x) 一 一 + F +z, > 0 
F: 


x =(0,0,0 a,b,c, d>0 


RÆ SX, x°). 

与 例 6. 3. 3. 1 的 区 别 在 于 本 例 是 两 个 鞍 面 在 x sa 89] , iK X 是 这 两 
个 鞍 面 之 间 的 一 个 区 域 . 

在 关于 较 面 的 法 曲率 分 析 ( 以 及 例 6. 3. 3. 1) 中 已 知 了 , g, Gx) 二 0 在 x 点 
切 平面 上 的 法 曲率 分 区 是 图 6. 3. 3. 2. 由 法 曲率 分 析 的 内 容 已 知 g, (x) (及 
gz(x)) 类 型 的 曲面 在 鞍点 处 的 法 曲率 符号 分 区 是 
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这 里 "之 0 v= (w, w), u +w = 1. 
那么 ,对 g:(x) 一 0, 利 用 坐标 变换 


X: X; 


gO = Z+ tX,>0 


#k g, (X) = 0 fE X° = (0, 0, 0) 点 的 切 平面 上 的 法 曲率 符号 的 分 区 应 当 是 ( 注 
É z... g; 约束 函数 中 ,c*、d? 、a*、b 前 的 符号 差异 )， 


d 
+1 + 
= JEFE 
= y 
0 +— 
V 十 中 
d 
+ 
r GET, 
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9 . sk d 
w. Vc +a 
T= v 
c 
31 l * 
vc +a 


v>0 u + =l1. 
注意 到 T , T, T 这 些 量 都 是 在 g, (x) 一 0 决定 的 曲面 在 x° 的 切 平面 上 ， 


以 拟 特征 向 量 作为 方向 向 量 决定 的 坐标 系 上 定义 的 . 
易 知 ,对 于 g 曲面 在 x° 点 处 的 拟 特征 向 量 是 


== ¿L 
M z £ z 
对 于 有 
1 1 
一 2 元 十 去)am =0 
-Ža +t =0 
a, =0 
De =1 
得 拟 特征 向 量 
0 
X = B 
0 
类 似 地 可 得 


可 知 g, 曲面 在 x° 点 处 的 法 曲率 符号 分 区 (例如 ) 是 图 6. 3. 3. 4 所 示 . 
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注意 现在 的 OX X, 坐标 系 是 由 Orr, 逆 时 针 旋 转 30° 而 来 ,并 且 g, 曲面 
的 法 曲率 符号 的 分 区 就 是 (如 ) 图 6. 3. 3. 2, 那 么 ,将 图 6. 3. 3. 4 按 坐 标 变换 对 应 
关系 画 到 图 6. 3. 3. 2 上 , 便 有 图 6. 3. 3. 5. 


图 6.3.3.4 图 6.3.3.S 


0 0 
° Vg, (x°) = Ë 
一 1 1 


故 g. g+: 曲面 应 在 以 一 Vg,,:(x ) 方 向 看 来 是 上 目的 部 分 ,可 围 成 可 行 区 域 X. 
这 样 ,图 6. 3. 3. 4 旋转 后 迭 加 到 图 6. 3. 3.2 上 一 一 假设 图 6. 3. 3.2 中 的 0 = 
30 一 一 图 6.3.3.4 中 的 (十 ) 区 域 与 图 6. 3. 3.2 中 的 (一 ) 区 域 的 重合 部 分 即 如 
图 6. 3. 3. 5 中 的 阴影 区 域 ,为 2 个 对 顶 锥 S 、S ,所 以 

S(X, x°) = S' U S° 


易 知 本 例 中 的 线性 化 锥 Z (x) E Or, z, 平面 , 故 


Vg (2) = 


Z'a) Æ SCX, x°) 


当然 ,我 们 也 可 以 用 代数 方法 来 确定 类 似 本 例 中 的 两 个 鞍 面 ( 相 切 ) 所 构成 
的 S'. S' 这 样 的 锥 . 利用 鞍 面 法 截 曲 率 符号 在 x 点 切 平面 上 的 分 区 ,可 以 确定 
Bis g: 上 各 自 法 截 曲率 <, < 0. x, 三 0 的 方向 锥 ,并 记 


| x= Av 


vy>0 Dv=1 
ga x= B'y x= By > 


分 别 代表 gi g; fE x° 切 平面 上 使 法 截 曲 率 “, < 0. <, S 0 的 方向 锥 , 则 S'. S° 
应 是 这 4 个 锥 的 交集 合 . 这 可 以 通过 检验 A… 矩 阵 的 各 个 列 向 量 能 和 否 以 B': E 
阵 的 列 向 量 以 正 线性 组 合 的 方式 表 出 ,并 且 对 下 “矩阵 的 各 个 列 向 量 作 同样 的 
检验 ,就 可 以 确定 构成 S'、S* 这 2 个 锥 的 各 个 方向 向 量 . 以 S' 为 例 ,可 表示 成 
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设 S = {x| x = Av) N (x | x= B'v) # @, x€ S', W 
x= Paon + Dov, uo 20 26 + 26 = 1 


JEH, (AINERE A B! 中 的 第 i. jA EEA MR C, > D, 
使 下 式 成 立 


(ats = B' + C, C, >0 
D 


V 


œ) = A' + D, 0 


这 里 的 分 析 都 可 以 推广 到 更 高 维 空间 中 去 . 

最 后 ,可 以 给 出 一 阶 约束 品 性 Z' (x°) = SX, x ) 的 几何 意义 . 在 本 节 开 始 
处 已 论述 了 在 x° 点 处 的 可 行 方向 向 量 z € Z Oa), 在 以 后 的 分 析 中 指出 了 , 当 
Z'a) ASX, x) Bl, z € Z'(x°), fB z 可 能 不 是 X 的 可 行 方 向 向 量 .但 由 
S(X, x ) 的 构造 , 任 一 z € SOX, x°) 都 必 是 x 点 处 的 可 行 方向 向 量 ( 或 是 一 列 
可 行 方向 向 量 z, 的 极限 向 量 ). 故 , 若 Z'(x*) = SCX, x°), 即 保 证 了 2Z' (x ) 中 
的 任 一 向 量 z 都 是 X 的 可 行 方向 向 量 (或 是 一 列 可 行 方向 向 量 z, 的 极限 向 量 ). 


四 


§ 6.4 ”局 部 极 小 值 点 的 可 微 曲线 边界 一 一 二 阶 约束 品 性 


人 A 
$6.4.1 二 阶 约束 品 性 (4), Z (x°). Z (x ) 与 Z' (x ) 集 合 的 相互 关系 

在 定义 6.1.3 中 已 经 提 及 局 部 极 小 值 点 x° 点 处 的 二 阶 约束 品 性 ,是 指 z < 
0,z€ 各 (x?), 且 z 与 包含 于 X 的 边界 中 的 一 条 二 次 可 微 弧 相 切 . 现在 ,在 (P1) 
规划 中 ,由 (6. 1.5) 式 ， 


ZO) = (z | WTG = 0, i E IG) 一 (6.41.1) 


则 二 阶 约束 品 性 具体 是 指 513 ,对 每 个 = 天 0, z € ZO), 存在 一 个 定义 在 0E 
[0, e] CR 上 , 值 域 在 R" 中 的 二 次 可 微 函 数 w(0) ,使 得 a(0) 一半 上 且 对 0 过 0 过 
eH, 

g:(@(0)) = 0, i € I(x°) —(6. 4. 1. 2) 


以 及 对 于 某 个 正 数 * > 0, 有 


C1) 引 自 ( 非 线性 规划 3} 上册 ,M.Avriel, 第 43 页 ,并 参见 第 42 页 上 Kuhn - Tucker 原先 提出 的 约束 品 
性 条 件 . 
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da(0) _ 
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以 下 称 这 里 所 规定 的 约束 品 性 为 “二 阶 约束 品 性 (4)”, 并 事先 假设 本 节 以 下 分 
析 中 总 有 一 阶 约束 品 性 成 立 . 
另 由 (6. 1.7) 式 ,在 (P1) 规 划 形 式 下 ,有 


àz = (6:48. 1.35 


A 
Z G) = (z | Vg Gr = 0 i€ loe), VglO)z20 j€ 0), ji 
一 (6.4.1.4) 


应 说 明 ,由 方程 组 
区 =0 iela) 
Ve} (x2 >0 jE) 
RIG CI) 的 关系 ,可 知 此 方程 组 的 意义 实际 是 指 
人 =0 ¿€ loa) 
VSO jE (OG a) 
所 以 本 书 中 有 时 也 将 “j € IOT)” REHA” RG. 1. 4. 3) 式 中 
的 所 天 ”) 形 式 表示 出 来 . 
比较 名 (x)、 儿 xs) 集合 与 线性 化 锥 Z Cx) 集合 的 定义 ,可 知 有 关系 
Za C Zoe) C Ze) 一 (6.4.1.5) 
由 线性 化 锥 的 定义 , 设 rank(GC )) = r, 可 将 Z (x ) 表 示 成 ( 见 (5. 5. 3. DR) 
Zlx) = (z |z = Ar+HB'u (€ R” u€ P' (W)) 


—(6.4.1.6) 
并 由 P* (W) 的 结构 ,最 终 可 以 将 Z' Cx° ) WJ G z 表示 为 ( 见 (5. 5. 2. 29) 式 ) 
z=A4A Dy tER yy 二 0 z€ Ze) 一 (6.4.1.7) 


这 里 W 表示 的 是 Jacobi 矩阵 G( x° ) 中 某 一 个 极 大 线性 无 关 行 向 量 组 表示 下 的 
其 他 行 向 量 的 线性 组 合 的 系数 矩阵 ( 见 (5. 5. 2. 22) 式 ). 从 而 (6.4.1.6) 式 中 的 
u€ P* (W) 是 指 
Wu > 0 
u>0 


方程 的 解 P(Wu > 0, u > 0). 由 (5. 3. 2. 28) 式 ,上 式 的 解 又 可 表 成 


$6 Kuhn- Tucker 条 件 解 析 837 


u=Dy v20 D,>0 一 (6.4.1.8) 


所 以 ,这 里 的 矩阵 D, 是 表示 


D, = IB” D, 一 (6.4.1.9) 
由 此 ,马上 可 以 知道 ,有 
z€ IPE =A t€R" 
I A Ñ 一 (6.4.1.10) 
z€ Z'(x)=>z= At +D v rtER v>0 
这 里 的 ?向 量 是 指 (6. 4. 1. 7) 中 的 参 向 量 v 按 以 下 关系 式 决定 的 
rn 
Vg! (x) Drv=0 ielo) 
VeT(x) + Dy >0 jE dia) 一 (6.4.1.11) 
v>0 
方程 组 的 解 . 
由 不 等 式 方程 组 的 解 ,总 成 立 乘积 矩阵 
G(x°) * D, = [g,] g, 2 0 —(6.4.1.12) 
故 对 于 (6. 4. 1. 11) 式 可 得 
WE) e Dy = Dgan = 0 i€ fr) 
n 
Ver) Dy = Dgav 20 j€ JOM- 106 一 (64113) 
7 


w20 k=1,2, =, d 


这 里 d 是 (6.4.1.11) 式 中 "向 量 的 维 数 ,也 即 是 De 矩阵 的 列 维 数 . 因为 
(6. 4.1. 13) 式 中 的 各 个 ga 22 0, u 20, 显然 就 有 解 , 对 k= 二 1, 2，…，d 


| ga =0 icia p>0 
a= 


Ç —(6.4.1.14) 
0 3%g,2>0 ií€ G) 
利用 (6. 4. 1. 14) 式 给 出 的 u R p = 1, 可 得 ?的 表达 形式 ， 
v 0 
A v yd 
P= . h h€ R 一 (6.4.1.15) 
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例 6.4.1.1 对 以 下 规划 问题 求解 名 (x")， 色 (x) 集 合 
min f(x) = (xz, — 2) + (z, + D’ + (z, — 12 


a= (a 3) +t (5-1) -17>0 
Slew = (a+) +#+ (a - 3) -三 >0 
g. (x) = 3zi — z, + 2z, —4 宇 0 


o 一 (1, 1, D 下 一 节 会 说 明 这 里 的 x" 不 是 局 部 极 小 值 点 . R E 
CACEN DADRA. 
由 


一 2 一 3 1 š 
Vf) = | | Vg (x) = | : Vga (x°) = | | Vg, (x°) = | 
0 1 一 1 2 


可 得 唯一 的 Lagrange RF œ= (1, 1, 0)7 


由 于 
p r A ora SA 
G=] 1 2. ' casal 5 9 : 
7 —3 8 


Eaa | 
故 线性 化 锥 (6. 4. 1. 7) 式 等 号 右边 第 一 项 At = 0， 


{ —3 5 4 
ze el 5 9 中 ssal 


从 而 在 (6. 4. 1. 10) 中 
z € Ix) = At = 0=z — 0=> Z! (x) = (0) 
现在 fx) = 0.2) IG) = (1, 2, 3) H 
D, = G° x°) 
G(x’) ° D, = 1, 
1 为 3X3 阶 单位 阵 , 由 (6.4.1.14) 一 (6.4.1.15) 式 


0 0 O 
-f 0 中 h€ R° 


0 0 1 
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sph h>0 
1 


[2 
A 
Zy -4 


j. h >| 
ar ora 


由 (6.4. 1. 10) 式 一 (6. 4. 1. 14) 式 可 见 , 当 且 仅 当 


此 式 可 简化 为 


即 得 (简化 为 ) 


A 
z= D,» = 


Vg (x) e Dy = 0 i€ loe) 
Vg) e Dv >0 jE d= Âa) (6.4.1.16) 
v 二 0 
方程 组 相 容 (有 解 ), ZO) 天 Ža, 否则 ,即便 了 x) C IG), 仍 总 有 
A 
Zoe) = a. 
而 (6. 4. 1. 16) 式 有 解 即 表示 按 (6. 4. 1. 14) 式 决定 的 ”的 分 量 v 中 ,存在 至 
少 一 个 下 标 A, 成 立 
ga=0 icin = p>0 —(6. 4.1.17) 


从 而 可 取 到 u, > 0 p > 0 B). 这 里 的 gx* 是 由 (6.4. 1. 12) 式 定义 的 乘积 矩阵 
G) * D, 的 第 i 行 .第 k 列 列 元 素 . 


应 当 注意 到 2'Cx*) 集 合 的 定义 中 ,与 各 (x") 集 合 不 同 ,是 涉及 到 一 阶 最 优 性 
条 件 中 的 Lagrange 乘 子 o 正 数 分 量 的 下 标 , 即 ?(xe) 集 合 的 ,而 四 乘 子 向 量 又 
往往 不 是 唯一 的 . BELA (xe) 集 合 的 意义 在 分 析 上 稍 具 复杂 性 . 但 有 一 点 很 明 
显 , 仅 当 

Danga 

时 , 包 (xe) 集 合 才 具 有 实际 意义 ,否则 , 仅 需 考虑 加 Cxe) 即 可 . 因此 ,以 下 的 分 析 
主要 即 为 了 说 明 在 什么 情况 下 , 才 令 有 名 (xm) 天 名 (xe) ,以 及 二 者 的 差异 的 几 
何 意义 又 是 什么 . 

对 于 了 x") 集 合 的 确定 ,可 以 采用 这 样 2 种 方式 : 

第 1 种 方式 ,以 核 规划 的 形式 予以 确定 ,可 以 暂 先 不 考虑 二 阶 条 件 ,而 只 以 
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一 阶 最 优 性 来 确定 核 规划 . 由 核 规划 的 意义 ,在 (P1) 形 式 的 核 规划 下 ,一 阶 最 优 
性 条 件 中 的 Lagrange 乘 子 @ — 0. 因此 ,这 时 一 定 有 以 下 结果 , 即 


A A A 
ICG) = T(x)=> Z! (x°) = Z! (a°) 


At t€ R" rank(G(x°)) = r< m 


2 
Cr) = ZG) = 
{0} rank(G(x°)) = m 


第 2 种 方式 ,保持 原始 的 (P1) 规 划 形 式 , 仅 按 (6. 2. 1. 25) 式 确定 出 一 阶 最 优 
条 件 中 的 Lagrange RT o WHERE D., FEH D. 矩阵 的 任 一 列 向 量 o "决定 具体 
所 用 的 乘 子 ,并 可 得 到 对 应 的 fxe) 集 合 . 在 第 二 种 方式 下 ,了 x?) C IO), H 
TER ŽO + Z OP) 的 情形 . 以 下 记 由 D. 矩阵 的 列 向 最 由 /决定 的 Fo ) 
集合 为 2 C). 
在 第 2 种 方式 下 , 若 rank(GCxe)) = m, H >So a = IO), ER 
能 有 
A A 
Z' (x°) = Z' (x°) = (0) 
iW o= (wi, wh, =, w)", HE rank(G(x°)) = m j , LH o'> 0 R4 w > 
Os k=1,2, qg 1<q<m o= 0, iz i. BA, (O) C IG). 注意 以 
下 二 点 ,首先 o ED. 矩阵 的 第 7 列 向 量 , 故 由 四 ' 的 构造 , o; > 0 所 对 应 的 各 个 
Vg, (x ) 向 量 是 线性 无 关 的 ,其 次 ,这 时 Jacobi HE GOO HITER u> m. 在 这 
种 情况 下 , 委 (x') 是 以 下 方程 组 的 解 集合 ， 
(x)z=0 k=1,2,.…,9g 
I 一 (6.4.1.18) 
Vg (x )z>0 j= i, 
这 一 方程 组 是 
G(x°)x > 0 
方程 组 的 一 个 ( 子 ) 方 程 组 . 且 现 在 rank(GOx°)) = m. 因此 ， 


车 v= m, 则 由 上 一 章 推论 5.5. 3. 1, G(x)z 二 0 的 所 有 ( 子 ) 方 程 组 均 是 相 
容 的 , 故 (6.4.1. 18) 式 有 z < 0 的 解 存在 ,并 有 不 为 0 的 z 使 (6.4.1.18) 式 中 的 


严格 不 等 号 成 立 . 由 此 即 知 , 在 此 情形 下 , 定 有 Zoe) = 2 G). 因为 这 时 总 有 
Ža) = 10). 
# v> m, 对 下 标 作 适 当 重 排 ,总 可 以 有 
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w= fwi, wh, =, w} 0, 0, 0} w>0 1<i<q 


且 VgiGz) 向 量 组 i — 1, 2, s m REER (q < m). 那么 ,(6.4.1.18) 式 现在 
成 为 


VEgTCxr)z 志 0 j=q+1, s,m 一 (6. 4. 1. 19) 


[senzi i=l, 2，…，9 
Vgi (x )z>0 k=m+l, =, u 


对 于 (6. 4. 1, 19) 式 中 的 任 一 个 下 标 A, 有 一 -组 不 全 为 0 的 数 rw ， 
VgI(x°) = Sw, Wl (x°) 
故 G(x° ) 和 矩阵 可 表 成 为 , 记 W = [w] 
caja pn ] JEP G... (1°) Jë GQ) 的 
* C lw.G,.. Oa] 前 mx m MUF ETER. 
由 (6. 4.1.8) 式 ,并 注意 到 现在 (6. 4. 1. 7) 式 中 等 号 右边 第 1 项 恒 为 9 
C? rank(G(x°)) = m)，, 即 得 ,对 于 z € Z'a), 有 


G... (X° IIB ' 


G(x )z = [ 
W e Gn (x IIB ' 


Jeu u>0 u€ Pt (W) 


P* (W) 是 解约 束 方程 组 的 解 集 ( 见 § 5. 5. 3 节 ). 由 于 DB = Grins 上 式 又 可 表 为 
GO )z = [ee]; u u20 u€ P*(W) 一 (6.4.1.20) 
w > 


(6. 4. 1. 20) 式 也 是 值 域 集 合 R(G(x°)z > 0) 的 一 种 形式 . 由 (6.4. 1. 19) 式 的 要 
求 ,应 当 对 (6. 4. 1.20) 式 中 的 uw 参 向 量 的 分 量 取 以 下 值 : 
w=0 i—1,2,.,g 
f >0 j=q+l,q+2, =, m 
这 即 是 说 在 以 下 条 件 成 立时 ,(6. 4. 1. 19) 式 是 相 容 的 . 这 个 条 件 是 ,(6.4.1.21) 
式 决 定 的 u,、u 是 wu € P* (W) 中 可 以 取 到 的 . 此 时 ,(6.4.1.20) 式 中 的 W 相关 
系数 矩阵 的 第 9 十 1, gq 十 2,，…，,m 列 向 量 组 成 的 子 和 矩阵 决定 的 以 下 不 等 式 组 


一 (6.4. 1. 21) 


5 ; 

uw'> 0 

° s —(6.4.1.22) 
u 20 j=q+1l,q+2, =, m 


是 相 容 的 ,其 中 w! J: W 和 矩阵 的 第 j 列 向 量 . 
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HH u € P' (W) 表示 成 (6. 4. 1. 10) 式 ,从 以 上 (6. 4. 1.20) 一 (6.4. 1.22) 式 
中 所 得 的 结果 也 就 是 (6. 4. 1. 13) 一 (6. 4. 1. 14) 式 的 结果 . 

以 上 的 分 析 显 然 均 可 以 推广 到 rank(G(x°)) = r 二 m 的 场合 . 形式 上 的 区 
别 仅 在 于 如 (6. 4. 1. 20~22) 式 中 的 m 应 改换 为 r, 并 且 在 r =m 时 ,(6.4.1.7) 
式 中 等 号 右边 将 有 At 零度 解 (项 ) 存 在 . 这 个 零度 解 ( 项 ) 的 意义 下 文 还 会 给 出 
说 明 . 

例 6.4.1.2 FARAH GO, OOS OORE 

minf(x) = (z — 1)° -+ r} + (x, — 2)° 


gw 一 1 一 (zi 一 1 一 取 一 如 三 0 
s. t. 4 g, (x) 一 = 十 好 一 zs 2 0 


gi(x)= 2z — 2r, 过 0 
型 二 (10 1)7 


解 : DAI) = {1, 2, 3) 


0 0 2 2 
Vf) = | 0| Ve(x)= | ° Vg: (x°) = | I Vg, (x°) = | | 
一 2 一 2 一 1 一 2 


有 Vgs(x) = AEREE NER 


1 
w- [1.1] 
可 方便 地 取 Lagrange RF o = (1, 0, 0)". 因为 
Gy (ey 

0 0 一 2 

Gra (x°) = 
le. Sead Ë 0 = 

H rank(G,,, (x°)) = 2 ( 行 向 量 线性 无 关 ), W > 0, 故 


G )z > 08G,.(xX*)xz > 0 


Tü Gas (x° )z > 0 可 得 
—1 1 
ht| 0 中 terrer} 
0 一 2 0. 


Z) = | 


G(x) = 


这 里 
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由 51) 


4 0 
G(x )D, = [ z|- [ga o 
2 5 


因为 fm) = {1), 故 由 (6.4.1.17) 式 , gu 之 0 gu = 0=>u = 0 v > 0 M4 


R 0 1 
Z'a) -h s= l fo 
0. 0. 

0 
so 下 z= hl rea} 

0. 


图 6.4.1.1 给 出 了 本 例 中 ZO), ZO) 2 GORAWA. 

注意 方向 向 量 z — x — x, k z 一 
(zi1，zs，z3)” 的 坐标 系 原点 是 在 x° 

图 中 ,2.3 是 Vg; (x° )z 一 0 决定 的 
由 g(x) ==0 给 出 的 曲面 在 x 点 处 的 切 
平面 . Vg, za 是 切 平面 的 法 方向 (第 
头 ). x 点 处 的 方向 向 量 d', d° 是 表示 
矩阵 D, 的 第 1、2 列 向 量 作为 方向 向 量 
的 几何 表示 . 2'(x") 就 是 gio g+ 平面 按 法 方向 所 来 成 的 一 个 闭 锥 (棱柱 体 ). 而 1, 
是 g1,:. :平面 的 交 线 , 即 为 z 二 At，,tE€ R 所 表示 的 直线 .1 也 就 是 Z'(x") 的 零度 
空间 ,也 就 是 和 (x*) 集 合 . 而 各 (x ) 集 合 显然 就 是 方向 向 量 d° 所 在 的 g CE 
平面 . 

注意 本 例 中 的 约束 函数 g, (x) — 0 是 一 个 球 心 在 (1, 0, 0) 处 的 单位 球面 ， 
而 g; (x) = 0 是 过 原点 且 向 上 开口 的 抛物 面 . 在 图 6. 4. 1. 1 中 ,形似 椭圆 的 空间 
曲线 f, 是 单位 球面 与 g, 平面 ( 即 g;(x) = 0 平面 ) 的 交 线 ,f, 则 是 抛物 面 与 g 


v t€ R "> 


图 6.4.1.1 


51] 容易 理解 ,以 下 G(O°)D, 的 数值 结果 中 并 不 是 按 (6. 4. 1. 20) 式 的 形式 中 含有 的 单位 矩阵 L.f ix 
只 要 对 Z (Ce) 式 中 前 的 矩阵 各 列 向 量 作 一 个 变换 即 可 . 以 下 类 似 . 
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平面 的 交 线 . 而 L 直线 就 是 f... f, 曲线 在 x° 点 处 的 切线 . 并 可 认识 到 ,目标 函 
数 梯度 VF(x' ) 决 定 的 f(x) 在 x° 处 的 切 平面 现在 刚好 与 g, 平面 重合 , 且 可 行 区 
PR X fE x° 处 与 g, 平面 相 切 的 也 就 是 上 述 单位 球面 . 

例 6.4.1.3 将 例 6.4.1.2 中 的 g;(x) 三 0 改换 为 下 式 


et Ky 
g (x) =- (n +D +++ 0 


其 余 不 变 , 求 解 Z1 O, ZO) 52 O). 
解 : 此 时 


4 
Ve = | |- T Va G) — 2 Vg, (x°) 
1 


5 -人 


利用 上 例 的 结果 ,w 乘 子 可 保持 不 变 , 有 ， 


0 0 —2[—1 1 4 0 
—4 o 了 -2 o 一 4 
故 由 (6. 4. 1. 20) 式 一 (6. 4. 1. 22) 式 的 要 求 , 取 u, = 0, u, > 0 不 能 使 


一 `y 
0 0 
一 2 0 


Vgi (x )z = 0 
Vg az > 0 


Vgl z> 0 


G(x° IIB ' = 


r= At + u t€ R ue P (W) 


方程 组 成 立 , 即 以 上 不 等 式 组 是 矛盾 的 .所 以 ,此 例 中 只 有 


A A 
Z'a) = Z'O) = (z |z = Ar, t€ R) 
从 本 例 中 可 解 得 


v uc P (W) v€ R 
0 


= |= vje 
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-+4 = 
Za = =A+| Ó o? ‘ER v€ R 
-1 一 2 
从 而 
E Ai 
5 4 

ges 0 0 
-1 一 2 

2 4 

GG. D, =|} o 
Smig 

0 2 


利用 (6.4.1.16) 式 一 (6.4.1.17) 式 ,可 知 让 = 0, 由 (6.4.1.10) 式 亦 知 以 上 
结果 . 
KAPPA loe = {1} C toe) = (1, 2, 3 BŽ a = a. 
例 6.4.1.4 将 例 6.4.1.2 中 的 g;(x) 三 0 改换 为 下 式 , 使 


mG) =0 Wg) = 一 到 weCe) 十 2 Ve: (x°) 


其 余 不 变 . RW Z G), Z00552 O), 


这 里 
4 
we | o| 
—1 
1 
由 于 现在 w=[-}2] 
可 解 得 对 于 uE Pt (W), 
Lg 
2 2 
u= i v v€ R 
Ee 
4 


故 (6. 4. 1. 21) 式 是 相 容 的 ( 取 o, = 0, mw 三 0 即 可 ). 另 由 
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2 


的 结果 ,由 (6. 4.1.20) 式 ,在 ww = 0, 迪 三 0 时 GOm)z 二 0 是 相 容 的 , 故 得 


1 

A 

sp- :ath € R °>] 
0. 


即 与 例 6. 4. 1. 2 的 名 OOM. Z' Oe 98308. 
而 Z'(x") 的 结构 如 下 


一 让 1 
Z'Gx) = 4z|z = At + o” tER v€R 
一 1 O 
同样 地 若 直接 利用 
Srg 2 0 
4 1 
D, = Gx) + D, = > 2 
—1 0. 0 4 


再 由 (6. 4. 1. 17) 式 等 亦 得 到 以 上 结果 . 

为 便于 比较 ,再 给 出 一 个 rank(G(x°)) = m, u > m 的 例子 . 以 便 从 中 理解 
rank(G(x°)) = r < m tj rank(G(x°)) = m 的 区 别 . 

例 6.4.1.5 在 例 6.4.1.2 中 添加 约束 条 件 


g(x) = r +D +e 1>0 
其 余 不 变 . 


1 
现在 Vg. (x°) = lL '| 


Meo = (1, 0, 0, 0)". BA rank(G(x°)) = 3. 


—1 2 0 
Za -| Ë * <} v€ e} 
—2 0 Q 


z= 


|= 
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即 线性 化 锥 现在 是 项 点 在 x 点 的 闭 凸 锥 . 


š 
Z'(x") = (0) 
再 由 z€ ZO) 


Ve'(x)z=0 
je I 


(vgra z0 ;=2,3,4 


要 求 下 ERv =0, v >0 j=2,3 故 


A 
Z'(x) = 42 


图 6.4.1.2 给 出 了 本 例 中 Z (x), 
Zoe, Z CO ) 集 合 的 几何 图 形 . 
仍 应 注意 Oz z, z, 坐标 系 的 原点 
Je R’ 空间 中 的 x° 点 处 .图 6.4.1.2 
EHHI baa E Z (zw) 中 的 方向 向 量 z 
的 构造 矩阵 (v 向 量 前 的 矩阵 ?的 列 向 
量 决定 的 射线 . .2.3.4 是 Vg; (x )z = 
0,i=1,2,3, 4 决定 的 平面 (或 平面 


上 的 闭 锥 ). Z (x°) JE gi. g: fl g, HIRNEZ Cx ) 就 是 O=, z, <, 坐标 系 的 原点 ， 


ZO) h 与 来 成 的 锥 , 即 图 (6. 4. 1. 2) 中 阴影 区 域 . 这 个 锥 位 于 g, 平面 上 . 
例 6.4.1.6 将 例 6.4.1.3 中 的 规划 的 约束 条 件 中 添加 列 6.4.1.5 中 的 
g (x) > 0, 其余 不 变 . 


图 6.4.1.2 


这 时 ， 
0 0 一 2z 
0 一 1 
GO) = 
一 0 1 
1 1 1 


@ 乘 子 同 上 例 . rank(G(x*)) = 3, 可 得 
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AP 
2 
Z'OPy= A E 5 v v€ R; 
4|-z -3 一 4 + 
=é 一 和 0 


因为 rank(G(x)) = 3 一 名 (xz) = 10) ,但 对 zeE Z G) 有 


4 4 O 
yili 2040 
Gx) ez = — v€ R; 
Tlo zo| "ER 
0 0 1 
仍 由 
Vg (x )z = 0 
Vel (x )z>0 j=2,3,4 
应 取 


w=0 w=0 v0 


所 以 


o 
A 
Z'a) -4 z= [i v=o} 
0 


本 例 各 集合 之 几何 图 形 见 图 6. 4. 1. 3. 


各 符号 意义 同上 例 . REŽ COE h 
图 6.4.1.3 射线 . 


$ 6.4.2 妇 (x*) 集 合 的 几何 意义 一 一 二 阶 约束 品 性 ( I) 
以 上 的 分 析 已 说 明了 Oo Z Êa) 的 条 件 及 示例 , 尚 需 说 明 名 a, 


A 
Z ) 集 合 在 非 线 性 规划 分 析 中 的 几何 意义 . 

设 Jaobi 矩阵 GO ) 2 vX m MIERE, rank(G(x°)) = r, r< minlv, m). 不 
妨 设 ae) = (1, 2, +, o), 并 设 G(x° ) 的 前 r Xr MUF EFE G, x, a°) ET 


逆 , 则 由 
g(x) 一 0 了 一 1，2，…,r 一 (6.4.2.1) 


可 得 到 (P1) 规 划 的 约束 条 件 
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ga =0 i=1,2,-, u 
决定 的 可 行 区 域 X 的 边界 上 的 交 曲线 “12 用 g 表示 这 样 的 交 曲线 . 
BARER: Ú g, (x) 是 定义 在 D 上 的 实 值 函 数 ,在 一 开 集 DCDCR"” 上 
ERM, HIF j= l, 2, …,r 及 x 二 x ED REg a) L o 
x(r) = (z, Zwart io Za) € R" 
那么 ,在 x° 的 一 个 邻 域 Ne G) C R B) = a Ihar 5 25! 的 一 个 邻 
域 N,G (7)) CR 上 ,存在 可 微 实 值 函 数 z (xC), i = 1，…, 使 下 式 成 立 
x =ar) i=1,-, r 一 (6.4. 2. 2) 
并 对 任 一 个 x(r) € Nax Cr), 有 
gila (alr), r,(x(r)), +, T(x), Eais s z) =0 了 一 1，2，… 
一 (6. 4. 2. 3) 
并 且 对 一 切 x € Npa), Jacobi 矩阵 G,、, (x) n 2. 同时 ,对 x(r) € 
N(x (7)) ,x,(x(r)) 的 一 阶 偏 导数 是 下 列 方程 组 的 解 : 


> Əg,(x(x(r)), x(r)) Ər,(x(r)) Əg,(x(x(r)), x(r)) Q 
ar, E23 Er 一 (6.4.2.4) 
了 一 1，2，…， rr k=1, 2, *, m—=r 


其 中 xæ) = Gri(xCr)), ra (x(r)), =s, r GC) C23 ". 
由 此 将 x 的 分 量 ,,, 看 成 是 参 变量 2,,, RC) = (Z. Faar e Zn)", 有 


"r 


r = =) i=1,2, 
g: —(6. 4. 2.5) 


Za m Žo k=1,2,.%…,m—r 


W g 是 R" 空间 上 的 mm 一 ~ 维 曲 线 ( 面 ). 若 取 Ax(r) = x) 一 内 rm | A xC) | 
< = < STIY g 曲线 在 x” 点 处 的 切 向 量 Yx( 一 阶 近似 )， 


Vx = (Ari，Ar，…，Arw) 


Z=: az, PAE 
Az, = A i=l, 2, er 

i 9 Tn —(6. 4. 2. 6) 
Ar, = AZ... k=1,2, =, m—r 


即 在 x° 点 处 ， 


[51] 这 样 的 交 曲 线 可 以 有 很 多 条 ,(6. 4. 2. 1) 式 可 以 得 到 其 中 的 (至 少 ) 一 条 . 
C2) 参见 ( 非 线性 规划 ?上 册 ,M，Avriel, 第 15 页 , 隐 函 数 定理 , 仅 符号 有 所 不 同 . 


850 3 x+ # Ft 60 424 42 (É 38 ; EA 


Ən az, z, 
Ian Tia x= 
az əx, dz, | [Axa 
Jzn 3 T SAS 
| Nz 一 (6.4.2.7) 
ar, ar 2], 2 
DFn EWm ə x, 
t Tua 


其 中 fw- 是 (m — r) X (m — r) 阶 单 位 矩阵 . 
注意 Z... = z, 并 由 (6.4.2.4) 式 ， 


NEED az, 
Ižu 23 EA 
3x, dz z, 

5 ec (x) 
EMEEN Žn |=- Ga, (x) * x 
a Ye Erki 
3z, az, az, 
Paa daa aR 


— (6. 4. 2.8) 
其 中 


Jlor Sas 
r 十 1,，r 十 2，…， m) > 

F Jacobi PE GODHA 1, 2，…, r 行 .第 r 十 1, r 十 2，…，, m 列 元 素 组 成 的 于 

EBR. 省略 符 号 “(x*)”, 将 (6.4.2.8) 式 代入 (6.4.2.7) 式 ,得 ， 


AZ 
ç aaa | kS 
w = | Nrt r2, s, m] |e [$7] —c6. 4.2.9) 
Tn» 
A z, 


因为 


1.2, r TEE 
c| jeo .一 [Ge c| w 
1,2,-, m 7 二 1vrt2 im 


由 (6.4.2.9) 式 , 知 


$6 Kuhn - Tucker 条件 解析 851 


Za 
1,2, >, n Es 
G| d jæ 了 
1, 2, e,m A 
AS 


BAZ. k= 1, 2, =, m—r RA fit TE G. 4. 2.9, T Ah (6. 4.2. 5) 
式 决 定 的 曲线 g 的 所 有 切 向 量 ( 梯 度 ) 都 位 于 


G,,,G(x°)z = 0 一 (6.4.2.10) 
决定 的 -个 超 平面 的 交 平面 上 . 这 里 的 ~ 个 超 平面 就 是 约束 条 件 
ga =0 i=1,2,-, r 


HE x = x° 处 的 切 平面 . 
由 于 G,,,(x" ) 是 由 G(x ) 中 的 极 大 线性 无 关 ( 行 ) 向 量 组 组 成 的 ( 子 ) 和 矩阵 ， 
所 以 (6. 4. 2. 10) 式 的 解 z 也 就 是 满足 


G(x).z=0 


的 解 .另外 ,由 于 在 方向 向 量 的 意义 上 ,(6. 4. 2. 10) 式 的 解 等 价 于 (6. 4. 2. 9) 式 所 
表示 的 Vx, 这 只 要 令 满足 (6. 4. 2. 10) 式 的 z 及 由 (6. 4. 2. 9) 式 决定 的 Vx 满足 


zl = 12 I Vxl = 1 BA žm, AZ... AZ.) € Ny (0) C R" 
其 中 N, (0) 38 x€ R” B | XI <à, °> 0, BBB ih. Br DA, n] 81 
Z Oe) = (Vx | Ve IB (6.4.2.9) 式 给 出 } 
这 即 是 说 , 包 (xe) 的 几何 意义 就 是 
Bx) =0 ¿i=1,2,, r 


决定 的 交 曲线 g 在 x = x° 点 的 切 方向 向 量 组 成 的 集合 . 
而 对 于 方程 组 ， 


g(x)=0 icx) 
3 v > r B, fE FF T-.Pl 
firo i> e š) C IG) 
车 由 此 决定 的 矩阵 
gr (Cx) 
Vg; (x°) 
ki = Glis is s š) (x°) -6.4.2.11): 


Vg. Oo) 


852 _ F x+ 4 F 65 4234 #z t R j 5 2 3) 


是 满 秩 的 ,那么 ,由 以 上 的 分 析 ， 
gœ) =0 j=1,2,-, r 


总 能 决定 一 条 交 曲 线 gf i,，…， i,) ,其 函数 (类 似 由 (6. 4. 2. 5) 式 决定 ) 可 记 
H gx; is, i). 
很 显然 , 任 一 条 这 样 的 交 曲线 glis i, eo i,) 在 点 x° 处 均 是 相 切 的 , 故 任 


一 条 交 曲线 glis is s i ZER x 处 的 切 向 量 集合 都 是 和 (x). 
如 果 任 取 1 < d < r, 作 下 标 子 序列 


{hs igs = i.) S IG") 
则 由 方程 组 
gœ =0 j=1,2,%,d 一 (6.4.2.12) 

在 向 量 组 Vg; G ) 线 性 无 关 时 ,可 决定 一 条 交 曲 线 Ogli s is t za) 其 函数 
(由 (6. 4. 2. 5) 式 决定 ,其 中 的 参数 7 替换 为 d) 可 记 为 gs is bs e iO). 

利用 以 上 分 析 , 可 以 从 交 曲线 g{。) 切 向 量 的 几何 意义 出 发 去 构造 委 (x)、 
PADRA. 

由 以 上 的 分 析 , 易 知 所 有 这 样 的 交 曲线 glio is o id ER A B. 
glis ho is) 在 x 点 处 的 切 向 量 是 


Vay x)z=0 j=1,2,-, d 一 (6.4.2.13) 
的 解 向 量 ， 
由 此 
Pac izl Vg; (z =0 j=1, 2, m, d} = Z {is igs i 
—(6. 4. 2. 14) 


则 对 于 任 一 符合 一 阶 最 优 性 条 件 的 Lagrange RF w’ ( B| D. ERRERA ; 列 向 
量 ), 由 其 分 量 w > 0, k = 1，2,，…, d< r, 可 决定 一 条 交 曲线 glis i,,，…， 
记 } 及 其 在 x 点 处 的 切 向 量 集合 Z {is is，…，, is}. 并 有 


PODEZ lis is a) 
H d 二 r 时 总 又 有 


ZO C (i, irs i) 


C1) 应 说 明 , 这 样 的 交 曲线 也 就 是 m — d 维 曲 面 . 
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各 Ge) = (i, i es i) 
34 d = r = m Bf, 
DaD = lhs is = in) = (0) 
仍 由 Kw = 0, = 1, 2, s u— d, RER a jar r jesa ME 
RE 
Zljis jas s jea) = {z | Vg °) >0 t= l, 2, |, v— d) 
一 (6.4.2. 15) 
Zilji» jas “s je-a) Æ R” 空间 上 顶点 在 原点 的 闭 锥 , 亦 或 是 一 个 闭 锥 以 顶 
点 在 R” 空间 上 的 某 个 过 原点 的 一 维 线 性 流 形 上 平移 的 并 集合 即 闭 棱柱 . 这 里 
rE G), t= 1, 2, =, v— d 向 量 组 的 秩 ,r < r. 
注意 对 于 z € Zilji jas o jeas 一 定 可 取 以 下 形式 
r= Alji» jas s jatt + Dalji jas o joa 
t€ R,., v>0 一 (6.4.2.16) 
其 中 
v jas s joa 


l, 2, sm 


je e Alji» jas "s jea} = [0] 


efh je ule e Dalji jas ja) S0 


l, 2, m 


D, ( * } 矩 阵 的 意义 类 似 于 (6. 4. 1. 7) 式 及 其 说 明 . 
对 于 zeE Z (is i "> i), 一 定 可 取 以 下 形式 


z= Alis is it t€ R" “4 —(6.4.2.17) 


ofi N “le Alis is =s ia} = [0] 
1, 2, =, m 


以 上 [o] 表 示 为 0 元 素 组 成 的 矩阵 . 
由 名 (x*) 集 合 定义 ,显然 有 


ep) GD, i} 


A 
Z) E Zilji jas s jea? 


854 _ 3 IFAR #E Ft 66 hh áz š 8 € 5 É J] 


故 Zeyh k sas AN Ze a 


因此 ,车 < 关 0,z € ŽO, WBA P > 0 £ € R"… 使 
z= Alis is ee. ER 
同时 有 
z= Alji» jes s joat t#0 +€ R" 
故 ,对 于 z 天 0， z € 儿 (x)， 一 定 可 由 


Alir» iy. 4 一 (6.4.2.18) 
PER (€ R C,t#0 


来 决定 
车 由 (6.4. 2. 18) 中 取 到 这 样 的 不 为 0 J r, (N l. 4,, 就 可 以 记 


z = Ali» is o i) 
或 取 
Zm = Aji j t ja), 
以 适当 的 取 法 即 可 得 一 组 线性 无 关 的 zx, s = 1,2,…,m 一 r, 则 51) 
Ze) = (z|z= A t€ RU) 
这 里 
A’ = [ts gt, =, a] 
车 在 (6. 4. 2. 18) 式 中 取 不 到 不 为 0 的 已 ,上 参 向 量 , 则 x) = (0). 


由 此 ,可 以 再 构造 出 名 Cxe) 集 合 ,以 便 进一步 地 理解 名 Cx*) 、 名 (xe) 集 合 的 
关系 . 


A 
对 于 z 尖 0 z6 Pa, 由 QZ (x ) 的 定义 ,总 可 以 有 
xz 一 4 二 Dr ti€ER"” v2>0 一 (6.4.2.19) 
这 样 所 构造 (6. 4. 2. 19) 式 的 At 项 ,由 不 等 式 方程 组 的 解 ,应 是 
51] ÈE, Alis iz ts iah Alja o jas o jonah 均 为 线性 齐 次 方程 组 的 基础 解 系 矩阵 , 故 在 合适 的 


购 造 下 ,这 里 所 说 的 选取 名 ,1, 可 简化 为 找 出 这 两 个 矩阵 相同 的 列 向 量 . 这 些 相同 的 列 向 量 就 是 
m. s= 1,2,-, m—r. WD T RB. 
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Veroo)z=0 ¿€ lG) 
—(6.4.2.20) 


VeT Cx)z >0 j€ OG) fr) 
的 零度 解 空间 ,所 以 ,应 当 有 (6. 4. 2. 19) 式 中 的 At 项 可 构造 
{z| z= At, t € R”) = Z Ge) 
其 次 ,比较 (6. 4. 2. 16) 式 与 (6. 4. 2. 19) 式 ,可知 对 于 痰 三 0， 
Dv' C (z | z = Deljis jas s jes}y v20) 


所 以 ,Dry ' 一 项 应 当 是 


is ihs ts L 
cf? fa Jen Dalir je moje) v= 


l, 2s m —(6. 4. 2. 21) 


v>=0 
方程 的 解 . 其 中 De{。} 和 矩阵 的 意义 见 (6. 4. 2. 16) 式 . 

显然 , 仅 当 (6. 4. 2. 21) 式 存在 ”天 0 的 解 时 , 才 有 Pa a. 若 记 
ŽL (me) 是 (6.4.2. 21) 式 的 解 集合 ,那么 ,对 于 z E Za), A 


Ža selest Z€ >o r€ 2 O) 一 (6.4.2.22) 
Bb 2: GQ) — (0) Z @ 的 充 要 条 件 是 


(1) rank 


fi iss sis, 
G x) e Daiji» jes to juat |< r, 
ls 2, sm 


其 中 的 r, JE v 的 维 数 . 
(2) 记 A, 是 以 下 方程 组 


is ips s L, 
ofi $ LE Datis jas ms jaa» 
l, 2, e,m 


的 基础 解 系 矩 阵 , 则 应 有 A, t> 0 方程 组 有 非 平凡 解 . 

显然 各 (x ) 是 gt1，2，…，r} 曲 线 的 切 空间 ,名 (xm) 则 是 交 曲 线 gli 
is = 站 } 的 切 室 间 上 的 闭 难 . ERZ CO), Z: (x) 的 方向 向 量 并 作 其 向 量 和 
BEŽ ODRA EE gl, 2, r). glis io 1o iO RTE e 点 处 相 切 ， 
ZGO, Ži GORR RSA x° 为 起 始点 . 

例 6.4.2.1 对 例 6.4.1.2 用 以 上 的 方法 构造 名 (x) 、 2558. 
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由 例 6.4.1.2 知 Too) = (1,2,3) f 了 x) 一 {1) 取 d 二 1 
人 一人) {jis ja} = {2, 3} 
Zii) 
一 2=, = 0 


的 解 . 


Ziji, ja) WE 


2z —*, 2 0 
2z — 27 2 0 


Ziji j} = e-f 
0. 1 — 
1 — 
aoa = || Dt{ji, h) = 0 
0. 


£ < Sç 


的 解 . 


ee 


t+ jo v tER,v>0 


1 

2 
0 
1 


~ oo ul- 


WAG) Alji ja PARA EAN B ,所 以 


0. 
A 
EES -h 


-e 


再 由 


S6 Kuhn-Tucker 条 件 解 析 857 


Ter 
fi Toa 2 
G4], a, af RU i)r= 00D ool- >o 
L 
H v= (u> w) 得 
— 2, + 2u, = 0=>u = u x+ u Z 0 


或 写成 为 Z{j,,j;) 集 中 的 v 参 向 量 可 表示 为 


显然 , 代 人 ZU js) 后 ,得 


1 1 
1 — 1 a: 
和 2 [) N 2 à 
= t+ |, o 1 lt |; le PERG, 
x pnei 0 


了 

A $ 
Z'On)= 4z|s = |l: + o| ER v>0 

2 0 


此 结果 均 同 于 例 6. 4. 1. 2. 且 这 里 有 


A 
Zi (x°) = 4z|z = 


(6.4. 2.22) 式 及 例 6.4.2.1 说 明了 如 (x) 与 分 (x ) 集 合 的 相互 关系 . 当 


z GQ) —10) = 多 时 ， EH Za = a. 本 节 前 一 部 分 已 分 析 了 各 (x) 一 
10) = S 的 条 件 . 


由 以 上 关于 (6. 4. 2. 5) 一 (6. 4. 2. 9) 式 的 分 析 , 说 明 猎 (x ) 集 合 中 的 任 一 非 
零 向 量 z 都 可 看 成 是 W 向 量 , 即 交 曲线 glis is sl i) 在 x = x° 点 处 的 切 向 
量 . 现 考虑 二 阶 约束 品 性 的 意义 . 


任 取 zE ŻA), z0, BOTA z Aza k=l, 2, o m— r Af 
为 0( 见 下 文 ). 取 
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Š 


à= Toi >0 
其 中 : alr) = (z. Zar to Za)" 
并 记 Er) 一 《zi Ziz "o ra)" 
作 Er, D = mr) 十 Mz(r)。9 e>0>0 一 (6.4.2. 23) 


则 对 充分 小 的 e, 总 可 有 主 (r, 0) € Na (r)) C R". 由 隐 函 数 定理 论述 
中 的 (6. 4. 2. 3) 式 


记 r, 0) = Cr (XƏ(r, 0)), z,(k(r, D), =, r. (Er, 005)" 
g,Cx(k(r, 0), r, D) = 0 j € (1,2,-2, r) —(6.4.2.24) 
将 (6.4.2.23) 式 代入 (6. 4.2.5) 式 ,有 
x(O) = z,(%(r, 0)) = rla Cr) Hzr) 0) i= 1,2,-, r 
aa ==, +z, 0 k=l, 2, =, mr 
—(6. 4. 2. 25) 


记 (6. 4. 2. 25) 式 得 到 的 函数 是 x(0). x(2) 就 是 交 曲 线 gil, 2, +, r} 的 函 
数 . 由 隐 和 函数 定理 ,x(9) 关 于 0 是 一 阶 可 微 的 , 且 显 然 有 x(0) = x°. 得 
dr _ Ç Ər, 


一 一 ze i= 1,2,-., r 


do ET Or 


— (6. 4. 2. 26) 


- = z, 人 一 1，2，…， 了 7 一 三 


记 Vg' rz)z 一 0 守 一 1,，2,，…,7 方 程 组 的 基础 解 系 矩阵 为 


+Y 1.2, sr i 
i =G}, (x) * G jo 
AG) = r+l,r+2, =, m —(6. 4. 2. 27) 


To- 


则 由 (6. 4. 2. 8) 式 及 (6. 4. 2.4) 式 ,有 
dx(0) 


Ee 一 ÀAA(x(0)) » z(r) —(6. 4. 2. 28) 
而 由 AORERE, Jy i z 的 分 量 间 应 有 以 下 关系 
z = Alx’) ° z(r) —(6. 4. 2. 29) 
所 以 可 知 当 z Z OGER z(r) 0 这 样 , 便 知 有 
9600 EAE T —(6. 4. 2. 30) 


dð 
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再 考虑 x(9) 的 二 阶 可 微 性 质 . 注意 到 以 上 的 一 阶 导 数 


dx(0) 
dô 


实质 是 指 的 由 (6. 4. 2. 25) 式 规定 的 x(6) 的 函数 形式 的 导数 ,从 而 仅 是 方向 向 量 
z 决定 的 方向 导数 . 由 多 元 函数 的 性 质 可 知 , 当 多 元 函数 f(x) 在 x° 点 处 可 微 , 则 
f(x) 在 x 点 处 沿 任 何方 向 上 的 方向 导数 均 存在 ,但 反之 未 必 . x*(6) 函 数 的 一 阶 
可 微 是 由 隐 函 数 定理 保证 的 , 故 以 上 (6. 4. 2. 26), (6. 4. 2. 28) Ë (6. 4. 2. 30) 式 
均 可 以 成 立 . 而 x (0) 3 + 0 的 二 阶 ( 方 向 ) 导 数 实际 应 是 指 以 下 极限 , 由 
(6. 4. 2. 28) 式 


d° x(0) 。 A(x(0+ A0)) — A(x(0)) 
= lim Àz 
dO’ ateo Ab 

注意 到 基础 解 系 和 矩阵 的 构造 ,仅仅 只 利用 了 Jacobi 矩阵 G(x° ) 中 存在 rXr 

MEA PIERE G, x, C) 的 条 件 ,而 这 一 条 件 总 是 成 立 的 ;其 次 ,基础 解 系 矩 阵 

A(x) 因 各 g,(x) 函数 在 x° 点 二 阶 可 微 所 以 A(x) 是 一 阶 可 微 的 ( 偏 ) 导 函数 

(x) 

26 CE 通过 四 则 运算 构造 出 来 的 代数 ( 逢 阵 ) 函 数 ,因此 ,这 一 代数 ( 逢 阵 ) 本 数 也 
必定 一 阶 可 导 . 故 极限 


ji ACx(0+ A0)) — A(x(0)) 


(r) (6.4.2.31) 


li = ACx(0)) —(6.4.2.32) 
ao Ab 
存在 ,所 以 x(9) 关 于 9 二 阶 可 导 (0 < 0 < e). 
.. l: a 
x(0) = irp = ACx(0)) » àz (r) —(6. 4. 2. 33) 


注意 ,这 里 的 4(x(6)) 仍 只 具有 方向 导数 的 意义 . 
由 于 x(9) 关 于 9 二 阶 可 导 , 故 可 以 利用 (6. 4. 2.26) 式 直接 给 出 x*(0) 的 表达 
ER. 


PLD K Fz I 
=> > Azat i= 1,2,--, r 
d0? = £ ILIE, 
: 
0 
a =o k=1, 2, ,mr 


— (6. 4. 2. 34) 
这 样 即 知 (6. 4. 2. 34) 式 中 含有 的 偏 导 数 在 xE Ns (x ) 邻 域 
Pz i=l, 2，…，7 


IL IL Ss k= l, 2, 0, m—r 
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是 存在 的 .这 些 二 阶 偏 导数 在 x — xe 时 的 取 值 是 二 阶 最 优 性 条 件 的 基础 数据 .为 
此 可 利用 对 (6. 4. 2. DORR 

CE an 
可 得 


偏 导数 来 得 到 这 些 偏 导数 的 表达 形式 . 由 此 


> > Ə°g,(x(x(r)), x(r)) Ərz,(x(r)) Ərz,(x(r)) 
= = LESTER Əzx,,, az 


z Ə2g;(x(x(r)), x(r)) Əx,(x(r)) < 9g;(xw(x(r)), x(r)) 3? r,(x(r)) 
+> ər xi Ta R ú 


H dz; EE PN 


+ > Ə°g,(x(x(r)), x(r)) B Ər,(x(r)) ŽE, x) 0 


S EREIN ər, EEEN 


了 一 1，2，…，r 


一 (6.4. 2.35) 
k,s=1, 2, =, m—r 


为 方便 解 出 (6. 4. 2. 35) 式 中 含有 的 (6. 4. 2. 34) 式 中 的 二 阶 偏 导数 ,规定 以 
下 缩写 符号 ,并 规定 (6. 4. 2. 35) 式 中 的 各 偏 导 数 均 在 x(r) = x (r) (BÑ x = x°) 
处 取 值 . 


Fg Fg g 
Inaz, Əx,əx, EZETA 
Gg g; °g, 


IX IX, Ər,Əx, Ər,əx, | = Vigi,, 


即 Vig!, 是 约束 函数 g,(x) 在 x = x° 点 处 的 Hessian 矩阵 的 前 r x r 阶 顺序 主子 
和 矩阵. 


ake ds 


(aen Ər,(x°(r)) Ae 


vg’ = ( og Fg . — g, ) 
DEAE AN CE ANCE CERNE 
ve e Pax (r)) Zaw) 
x, 一 . e. Oa 
kas BL, IE BLIE EE 
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s= (29, i y 2 
ef (ZE, TE, a, TE 


ar 3x, 

ve=( 2 Pe l e, ) 

' (Baar, arrarz Ərx,,,Ə=z, 
FFE i Vg. 


利用 以 上 缩写 符号 ,(6. 4. 2. 35) 式 可 写成 为 


a 
CVDT Vibe Vag + (VEDT Vag + (VgDT Vas + (Ve T Vr, q o 
xzrHigzri 


一 1 2 一 2， 


—(6. 4. 2. 36) 


以 上 方程 组 对 于 j= 二 l, 2, s r 可 写成 一 组 方程 . 并 继续 引进 以 下 缩写 符号 ， 


(Vig')™ 
as 
EO? | ve., 同样 可 以 有 Vi， ，-。 


ver 
并 注意 到 
Ve)" 
Za = G, (2°) 
ve 
则 对 于 ji = 1, 2, 0, r 所 有 (6. 4. 2. 36) 式 组 成 的 方程 组 中 ,可 解 出 


(Vx) Vs Val 
(Ve) Vg, We, 
(Vx)! Vgs, Ve, 

一 (6. 4.2.37) 


Vy =— Gr (x°) e (Vg + Vg, Ve + Va, We + 


s k=l, 2, =, m—r 
(6. 4. 2. 37) 式 中 的 Vxi 、Vx: 已 可 由 (6. 4. 2. 8) 式 给 出 ,所 以 ,(6.4. 2.37) 式 所 表 
示 的 是 Vx’, 即 (6. 4. 2. 34) 式 中 包含 的 那些 二 阶 偏 导数 仍 只 由 


2g, e 
az aziazi 
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偏 导数 经 四 则 运算 所 构造 ,其 存在 的 条 件 仍 然 仅 是 G... (x ) 和 矩阵 可 逆 . 这 一 点 
本 已 由 隐 范 数 定理 所 保证 . 

综合 以 上 的 分 析 ,可知 有 以 下 结论 : 对 于 下 标 子 序列 fi, is, ee i) CC 
I(x’), r= rank(G(x°)), ELE Vg; (x°) j= 1, 2, =, 线性 无 关 , 则 由 
隐 和 函数 定理 所 能 决定 的 交 曲 线 g{ii，i,，…，i,} 可 表示 成 x(9) 函数 ( 见 
(6. 4.2.25) 式 ), 且 x(0) 在 0€ [0, ej 区 间 上 二 阶 可 导 , 并 有 


x(0) = x° —(6. 4. 2. 25) 

gD 一 0 i€ is i s š) —(6. 4. 2. 24) 

及 < = r€ ZG) zz0 一 (6.4.2.30) 
显然 ,如 果 glis i "o i RER x(0) 函 数 还 使 得 在 oc [0, JEA 

g (x(0) =0 jE) lis is ets i} 一 (6.4.2.38) 


成 立 , 那 么 , 令 二 阶 约束 品 性 (A) 中 要 求 的 函数 a(0) = x(9), 即 知 此 时 便 有 x° 
点 处 前 述 的 二 阶 约束 品 性 (A) 成 立 . 

注意 到 (ORRE H glis is eeo i,) 交 曲线 决定 的 , 故 与 下 标 子 列 {i， 
is o 立 } 的 取 法 有 关 . 为 此 将 x(9) 写 成 为 x(9; is i e i). BARA I) 
的 元 素 个 数 为 v, 则 对 于 任 取 的 一 个 方向 向 量 z € 名 (x*),z 关 0, 取出 Tx) 的 
FERPA i i,，…，i,) 并 能 够 构造 出 交 曲线 glio io eeo i) RRR x(0; ú, 
irs o zi) 的 ( 子 列 的 ) 个 数 不 超 过 N 个 , 且 


rl(v—n)! 
因此 除非 有 = v 的 情形 ,(6. 4. 2. 24) 式 成 立即 等 价 于 g,(x(0)) = 0, i € 
IG) 条 件 成 立 ;在 7 二 v 时 对 于 M.Avriel 所 提出 的 二 阶 约束 品 性 (A) 中 的 条 
件 ,如 果 a(0) 函 数 本 意 上 是 指 的 x(90; i> i oo i,) 函 数 中 的 某 一 个 ,那么 ， 
(6. 4. 2. 38) 式 成 立 的 要 求 就 只 能 在 g,(x) 20, i € I(x") 约束 函数 在 x° 点 邻 域 
是 相关 的 才 可 能 满足 512 比如 说 对 于 x(9), 0 € [0, e], 总 有 不 全 为 0 的 实数 
(或 实 函数 )as 使 六 E IO) (o, i o i) A 


ga) = >)a * g.Gx(0)) iE {is i sis} 


成 立 . 除 此 而 外 ,不 能 设想 一 般 地 会 有 某 个 x(0; is is e i) 函数 使 


C1) 注意 对 于 g(x) > 0, i € a.) 约束 函数 族 ,其 梯度 向 量 组 Vg, (G°) 一 般 可 以 是 相关 的 . 但 [在 
&,(z) 是 非 线性 函数 时 ] 这 不 等 于 说 函数 族 g;(x(0)) 本 身 在 ge [0, e] 的 邻 域内 就 是 相关 的 . 
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(6. 4. 2. 38) 式 成 立 . 因此 这 一 形式 的 二 阶 约束 品 性 (A) 其 适用 范围 应 只 是 极 个 
别 的 情形 511 

不 妨 举例 以 进一步 地 说 明之 . 

例 6.4.2.2 利用 例 6. 4. 1. 2 的 结果 分 析 x° 点 邻 域 的 交 曲线 并 构造 x(0) 
函数 . 

BA ICG) = (1, 2, 3), rank(G(x°)) = 2. 

取 下 标 子 列 {1，2). Vg, (x°). Vg, (x° )#R1E23G 2. 由 


MEE m-D +z; + xi =1 
=> 
gao =0 [ri +mx =, 


由 此 可 得 参数 方程 表示 的 交 曲线 gt1，2} 函数 


Zi = r +9) 


x(s) = T 
= =+ (s- Le +25 +5)) 


G <1 


z 一 5 
fE x= x° Ab s= 1. Æ s€ [0,1] 区 间 x(s) 有 定义 . 故 在 x 的 邻 域 ,只 需 考 虑 
s € [0, 1] 即 可 .将 x(s) 代 入 gs(x) 方 程 得 到 
ga(x(s)) = s(s—1)<0 0<s<1 
故 可 知 x(s) 曲 线 仅 在 s = 1 AA xA) € X, s € (0,1), x(s) € X. Bl g(1, 


2} 曲 线 除 x 点 外 均 在 可 行 区 域 六 之 外 . 
取 下 标 子 列 {1，3), Vg, (x°), Vg, (RHEE. 由 


B(x) 一 0 [(z —1°'+=z +z =l 
> 
g (x) = 0 


Zi = x, 


为 方便 构造 x(9) 函 数 , 将 z, 看 成 是 参数 ,可 得 以 z, 为 参数 的 交 曲线 gil, 3)00 
函数 g(x; 1，3) 可 写成 


g(x; 1 "十 = zx =I) zeļ- 


T =T, 


L =] 
VE z. 
考虑 在 x 点 邻 域 , 则 应 取 g(x; 1，3) 的 形式 为 


C1) Kuhn- Tucker 原来 所 提出 的 一 阶 约束 品 性 ,是 要 求 对 于 任 一 zE Z' (x°) 与 X 中 的 一 条 可 微 弧 相 
切 . 这 显然 也 不 具有 几何 上 的 合理 性 . 见 下 文 . 


864 _ 3 akk 4E Ft 65 hdt #z fÉ 38 ;€ 5 = JJ 


h zaa 0 +I 


x 一 xm, 


已 知 zE Z (5) 有 


0 
e- fil tER 
0. 
的 形式 . 构造 
= = z +àz,0 = 下 (不 妨 取 2 二 D 
z 
则 z, =t+0 
得 


== a+ 20 
x(0) = x(0; 1, 3) = 42, = 0 (r< 
zs +a 上 +VI 二 255 
有 x(0) = x°, HH ORA g, (x)48 


g,(x(0)) 一 >0 并 显然 有 g1. (x(9)) = 0, 


故 x(b; 1, 3) fE x° WRA x0 1, 3) C X. 且 显 然 x(9) 关 于 9 二 阶 可 导 , 并 且 


dx(0) i 

S as w. 

# I ° 
0. 


取 下 标 子 列 {2, 3}, Vg,(x")、Vgs G ) 线 性 无 关 ,类 似 作法 可 得 g{2，3} 以 
Zs 为 参数 的 方程 是 


1 ， T d 
as z a C — 4z)? = +] 
EEN É +A)1) z€ | 一 王子 


Ta = m 


由 此 构造 出 的 x(0) 函数 形 如 
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== + 46051 
x(0) = x(0; 2, 3) = /zs = t0 (ee< 寺 ,9>0) 
z, 一 T+ 460515 
同样 有 x(0) = x, B. 
gi(x()) = #0'⁄220 g, .,(x(0)) = 0 
#k x(0) C X, 且 x(0) 关 于 0 二 阶 可 导 并 有 


dx(0) _ 
4 


àz Q=1) 


成 立 . 
这 里 的 交 曲线 gil, 3} 与 g{2，3} 的 图 形 就 是 图 6.4. 1. 1 上 的 f,. f, 曲线 . 
在 本 例 中 ,g{1, 2), gil, 3) 与 g{2,3) 就 是 约束 函数 在 
gi(x)=0 
时 在 x° 点 邻 域 能 形成 的 全 部 交 曲线 . 因此 ,二 阶 约束 品 性 (A) 中 的 那个 a(9) 函 
数 如 果 是 指 这 样 的 交 曲 线 ,那么 a(9) 只 能 取 为 x(0; 1，3) 或 x(9; 2，3) 中 的 一 
个 ;但 若 w(0) 不 是 指 这 样 的 交 曲 线 ,那么 它 又 是 什么 呢 ?511 
例 6.4.2.3 本 例 中 Vg,(x") 之 间 存 在 线性 相关 . 


z 


2 
min f(x) 一 一 |a, +2] — (zx +D — (z, + 1) 


g (x) =4—=z —z;— zi 2 0 
s.t. 4g) = zi — z: r 22 0 


g (xz) = 4 —/2z, — z, — zx, 22 0 


7 


£= W2 1 DT w= (Z, 1, 0) 是 符合 一 阶 最 优 性 条 件 的 Lagrange RF 
Ht. 是 局 部 极 小 值 点 . 


一 2V2 2V2 一 VZ 
Vg, (x°) = |— 2 Vga (x°) = |— 2 W) = | 一 
—2 e] ss 


C1 附带 指出 ,由 上 可 见 O RRRIS TFR i ARAS xE 21 O, 40 的 方向 向 量 
有 关 , 但 为 简化 符号 ,一 般 不 将 x(9) 写 成 为 x(g，z)。 
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rank(G(x°)) = 2, I(x°) = (1, 2, 3) for) = {1, 2} 
可 得 


0 ige Sg 
“oo :小 É -a serrer 
1 一 VZ 一 V2. 


0 
Ess l- 中 tE z} 
1 
以 下 构造 x(0) 函数 . 


取 下 标 子 列 {1，2}. Vg, (x")、Vg; (x ) 线 性 无 关 . 由 


和 A 
Z'a) = Z!) = 4z 


P. =0 (i++ = 
g(x)=0 [ri ==xz += 


可 得 交 曲线 g{1, 2} 的 函数 是 


(x; 1, 2) re =z 
g(x; 1, = A = 
写成 以 z, (GR z: ) 为 参数 的 方程 就 有 
z = 2 
gG l, D 一 1z =+/2 zt m € [— “2, V2] 
zy = x, 
在 x 点 邻 域 应 取 
z, = 2 
gG 1, D 一 ]z =/2— = 
z, = z; 


IR: € 儿 (x) #0 
za = z +àz,0 (不 妨 取 X== 1) 
得 za 一 1 十 10 
x(0) = x(0; 1, 2) 


$6 Kuhn-Tucker 条 件 解析 


= 一 YZ 
z [ER € [-1—(2, —1+(2J 
= iz = V2 0 4107 
= 2—(1+:0) b>0 
z; = 1+:0 


将 x(9) 代 人 g 

ga) = (2 一 (1 十 16)) 一 (2 一 (1 十 10)2) 
因为 

(2— A0 — (2 — (1+ 02) = 260222 0 
故 g(x(0)) 2 0 
所 以 , g{1, 2) CX, 且 x(0) = x° x(0) 二 阶 可 微 , 并 有 


dx(0) ? 
0 
w T K 


867 


取 下 标 序 列 {1，3). Vg(ze) 、Vgs(z) 线 性 相关 , 故 g, (x) = 0 bj g, (x) = 0 


在 x 点 处 相 切 , 形 不 成 交 曲线 . 
取 下 标 序 列 {2，3}, Vg (x”)、Vgs (x ) 线 性 无 关 . 由 
全 =0 == += 
一 
g(x) 一 0 [/2r +z, +z, = 4 
从 中 可 得 到 
2z = (4 — r, — z,)° 
从 而 有 
Ti —2zr,z, +2} +8z, 十 8z: 一 16 = 0 
这 是 一 个 抛物 线 方程 . 将 此 方程 写成 
(zs —z,)' +8(z, +r) —16 = 0 


再 作 变 换 
也 一 Te 一 To s= r,+r=, 
1 1 

得 z, = —Go+s) za 一 二 (一 也 十 9) 
2 2 

及 z Cusa 


157 
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故 知 在 x° 处 有 z, = /2=s = 2. 同时 亦 有 


由 此 可 得 以 s 


w +8s— 16 = 09w =+ 2 V72- s)? s<2 
为 参数 的 g{2，3} 的 方程 是 


PA 
z =a 
a) = 1z =+ /2G s) + z s<2 


z, =F V72 — 8)? + L 


代入 gi(x) > 0 的 条 件 , 经 化 简 后 得 


gi (x(s)) 一 一 (5 一 4 十 4 二 0->sE [2, 6] 


故 知 g, (x(s)) Z 0 AY s€ [2, 6] 与 x(s) 方 程 定义 域 * 往 2 仅 在 * = 2 相交 . 故 
x(5) 曲 线 仅 在 s = 2 BJ x = x° 处 与 X 可 行 区 域 相 切 ,在 :过 2 时 ,x(s) 曲 线 均 在 
X 可 行 区 域 之 外 . 

本 例 可 行 区 域 X FE x° 点 处 的 几何 图 形 如 图 6. 4. 2. 1 所 示 . 


图 6.4.2.1 中 的 曲线 z 即 为 
8g{1, 2) 交 曲线 . gl: 是 Vgr (x° )z = 0 
决定 的 平面 . ( 是 g&\.* 平 面 的 交 线 ,也 


REŽO, ŽORE h A t Éi 
所 构造 的 射线 . 如 图 中 从 x° 点 出 发 的 
在 如 直线 上 的 方向 向 量 zx、 一 z 均 是 


ŽE NÊ Cee)) 集 合 中 的 向 量 . 显然 z. 
一 z 方 向 向 量 同 时 也 就 是 g{1,2) 曲线 
上 的 2、 一 2 缴 的 切 向 量 . Z'(x') 线 性 化 
锥 是 gl 、&; 平面 按 法 方向 所 夹 成 的 杰 
图 6.4.2.1 柱 体 . u, u, 方向 向 量 是 Z'(x") 集 合 构 
造 中 * 参 向 量 前 的 矩阵 的 列 向 量 所 决 


定 的 . g,、g; 平面 也 可 以 看 成 w、u, 沿 /。 直线 平移 (及 延伸 ) 所 构造 出 来 的 . 


附带 说 明 
函数 ,如 取 r, 


,对 于 本 例 中 的 交 曲 线 g{2，3} 也 可 以 构造 出 x(9) 形 式 的 交 曲 线 
二 1 十 10, 有 


a, =V2(3—10—201— 110) 


xD 一 1z =—3 +10 +40 — t0)? G0<1,02>0 


z, = 1+!0 
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这 里 的 :是 指 z € Ža z— (0,—1, DT. 1E RR 的 参数 1. 也 可 以 验证 
g1(x(0)) 在 9 二 0 的 邻 域内 是 小 于 0 的 .但 验证 起 来 更 为 麻烦 . 


在 上 例 中 ,已 经 提 及 这 样 一 点 ,在 考虑 各 (x) 集合 中 的 方向 向 量 z,Zz 天 0 与 
可 行 区 域 X 的 可 微 弧 的 关系 时 ,应 当 将 二 阶 约束 品 性 (A) 中 的 a (0) 函数 理解 为 
某 个 g{i，i,，…，i,) 交 曲线 所 构造 出 来 的 函数 x(0) ,否则 (6) 函 数 的 意义 就 
是 模糊 不 清 的 . 而 如 果 将 a(0) 理 解 为 是 上 述 的 x(0; is io 9 i,) 函 数 ,那么 ， 
更 具 普遍 性 的 应 当 是 将 (6. 4. 2. 38) 式 放松 成 不 等 式 关系 , 即 为 


gD is is si) 0 j EI) {iy is s i) 
一 (6.4. 2. 39) 


注意 ,Kuhn - Tucker 原先 所 提出 的 约束 品 性 是 以 下 诸 条 件 OO; 

f E 和 要 求 任何 向 量 zE Z' (x) 与 X 中 的 一 可 微 弧 相 切 , 即 对 每 个 
z€ Z'(x'), FERR a, 它 的 定义 域 是 [0, e] C R 且 值 域 在 R” 中 ,并 有 
a0) =x, X} 0 < 0=< e, a(0 CX,a 在 9 二 0 点 处 可 微 ,以 及 对 某 个 正 数 X, 有 


da(0) 
一 
raka 


可 知 在 这 个 约束 品 性 中 ,要 求 检查 的 对 象 是 线性 化 锥 Z C ) 中 的 可 行 方向 
向 量 < 而 非 二 阶 约束 品 性 (A) 中 的 各 C(x") 中 的 z 向 量 , 其 次 ,这 个 约束 品 性 中 并 
没有 包含 对 于 a(0) 的 二 阶 可 微 的 要 求 . 

由 于 线性 化 锥 Z' (x ) 中 的 方向 向 量 包含 有 指向 可 行 区 域内 点 的 方向 向 量 
C g(x) > 0, i= 1, 2, =, k, z = x—x°, z€ Z (x°)), HOX EERE a(0) 
函数 是 具有 形式 上 的 随意 性 的 . 显然 在 后 来 的 理论 发 展 中 ,这 种 由 可 行 区 域内 点 
决定 的 方向 向 量 全 体 ( 并 取 闭 包 ) 在 x° 作为 局 部 极 小 值 点 判别 条 件 中 的 作用 ,被 
分 离 出 来 并 用 所 谓 一 阶 约 东 品 性 来 表示 . 这 样 ,在 原先 Kuhn - Tucker 所 提出 的 
约束 品 性 中 ,只 要 将 可 行 区 域 X 的 边界 上 的 点 x 在 趋 近 于 x" 时 所 能 决定 的 切 
方向 向 量 全体 在 局 部 极 小 值 点 判别 条 件 中 所 起 的 作用 另行 表示 成 ( 另 ) 一 个 约束 
品 性 ,就 涵盖 了 x? 点 作为 局 部 极 小 值 点 判别 条 件 所 需 考 虑 的 全 部 方向 上 的 几何 
性 状 . 这 样 的 划分 就 是 导致 提出 二 阶 约束 品 性 的 内 在 理由 . 


所 以 ,M.Avriel 在 二 阶 约束 品 性 (A) 条 件 中 ,用 和 (xe) 集 合 取代 了 K-T 


约束 品 性 中 的 Z'(x") 集 合 是 正确 的 . 因为 名 Cx) 集 合 中 的 方向 向 量 z (z 关 0) 均 
是 可 行 区 域 X 的 交 曲线 ( 即 边界 曲线 ) 在 x° 处 的 切 方向 向 量 . 其 次 , M，Avriel 
增加 了 aD) 函数 二 阶 可 微 的 条 件 , 这 也 是 正确 的 . 本 书 仅 在 此 基础 上 ,放松 了 二 


(1) 见 ( 非 线性 规划 ?上 册 , MAvriel, 第 42 页 . 


870 _ 实 对 称 矩 障 的 拟 特 征 值 理论 与 应 用 


阶 约束 品 性 (A) 中 原 有 的 (6. 4. 2. 38) 式 的 限制 ,并 提出 以 下 形式 的 二 阶 约束 品 
(I): 


EAX EX 处 ,对 于 每 个 z 隆 0, z € PAO 方向 向 量 与 包含 于 X 的 边界 


中 的 一 条 二 阶 可 微 弧 相 切 , 即 对 每 个 非 0 的 z € ZO), 存在 一 个 定义 在 [0， 
e] CR 上 , 值 域 在 R" 中 的 二 阶 可 微 函数 a(90), 使 a(0) = x RAT 0 < 0 < e, 
有 下 标 子 列 { 记 ,i,，…, i) ,使 


g(a) =0 i€ (i, iy, s i} CI) 
gi(@(0)) 20, j € IG) fis h> = š) 

JEP r = rank(GCx")), 以 及 某 个 正 数 ,使 
da(0) _ 


Er m 
在 这 个 二 阶 约束 品 性 (I 工 ) 中 ,由 以 上 的 分 析 可 见 , 存 在 某 个 下 标 子 列 (G, 
irs e i) CT(x"), 且 由 此 构造 的 x(0; i, i e, i,) C X, 那么 ,这 个 x(9) 就 


是 这 里 所 说 的 a(9). 
由 二 阶 约束 品 性 (了) 的 定义 可 知 ,车 z € X 处 二 阶 约束 品 性 ( 工 ) 成 立 ,就 
意味 着 在 x 点 处 至 少 存在 一 条 这 样 的 交 曲 线 gli i, s i) ,对 于 任 一 z 去 0， 


z€ ZG) 方向 向 量 ,都 可 由 z(a, io e, iR g(x; i io = i H 
出 x(0) 函 数 , 并 对 充分 小 的 s, 0 € [0, eJ, 有 
gD; is is s i) CX 


成 立 . 显然 g(x(0); is i，…，i,) 上 的 点 都 是 X WURR AR glio 
irs s i) EERE X 在 x” 邻 域 的 边界 曲线 之 一 . 

提示 以 下 一 点 也 有 必要 性 , 若 对 于 一 般 地 情形 , 即 有 一 组 非 线性 方程 组 
g(x)=0 i 二 1,2,…,k 且 x E€ R", 上 可 以 大 于 、 等 于 或 小 于 m, 要 对 这 一 组 
函数 g,;(x) 确 定 存在 什么 形式 的 交 曲线 , 当 应 先 判 定 此 方程 组 解 的 存在 性 . 这 将 
涉及 到 许多 复杂 问题 ,也 并 不 存在 能 够 解决 所 有 疑难 问题 的 已 有 的 解 的 存在 性 
定理 .但 在 非 线 性 规划 问题 里 ,由 于 已 设 定 了 在 局 部 极 小 值 点 x 处 有 g;(x") = 
0, iE I), ADRA gO) 二 0, i € 1(x*) 在 x 二 x 点 有 解 是 已 设 定 的 条 件 . 
所 以 不 用 再 考虑 解 的 存在 性 问题 . 

在 本 章 第 2 节 开 始 部 分 ,已 提出 了 非 线性 规划 局 部 极 小 值 点 x° 处 的 判别 条 
件 , 从 集合 的 意义 上 可 分 为 (b. 1): x° 是 Na(Cr) 邻 域 中 可 行 区 域内 点 集合 上 的 
极 小 值 点 ;以 及 (b. 2): x° 是 N, G° ) 邻 域 中 可 行 区 域 边界 点 集合 上 的 极 小 值 点 ， 
这 样 2 个 判别 条 件 ,在 下 一 节 中 将 会 看 到 ,这 2 个 判别 条 件 在 转化 成 代数 形式 的 
判别 式 时 ,对 于 可 行 区 域 X fE x° 点 邻 域 的 性 状 的 伴随 要 求 ,就 是 一 阶 约束 品 性 
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与 二 阶 约束 品 性 条 件 . 
86.4.3 和 妈 ( 必 ) 集 合 的 几何 意义 一 二 阶 约束 品 性 { ll) 
以 上 分 析 是 关于 各 (x") 集 合 的 ,以 下 考虑 集合 和 C(x) 中 的 方向 向 量 z，z Z 
0 的 几何 意义 . 这 里 首先 假设 Z G) 2 2a, 否则 ,不 用 考虑 分 (x") 集 合 . 
由 名 (xe) 集 合 的 构造 (6. 4.2.22) 式 , z € ZO), 有 
z=z +z rE cv), z€ z. (x°) 
设 决定 很 (x') 的 Lagrange RF o 中 正 数 分 量 w;>> 0 的 下 标 可 组 成 子 列 
(i iy es 1d<r. 由 (6.4.2.14) 式 ， 
z € ŽC Zis i es il) 
再 由 (6. 4. 2. 21) 式 及 名 GORA HEG. 4. 2. 21) 式 的 解 集合 ), 知 
me 2 GC Z (i i s ia} 
所 以 
Zo C Zt, ie ° ia} 
再 由 (6. 4. 2. 14) 式 的 定义 ,以 及 可 知 对 任 一 z 2 0, z € Zli, is =", i) 都 是 
Var (x¥)z=0 了 一 1，2，…，d 
方程 组 的 解 , 由 Lagrange RF w; 的 构造 ,YgT (x") 向 量 组 必 是 线性 无 关 的 . 所 
以 ,由 隐 函 数 定理 决定 的 交 曲 线 
glis ii 
存在 . Z (ii, i ets UEZ gli» is ts i.) fE x° 点 处 的 切 方向 向 量 全 体 
的 集合 ,而 2 (xe) 也 就 是 交 曲 线 glis is e 己 ) 的 切 方向 向 量 集合 的 一 个 子 集 
合 . 这 个 子 集合 ( 即 儿 (xm)) 就 是 如 (二 ,二 ，…， 纪 } 中 的 那些 同时 满足 
Vg œz >0 t=1, 2, m, v—d, z € Z {is i> =s i) 
Bj € (hs is = ia) 的 方向 向 量 z 全 体 . 由 于 上 式 的 解 空间 是 闭 锥 , 故 ， 
多 (we) 集 合 是 交 曲线 elis h, S i) É m— 4 维 切 空间 上 的 闭 锥 . < € 


Ža), z 关 0 方向 向 量 是 g{ii, i s is} 的 切 向 量 ,同时 ,这 样 的 z 又 是 X 中 
的 可 行 方 向 向 量 . 


872 3 x#: E F $ó ih tE 32 ;€ 5 = JJ 


交 曲 线 glis ho "U" ia) 的 构造 方法 类 似 于 以 上 所 说 的 交 曲 线 gt， 
ias es (或 5{(1，2，…，r). 故 在 适当 地 重 排 下 标 后 , 交 曲 线 glis i,，…， 
记 } 总 可 表示 为 交 曲线 g{1, 2, =, d}. 所 以 ,由 隐 范 数 定理 开始 的 关于 交 曲 线 g 
{1，2，…， 站 的 各 式 ,将 -参数 用 4 替换 ,全 部 都 适用 于 交 曲线 g{1，2，…，d)}. 


因此 ,可 以 针对 名 (x) 集 合 给 出 二 阶 约束 品 性 ( 卫 ) ， 

当 Zoe) = Da), fem x° € 和 处 ,对 于 每 个 zx 天 0, z € Ža) 方向 向 

量 与 X 的 边界 中 的 一 条 二 阶 可 微 弧 相 切 , 即 对 每 个 非 0 的 ze 名 (xm), 存在 一 

个 定义 在 [0, e] C R 上, 值 域 在 R" 中 的 二 阶 可 微 函 数 a(0) ,使 a(0) = x° , B 31 
于 0 <9 之 。, 对 下 标 子 序列 {十 ，…， 和} ,有 

es =0 i€ (i, iy. i} 


—(6.4.3.1) 
gia 220 jE) (i iy, eto i) 


其 中 (is is s i) 二 了 (wx?) 由 某 个 基 乘 子 向 量 wo' 决 定 ,并 且 , 存 在 某 个 正 数 
,使 


da(0) 
0 A 


注意 交 曲线 gi ja "o j.) 的 切 空间 是 m — r 维 线性 流 形 , 而 gli. 
ias to ia) 的 切 空间 则 是 m — d 维 线性 流 形 (d < r). 因此 , 当 d 一 > 时 , 若 (i, 
ias ets ia) C {jis jas o , 则 总 有 

giji» jes s j} C glis irs 1s ia} —(6. 4.3. 2) 
这 里 的 意思 即 是 交 曲 线 glj,, jas eto j HEJL Et tS 38 8 glis irs ts ig) 
重合 的 空间 曲线 . 如 果 说 将 g{， } 看 成 是 交 曲线 上 的 点 的 集合 ,那么 ,g {j,， 
Jas sj) 在 {位 { jas 1o j RIE glis i es i) 08 + 
集合 . 
推论 6.4.3.1 设立 EX 是 (P1) 规 划 的 局 部 极 小 值 点 ,@. 是 一 阶 最 优 条 件 
中 的 乘 子 矩 阵 , 取 D. 的 任 一 列 向 量 ( 基 乘 子 向 量 )w’, 按 其 正 数 分 量 o> 0 的 下 
标 组 成 的 子 列 (is is ts i). d< r, 可 作 交 曲线 gli» is e, ia) WIF 
一 下 标 子 列 (is > = ia) CIO.) 都 可 以 在 I(x?) 中 取 到 {ji jas o jra) F 
标 子 列 ,并 有 
Vei °), i € fis dzs sig} U {js jes 5 jra? 
向 量 组 是 线性 无 关 的 ,从 而 ,由 此 可 作 交 曲线 
区 全 


这 里 7 = rank(G(x°)). 
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由 外. 矩阵 中 列 向 量 o ' 的 构造 即 知 以 上 结论 , 即 每 个 列 向 量 w' 都 是 由 
Jacobi 矩阵 G(x ) 中 的 一 个 极 大 线性 无 关 向 量 组 Vgi (O), i= l, 2, s r 
k, EI), 并 满足 


Vf) = Do Mg, O) o 20 
= ° a: H 


w, t=k,k,,.…,k 
0 t= 其 他 
人 人 i) U {jis jes o jra? 


条 伯 所 决定 .中 的 分 量 wi = | “… 从 而 总 有 ， 


成 立 . 

类 似 于 二 阶 约束 品 性 ( 工 ) 的 意义 , 当 二 阶 约 束 品 性 (下 ) 成 立时 ,就 意味 着 在 
X 点 处 ,存在 有 下 标 集合 fxe) 决 定 的 这 样 的 一 条 交 曲 线 gf io es ih ,对 
于 任 一 = 天 0， ze ZG) 方向 向 量 ,都 可 由 glio io =o ER O i» 
ia，…，i) 构 造 出 x(9) 函数 ,并 对 充分 小 的 e, OECO, e], 有 

gO is is s u) C X 

成 立 . g(x(0); is izo s is), 对 所 有 z € Ža 显然 也 就 是 X 可 行 区 域 在 x" 
邻 域 的 边界 曲线 ( 族 ). 

注意 乡 (xe) 与 名 (xe) 之 间 的 区 别 , 即 对 于 任 一 非 0 向量 z, z € ZO), 在 
gi4(x)，iE 了 T(x") 函数 组 中 ,可 以 构造 出 不 止 一 条 交 曲 线 gf io s i) LR 
(不 止 一 个 的 )x(0; is irs eeo iD RR RE x(9) 函数 表 示 的 曲线 全 部 过 x 点 ， 
B fE x° 点 的 切 向 量 全 部 与 z 方 向 向 量 重合 ;但 对 于 任 一 非 0 向 量 z, z € 
DAD € loe) 的 下 标 子 列 所 决定 的 交 曲线 glis is e i) WEAH 
一 个 下 标 子 列 人 ,i,，…， i 一 旦 给 定 就 只 对 应 于 唯一 一 条 交 曲 线 g {i,， 
ias o i) ,或 者 说 ,在 x 的 一 个 邻 域内 ,由 于 Jacobi 矩阵 

is es a R 
G (x°) 
1, 2, =, m 
的 秩 即 为 d, 故 由 隐 函 数 定理 所 能 决定 的 g(x; is io eto zi) 函数 
x, = x,(X(d)) i=],2,.…,d 
| ` —(6. 4. 3. 3) 
ra = Z k=l, 2, =, md 

EEE 


(1) 参见 (科学 计算 导论 )( 第 2 版 ),Michael T，Heath, 张 威 等 译 ,清华 大 学 出 版 社 ,2005 年 ,第 190 页 
的 有 关 论述 . 
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如 果 基 乘 子 向 量 @' 所 决定 的 下 标 子 序列 {i,，i,，*…， is) O E R HEE 
6.4.3.1 中 所 指 的 下 标 序列 


人 
ERAS EAH {is is y ia) RE RZ R 
x= g(x(0); is i ,i CX 0€ [0,el 
但 是 另 一 方面 交 曲 线 
x= g(x); i ia jis jas s jea) CX OECO, E] 


不 一 定 总 是 成 立 的 . 因为 这 样 的 交 曲线 可 能 除 96= 0 点 之 外 均 位 于 X 区 域 的 
外 部 . 

如 果 基 乘 子 向 量 o kE FERFI o i ，…，i)} 所 拓展 成 推论 6. 4. 3. 1 
中 所 指 的 下 标 序 列 


(i dzs e U {jis jes o jeah 


以 及 由 此 构造 出 来 的 交 曲 线 (在 名 Cx) 一 (0} 非 空 时 )， 
x= g(x(0); irs irs ts ias ji» jars j=) CX OE€ [0,e] 
时 , 记 
人 
并 称 交 曲线 
EN 


Æ glis irs es za} 交 曲线 在 X 可 行 区 域 中 6~~0 时 的 边界 曲线 . 
若 交 点 处 二 阶 约束 品 性 (TI 、I ) 成 立 , 则 对 于 任 一 基 乘 子 向 量 wm' 所 决定 的 


下 标 集合 fox) 以 及 对 fxe) 所 决定 的 交 曲 线 gCz; is is s i) WIA 
zx 天 0，z € HIES 所 构造 的 x(6) ,以 及 
x= g(x(0); is i> ts i4) 0 € [o, e] 


都 存在 有 以 上 所 指 的 交 曲线 gli,, is i {is i to i) C {is in o 
i), Æg; is iss ets ia) 在 XX 区 域 中 0->0 时 的 边界 曲线 . 


A A 
关于 这 一 结论 ,可 以 由 Z'(x ) 的 构造 即 知 . 因为 (6. 4. 2. 22) 式 , z € Z'a), 
zr=z+z Er) tež æ) 


BR: = z € 205 二 名 Com) ,所 以 ,由 二 阶 约束 品 性 ( 工 、[) 的 定义 即 知 对 
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于 任 一 z = z 这 样 的 方向 向 量 , 都 可 (至 少 ) 决 定 一 条 交 曲 线 gilio i ，…， i,}， 
且 有 相应 的 x(0; is izo eo i,) 存 在 使 
x(0; is is ,i)CX Oeo, e] 


成 立 , 且 (is bs e u) G {hs is et ih Rgl, is 5 i WE ga 
irs iz» ts i) fE X KIR 0—0 时 的 边界 曲线 . 


例 6.4.3.1 对 于 例 6.4.1.2 中 的 分 (x") 集 合 构造 x(0) 函数 . 
由 例 6.4.1.2 的 结果 ,了 x?) = (1), 


fE z € PIES z 0>, v RRA o 


v 
tol 
0 


z= 


m loe = (1) 及 g, 1) 函数 的 构造 ,可 知 应 由 


gw 一 0 一 (zi 一 1) 十 好 十 了 一 1 


解 出 g(x，1) 函数. 现在 由 于 x = (1, 0, 1)" 


0 
Vg, (x?) = | | 
一 2 


VgiGn ) 分 量 中 的 


本 
由 隐 函 数 定理 的 要 求 , 即 知 
二 
ga, 1) = 4z = XZ, 


z, =+/l-—(Z -D — Z 1>G —-1 +S 
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注意 在 x 点 邻 域 应 有 z, > 0, 故 可 取 
z=% 
g(x, D = 4z; = X, 


r =/1— (Z, — 1 — g 


再 令 
Ži = Ts 十 Xz1.20 (不 妨 取 X= 1) 
得 
x, = 1-0 
£, = G+ 0 
故 得 到 
zi = 1+ 0 
x(0) = x(0; 1) = = = (t +)0 | ， 
=Q DE ¿2 
xz, = (1— G + +o)’ "< = 
由 d= aH 
即 知 


gi(x(0)) > 0 
g(x(0))>0 


均 成 立 . 故 x(9) C X. 且 显然 有 


x(0) = x° 
dx( ~ 
0) 
= = [> 
0 


且 x(0) 关 于 0 二 阶 可 导 . 并 可 知 ,x(0) — x(0, z, o) 由 4，v 的 全 部 可 行 取 法 其 实 
涵盖 了 一 个 曲面 片 . 

最 后 ,由 续 例 6. 4. 2. 2 的 结果 ,在 X 可 行 区 域 上 的 x° 点 处 ,有 3 条 交 曲 线 ， 
它们 在 x€ Nx), x Z x° Bf 


gil) EX g0,3 C X g2 3 C X 
由 以 上 关于 g(x, 1) 的 边界 曲线 的 定义 , (1) C (1, 3}, 故 gil, 3} 就 是 g(x, 1) 
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在 X 区 域 中 0-~0 时 的 边界 曲线 . 且 显 然 地 , 当 令 v= 二 0, 0— 0 这 里 的 x(0; DA 
数 与 例 6. 4. 2. 2 中 的 x(0; 1，3) 函 数 就 趋 于 一 致 . B fE > = 0, 0 = 0 处 


dx(0; 1) _ dx(9; 1, 3) Di xt 
0 Pr) z z€ Z) 


在 几何 上 ,可 见 图 6.4.1.1,g, 是 g, (x) = O fE x° 处 的 切 平面 .任何 < € 
Ža), z o Rh g, 平面 上 的 方向 向 量 a° 与 /, 直线 上 的 方向 向 量 1* (或 
万 ) 的 矢量 和 构造 出 来 的 ( 即 (6.4. 2. 22) 式 ). 显然 ,每 一 个 这 样 的 zx E ZC), 
z 0 都 能 决定 g1(x) = 0 上 的 一 条 曲线 . 这 样 g,(x) = 0( 即 球面 ) 上 的 曲线 就 
是 这 里 所 说 的 x(0; D 函数 对 应 的 曲线 .而 由 z € ZO) zx 天 0 决定 的 方向 向 
量 就 是 4, 直线 上 的 ++ 、 这 样 的 方向 向 量 . 由、 方向 向 量 所 能 决定 的 且 在 
x° 的 一 个 邻 域内 属于 可 行 区域 的 交 曲线 只 有 g{1，3} 与 a{2，3} 即 图 中 的 fi. 
f, 所 示 的 曲线 . 显然 ,其 中 只 有 g, 3} 交 曲线 才 是 gj (x) 二 0 与 g, G) 二 0 过 
x 点 交 成 的 曲线 ,由 x(0; 1) 的 几何 意义 即 知 ,g{1, 3} 即 f, MERRTE 0—0, H. 
a= r GR r) E Zo cC 2 O) 时 的 边界 曲线 . 

指出 以 上 论述 中 的 这 一 点 不 无 神 益 , 即 以 上 分 析 中 所 指称 的 glis io eo, 


记 } 的 边界 曲线 都 是 指 在 0— 0 极限 条 件 下 的 边界 曲线 . 一 般 地 , 当 x) 天 


ŽP) 时 ,在 0E (0, ] 半 开 区 间 里 ,0->0 时 的 边界 曲线 zl, is r i)i 
irs ees u} C (is is 0s D RE gli is，…，,is} 曲 线 族 的 边界 , 仍 可 以 用 本 
例 予 以 说 明 . 

以 上 已 指出 ,在 0->0, 令 v= 0, 可 知 x(9; 1) — x0; 1, 3) 曲线 .但 在 0 二 0 
时 , 令 v=0, 有 


et z= a+ 二 38) 

x(0; 1) = 17zz = t0 x(0; 1, 3) = 41, = 10 
z= 0- ent n = LHI 

2 


这 2 个 函数 代表 的 曲线 是 不 同 的 .在 uv — 0 时 的 x(9; 1) 代 表 的 曲线 显然 是 图 
6.4.1.1 中 的 过 x* 点 的 直线 1, fE g G) = 0 球面 上 的 投影 决定 的 那 条 弧 线 而 不 
是 x(0; 1，3) 所 表示 的 f, 曲线 . 


然而 ,由 此 即 知 , 当 名 (xm) = 2' O) 时 ,势必 要 有 在 9E [0, eJ 闭 区 间 上 ， 


glis is，"…，is} 曲 线 与 其 在 区 域 中 的 边界 曲线 g i i,，…, i,} 是 重合 的 
曲线 . 
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再 给 出 Z aO Z Ža HŽ G) = (0) 的 由 z € ZC 构造 出 x(0) 的 
例子 . 
例 6.4.3.2 由 例 6.4.1.1, 知 那里 的 x = (1, 1，1)7 
Z'(x') = (0) 


A 
Z'O) -4 I h} ,| 
4 


四 = (1,07, 和 oo) = {1,2} IG) = {1, 2, 3} 


并 且 , 那 里 的 Ver (x )、Vg? (x ) 向 量 线性 无 关 . 


: 
Pos (a-3) + 人 到) -+ 
=> 
g(x) = 0 (a-t) tait (a-t) 3 
两 式 相 减 得 z, = 2z —1 
代入 g(x) = 0, 得 


5zi — llr, +5+ z; = 0 


Vg; (x°) 32 1 
[ye]-[ t: UZ 2] 
中 任 两 列 向 量 组 成 的 子 矩 阵 均 可 逆 , 故 可 任 选 xz, ;. ;为 参数 构造 g(x; 1, 2) 


数 . 但 为 方便 可 构造 以 r, = Z, 为 参数 的 g(x; 1，2) 函数. 由 上 式 得 
ll+/21—20 5 
0 


1 


的 关系 . B. Jacobi 矩阵 


Hit x 处 ,rs = Sr, = 1 可 知 应 取 
_ 11—V21— 205; 


10 


r u 21 
gGx 1, 2) = 4x, = 3: zel jz, Z] 
6— /21— 20 Z 


5 


x, 


Ta 一 
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作 X, = r, +z,0 (不 妨 取 X= 1) 
即 x, = 1+ 0 h>0 0>0 
得 x(9) 形 式 的 函数 
a = LV21— 20(1 + hb) 
x(0) = x(0; 1, 2) = 4x, 一 1 十 10 T 三 0 三 0 


y 


_ 6 —/21 -200 +° 
5 


显然 有 


v21 1 
gD = 0, gz)=0 — —_ 


>0>0 
将 x(0) 代 人 g. (x) ,得 
g (x(0)) = 证 (07 一 1048) — 7V21—20(1 + 0): ) 
且 由 于 
(7 — 1000): — (7 /21 — 20(1 + h)? ): = 1080h20: + 1 82010 > 0 
故 知 


/a 
30 


一 1 


g (x(0)) > 0 ->0>0 


S 
即 x(0) C X. 并 显然 有 x(0) = x ,x(0) 关 于 0 二 阶 可 导 , 且 


2 
一 和 z 
4 


图 6.4. 3. 1 给 出 了 本 例 x° 点 处 的 几何 性 状 . 
图 中 的 曲线 g 即 为 X 可 行 区 域 中 过 x 的 
交 曲 线 g(x; 1, 2). X KIRE l 点 处 的 线性 化 
# Z'(x ) 是 由 图 中 的 go g+ gs 平面 围 成 的 顶 
点 在 x° 处 的 闭 锥 . gj， 是 Verse)z 一 0 


决定 的 平面 . TZ (x ) 集 合 为 {0) ,表示 名 (x) 


dx(0) _ 
d 
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集合 就 是 x 点 , Ce) 集合 由 
Vgi (xo )z = 0 
Vel (x )z=0 
Vg G° )z > 0 
方程 组 决定 . 由 不 等 式 方程 组 的 解 的 构造 ,这 个 方程 组 的 解 显然 就 是 Jacobi 矩阵 
GGr ) 的 道 矩 阵 的 第 3 列 向 量 =” 为 方向 向 量 决定 的 从 x° 出 发 的 射线 ,如 图 中 的 
Eis g 平面 的 交 线 L, 上 的 向 量 z. 
可 将 本 例 的 图 6. 4. 3. 1 与 例 6. 4. 2. 3 中 的 图 6. 4. 2. 1 相 比较 . 在 例 6. 4. 2. 3 
中 ,与 本 例 不 同 , 有 会 (x7) = Ža) (0), 88 6.4. 2, 1 中 加 (xe) 中 存在 着 与 
交 曲 线 g Æx 点 的 切线 1, 相 重 合 , 但 方向 相反 的 向 量 z. —z 且 可 相应 地 决定 
交 曲线 g 上 的 有 向 曲线 、 一 z. 而 在 本 例 中 ,只 存 有 与 4 重合 的 单 向 的 方向 向 
量 z, 且 也 只 能 决定 交 曲 线 上 单 向 的 曲线 z. 
这 里 区 别 就 是 表示 上 文 所 言及 的 , 当 Zoe) = ZO), ZOA J - 
个 交 曲 线 glis iss eo i,) 的 切 空间 上 的 闭 锥 . 在 本 例 中 ,这 个 交 曲 线 上 的 切 空 
间 的 闭 锥 ,就 是 g, 、g; 的 交 直 线 l.l, 就 是 交 曲线 g (E x° 点 处 的 切线 上 的 闭 锥 
( 半 直 线 射线 ). 
例 6.4.3.3 约束 函数 关于 ORHAN. 
对 例 6. 1. 1 的 规划 问题 构造 x(0) 函 数 . 由 那里 的 结果 , T(x*) = (1, 2, 3). 
基 乘 子 向 量 有 2 个 ,分 别 对 应 了 (x?) = (1) Ma = (2, 3). rank(G(x")) = 2, 
H. G(x") 的 任意 2 个 行 向 量 均线 性 无 关 . 


Zon) = 各 Ce) = {z| z= (0,0, 1)t t€ R) 
m == (2, 2, 35" 
g (x) = 8—x=i— xz; 2 0 
g(x) = 10 — 4z, — z, 2 0 
g(x) = 8— x, — 37, 2 0 
易 知 任 取 gi. 2. COPY 2 个 约束 函数 ,由 


E = 0 


ij=1,2,3 
gws "J 


决定 的 交 曲线 (在 x° 点 邻 域 ) ,都 只 有 以 下 形式 


KOS] j | ae _ o0<_-___ 


KK ÉF:EV,E,NLIOIÇ YUHLL%LEAUoyCn qaB K C Cq <—cvL |] a = a. CD D a ]—Ii CJ U I a a aÉ —.21s]), —'IIun] ,1 Ü = ——a 2 a š 

— ,,ho`ísí+b<<-+ü—< saÜ<.+ss+ƏS.<.,S,! — — sP SSƏWH  — .—--W 
——r rr c Aaa aaasassrbs 
一 一 -一 
一 
RE 
=== == === === l====——  l===——— 


gx ij =i =2 i,j=1,2,3 


故 取 z € ZG), z 0 
Z, = zi +=0=3440 (0 020 


r = 2 
得 x(0) 一 1z = 2 
z, = 3+!0 


Bg(x(0)=0 i=l, 2,3 RY. 
此 例 g;(x(9)) 是 相关 的 ( 且 是 线性 相关 的 ). 


易 知 对 E Ža), aA 0, 所 构造 出 的 x(9) 仍 同 以 上 形式 如 取 了 x?) = 


(1) 为 例 . 由 
g (x) = 0>7r +zi+0. r=8 
可 解 出 z, =+ (8 — 3 
fE x° 点 邻 域 应 取 
z = (8—32* 
g(x, 1) = 4, = Z, 
z == Z; 
则 
x, = z + x 0 = 2 
Z, = z + x,0 = 3+ 0 
即 得 


z = 2 
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先 应 指出 ,二 阶 约 束 品 性 (A) 或 ( 工 、 开 ) 均 隐 含 一 阶 约束 品 性 成 立 为 前 提 ， 
否则 , 当 2Q Ce) 关 SCX, 只 ) 时 ,Zn) 中 将 含有 一 部 分 方向 向 量 z, 这 些 z 不 与 
可 行 区 域 X 的 任 一 条 可 微 弧 相 切 . 故 因 名 (xm) C ZECx?)， 所 以 ,名 (xz) 中 也 可 
能 含有 这 样 的 方向 向 量 z, 此 时 就 无 法 谈论 二 阶 约束 品 性 (A) 或 (I ) 成 立 与 否 的 
问题 . 且 因 为 Z xz ) Z SCX, x°) 时 ,符合 一 阶 最 优 性 条 件 的 Lagrange RTE 


可 能 是 不 存在 的 , 故 名 Cx") 集 合 也 就 因此 无 法 确定 ,从 而 ,二 阶 约束 品 性 (IJ 可 
能 也 是 无 法 言及 的 . 

但 若 反 过 来 考虑 一 下 , 即 若 一 阶 约 束 品 性 成 立 是 否 一 定 就 能 有 二 阶 约束 品 
性 成 立 呢 ? 对 于 二 阶 约束 品 性 (A), 易 知 这 是 不 一 定 的 . 而 对 于 二 阶 约束 品 性 
( 工 、 卫 ) 来 讲 , 似 乎 可 以 狂想 当 一 阶 约束 品 性 成 立时 二 阶 约 束 品 性 ( 工 、[ ) 总 是 
成 立 的 . 因为 已 设 & (xz) 在 x° 点 处 二 阶 可 微 ,并 已 设 x 是 XX 的 边界 点 , 帮 x 一 
定 是 至 少 一 组 以 下 形式 方程 组 的 (一 个 ) 解 

[e 一 0 t=1,2, =, d 
le, G) >0 s=1, 2, =, vd 


Jt 1 < d < v. 而 以 x 点 为 特 解 的 这 样 形式 的 全 部 方程 组 在 x° 邻 域内 的 解 
(曲线 ) 应 该 就 已 包含 了 二 阶 约 东 品 性 ( 工 、 开 ) 条 件 所 要 求 的 x(6) 曲 线 , 但 要 证 
明 这 个 猜想 又 要 涉及 更 广泛 的 一 些 问题 . 故 对 于 非 线性 规划 (特别 就 其 应 用 而 
言 ), 以 二 阶 约束 品 性 ( 工 、 了 ?的 成 立 为 条 件 以 避 开 对 以 上 猜想 的 直接 证 明 是 可 
行 的 ,也 是 明智 的 方法 . 

由 以 上 可 见 , 由 二 阶 约束 品 性 (A) 成 立 一 二 阶 约束 条 件 ( 工 ) 成 立 , 反 之 未 
必 . 故 二 阶 约束 品 性 ( 工 ) 的 要 求 要 弱 于 二 阶 约束 品 性 (A) ,而 二 阶 约束 品 性 
(时) 一 一 似乎 一 一 原先 是 没有 的 ,但 在 下 一 节 的 分 析 中 将 说 明 二 阶 约 东 品 性 


(ID 存在 的 理由 与 二 阶 约束 品 性 CI) 其 实 是 类 似 的 ,并 且 由 于 a C 


ZO, 所 以 ,二 阶 约束 蝇 性 (了 ;成立 一 二 阶 约束 品 性 ( 工 ) 成 立 . 

在 分 析 一 阶 约束 品 性 时 已 指出 若 Vg, O”), i € ICG) 是 线性 独立 的 , 则 一 阶 
约束 品 性 成 立 . 由 本 节 的 分 析 易 知 , 此 时 二 阶 约束 品 性 ( 工 )( 以 及 一 阶 约束 品 性 
《A)) 也 成 立 513 这 由 隐 函 数 定理 可 直接 导出 这 一 结果 . 

在 本 章 第 2 节 分 析 基 乘 子 向 量 时 , 曾 指出 , 基 乘 子 向 量 应 满足 二 阶 约束 品 性 


(LU ) 的 要 求 . 这 里 可 以 更 具体 地 说 明 这 一 点 . 首先 可 以 理解 ,2 (x ) 集 合 是 与 乘 


51] 再 次 提示 ,由 核 规划 的 作法 ,含有 等 式 约 东 条 件 h(x) = 0 的 规划 总 可 以 转化 为 只 含有 h(x) > 
0( 或 一 h(x) 2 0) 的 不 等 式 约束 规划 . 故 这 里 的 Vg, (x°) 是 线性 独立 的 , 隐 含 了 Vei(x°) 及 Vhj (O°) 
是 线性 独立 的 . 
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子 向 量 o 的 选择 有 关 的 . 不 同 的 (但 均 符 合 一 阶 必要 条 件 的) 乘 子 ® 将 构造 出 不 
RÊ (xe) 集 合 .这 些 不 同 的 名 (xs) 并 不 一定 都 能 使 一 阶 约束 品 性 (也 成立. IN 
此 , 若 有 某 个 乘 子 向 量 m@,，@ 符合 一 阶 必要 条 件 , 且 四 的 正 数 分 量 下 标 子 列 所 对 
应 的 W(x*) 向 量 组 线性 无 关 , 但 @ 乘 子 不 满足 二 阶 约束 品 性 ( 卫 ) 的 要 求 , 则 o 
仍 不 能 确立 为 基 乘 子 向 量 . 这 可 由 以 下 示例 具体 说 明 . 
例 6.4.3.4 
min f(x) =— z — (xz, —a)° 
7 pE 一 一 hz; + =, > 0 


g. (x) = ê — z! — (z, — c)° > 0 


a, b,c>0 


给 出 x = (0, 0) 7 成 为 局 部 极 小 值 点 的 条 件 513 x° 点 处 一 阶 必要 条 件 可 表示 为 


ab SS 
az 
aL 
SD So sa 2co, = 0 一 ww + 2cw, = 2a 
Iz, 
H 
2(w 一 1) 0 
VL’, œ) = [ : ] 
0 2(o: 一 1) 
显然 应 要 求 成 立 o, 2 1. 
从 
£ + 2co, = 2a 
ws ws 0 
中 解 出 w, 有 


Ri 
° 
I 
— 
SN 
° 
ie 
II 
一 一 二 
Is © 
和 


这 里 已 经 可 知 o° 在 a > “时 是 满足 YL (z，@w?) 半 正定 的 乘 子 . 再 由 


w= [2] Ve -= [°] Vi oa» = [2] 
ad ROS EUEN ER ge 


C1 参见 本 章 例 6. 2. 1. 3. 
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得 知 ,不 论 取 o, o 乘 子 ,都 有 


A A 
Zoe) = 名 Co) = Ë: 


[J re] 


HA BRO, ot 的 正 数 分 量 各 只 有 1 个 , 故 其 正 数 分 量 所 对 应 的 Vg,(z) 总 是 
线性 无 关 的 . 
但 现在 考察 O, o 是 否 满足 二 阶 约 束 品 性 (IT ) 的 要 求 . 
对 于 @' RF HF = 2a > 0 w = 0, 故 应 考察 
g (x) 一 0 


决定 的 在 邻 域内 的 ( 交 ) 曲 线 x(9; 1) 是 否 全 部 属于 可 行 区 域 X. R fE x° 点 


一 1 天 0, 故 可 得 z, = la), RE, 


zi = a,0 
x(0; 1) = 
x, = bla, 0)’ 


其 中 m B RE a € 2 G) 向 量 的 第 1 分 量 , 故 
a 一 上 € R 


再 由 
g. (x(0; 1)) = c — 10)? — U0 — c)° 
=— P0 (1 + bt 0'— 2bct0) 

当 取 +t 二 0 对 任 一 90>0 都 有 g(x(0; 1)) 一 0; E> 0 JA? 0 <0<— 
让 也 都 有 g*(x(0; 1)) < 0. 所 以 ,不 论 取 多 小 的 正 数 $ > 0, 都 不 可 能 有 x0; 
DCN) N X. 由 此 即 知 ,在 取 @' H Lagrange 乘 子 时 ,x 点 处 将 不 满足 二 
阶 约束 品 性 ( 下) 的 要 求 ,所 以 ,w' 不 能 成 立 为 基 乘 子 向 量 . 


对 于 ww? 乘 子 , 由 于 wi 一 0， a = £ > 0, 故 应 考 虚 
g(x) = 0 
决定 的 在 = 邻 域内 的 ( 交 ) 昌 线 x0; 2) 是 否 属于 可 行 区 域 X. 且 因 EC? _ 


A 
2c = 0, 据 此 有 


z = t0 " 
x(0; 2) = ' cig- 
z, =+ (2 — P0)? 十 < lel 


考虑 x(0; 2) 属 于 x 点 邻 域 , 故 应 在 x(0; 2) 中 取 
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r =c— (ê — t0)? 
同时 
gi(x(0; 2)) =— bt30 + e— (ce — 025 
且 由 


(e= bit: 一 (( — 0222 = PO 一 20ct0 十 1) 


故 知 ,对 于 +<0 则 &ix(0; 2)) >o 0€ fo, ra] 


而 对 于 4 之 0 则 gi(x(0; 2) >0 9 € [> min(F, z) 


FE WRS > 0, 总 可 在 6E [0, ó] A 


1 
0 ° ô< min(—, 
BG 2) C Nx) NX 0 <min[;— sS ra) 


由 此 即 知 , 在 取 w 为 Lagrange 基 乘 子 向 量 时 ,x ”点 处 就 满足 二 阶 约束 品 性 
〈I) 的 要 求 ,并 由 以 上 分 析 可 知 ,在 a > c 时 ,x 是 局 部 极 小 值 点 (同时 也 是 全 局 
极 小 值 点 ). 由 此 可 知 , 本 例 中 ,存在 核 规划 


min f(x) =— rí — (z, — a)° i 


Si Ge a>c>0 
te ga) = d — zi — lae >0 


且 核 规划 的 极 小 值 点 就 是 原 规划 的 极 小 值 点 (因为 和 (xm) = ZO. 


§6.5 Kuhn -Tucker 条件 解 析 


$6.5.1 局 部 极 小 值 点 处 的 几何 最 优 性 条 件 及 其 描述 


仍然 在 (P1) 形 式 的 规划 问题 中 ,并 设 待 检验 的 局 部 极 小 值 点 x € 3X 即 是 
X 的 边界 点 ,X 总 是 可 行 区 域 . 以 下 用 = 表示 (P1) 规 划 中 的 目标 函数 值 . 


z= f(x) x€ DC R" 


请 注意 符号 = 与 方向 向 量 z 符号 的 区 别 . 
利用 目标 函数 构造 


Xj) = (x | fix) > f°) x€ DC R”) 一 (6.5.1.1) 


886 _ 3 2 #k E Ft t 42 3 #= (É R € 5 > B) 


X; (x" ) 是 使 目标 函数 值 f(x) > f(x ) 的 x 的 集合 . XI (x ) 是 /(，) 原 像 域 中 
的 一 个 子 集 . 由 X7 (x ) 的 定义 即 知 ,车 x° 是 X 的 一 个 局 部 极 小 值 点 , 则 其 充 要 
条 件 显然 可 直接 表示 成 : 

存在 正 实数 9 > 0 并 使 


# (c): (N, (°) ñ X) C X;(x°) 一 (6. 5. 1. DE 


这 里 的 条 件 (e) 是 与 S 6. 1 节 中 的 条 件 (b. 1) 、(b. 2) 等 价 的 . 
规定 xE R", z € R 组 成 R" 空间 


R® =ò", D |x ER zeEeR) 
HV, 表示 /(x) 的 值 域 
V/={z|z=/(x) x€ DC R") 一 (6.5.1.3) 
IHE— z E Vj ERE 
U, = ((x!, z) | z = f(x), x€ DC R") -(6.5.1.4) 


U, BJ R"*' 空间 上 的 一 个 曲面 , 称 其 为 目标 函数 曲面 . 
任 取 xz € Vj, 有 x ED, 使 


z = f(x) 
则 
= fœ 
£ r 一 (6.5.1.5) 
z = x 


方程 组 的 几何 意义 是 在 R” ”空间 中 由 目标 函数 z = f(x) 决定 的 曲面 U, 上 ,用 
z = x, (水 平 ) 平 面 所 截 出 的 一 个 曲线 511 将 这 个 U, 曲面 被 x = =, 平面 所 截 出 
的 曲线 投影 到 R” 空间 上 , 记 为 1" ,可 直接 地 从 上 式 中 得 到 
f° fem) = =° 一 (6.5.1.6) 

(6. 5. 1. 6) 决 定 的 是 R” 空间 中 的 一 个 曲面 . 可 以 将 这 个 曲面 /" 理 解 为 U, 
曲面 在 < — zo 处 的 等 值 曲线 ( 面 ). fE m = 2 时 它 就 是 “等 高 线 ”. 对 任 一 z EV 
都 可 由 (6. 5. 1. 6) 决 定 一 个 R” 空间 上 的 等 值 曲线 , 故 有 一 族 这 样 的 等 值 曲线 
存在 . 

从 映射 的 角度 看 , 设 目 标 函 数 f(x) 是 R" -> 的 单 值 映射 , 当 x€ D,(x) C 
D. 并 进一步 假设 所 有 的 g;(x) 在 x € D,(x) 时 也 都 是 单 值 映 射 . 这 里 “ 单 值 映 
射 "是 指 当 x € D,(x), # 


Cl) 在 m 一 2 时 ,这 里 所 指 的 “水平 "“ 平 面 "“ 曲 线 "等 概念 是 确切 的 ,在 m > 2 时 , 则 仅 为 借 喻 . 
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jz) 一 了 1 fw) = isr = = 
而 D,(x) 是 D 的 一 个 子 集 , 可 用 以 下 方式 表示 : 
DW = {x | |x —x| < dG), dx)>0,x.x € DC R") 
—(6.5.1.7) 
d(x) 表 示 正 实数 d 可 以 与 x 有 关 . 记 
VPC) = (z | z = f(x), x € D,Gx)) VG) C V, 
由 xz) 在 D, G) EPAR ER z'n 2 € VP, MU 
ffo =r 
f: fG) = Z 
"4 z' Z z M. f' j f ER. 否则 , 设 /'. ° (6 w HI, x € DiCm)， 
那么 
ffr 
ff: fO) = = 
由 单 值 性 , =' = z, 即 得 出 矛盾 . 这 里 隐 含 了 任 一 x € Da), 只 能 有 一 个 等 值 
曲面 刚好 过 x 点 . 
B ES, g OEM, VA) Z 0. Vg (x) ZZ 0, i= 1, 2, +=, k. 
假设 : /(x),g,(x) 在 正则 的 x° 的 邻 域 Di Cr ) 中 总 是 正则 . 单 值 的 , 即 对 
x € D,(x°), f(x) 是 单 值 的 , 且 V/A(x) Z 0, 对 上 (xz) 也 一 样 . La 
这 一 假设 排除 了 等 值 曲面 自身 在 某 一 点 上 相交 的 可 能 性 . 
当 x' 是 正则 点 时 , x € DiC) 


f°: f(x) = 2 


由 /(x) 的 正则 性 质 , /曲面 总 是 可 定向 的 . 因为 对 
所 有 的 x € Dia), VAD 取 0, 故 可 以 方便 地 取向 
量 V/(x) 指 向 的 那 一 侧 为 /曲面 的 正方 向 . 这 样 ,7 
曲面 将 R” 中 的 Ds(x') 区 域 剖 分 为 三 个 不 相交 的 部 
分 , 见 图 6. 5.1.1. 图 中 阴影 区 域 设 为 D,(x"), 在 /” 形 
曲线 的 Vf(x) 箭头 指向 的 那 一 侧 区 域 , 相对 于 -JEAN 
fOe) = z", (x) 是 增 的 ,如 图 所 示 图 6.5.1.1 


fF: SWO = z' >z'2>z' (HJG) 表示 正 向 一 侧 六 平面) 
类 似 地 ,在 一 VA(x) 指向 的 那 一 侧 ,f(x) 是 减 的 ,如 图 所 示 
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f: f(x) 二 xz =z* <= (用 (一 ) 表示 负 向 一 侧 半 平面 ) 


仅 在 fH Fi fO) = z 成立. 

如 果 x 是 X 的 局 部 极 小 值 点 ,利用 X; (x") 的 定义 ,就 一 定 有 /曲面 在 R” 
空间 中 将 Di) N X) G 集合 分 离 在 /" 曲 面 的 (包括 /" 曲 面 在 内 的 ) 正 向 的 
一 侧 . 这 里 ,由 上 文 的 假设 x 是 正则 的 . 

因此 ,马上 可 以 得 到 ,如 果 x° 是 XX 中 的 局 部 极 小 值 点 且 正则 ,那么 , 必 有 正 
数 6 二 0, 使 Ns(x") mxX 位 于 万 曲 面 正 向 (包括 "曲面 在 内 的 ) 一 侧 . 所 以 ,条 
件 (e) 也 可 以 表示 为 


(c): (N,Gx°) N X) C Da) N X; (x°) —(6.5.1.8) 


很 显然 ,由 于 x 位 于 "曲面 上 , 故 可 以 说 N.C) X RA fE x° 处 与 1" 
“Hik”. 

这 个 结论 是 易 见 的 . 如 图 6. 5. 1.2, HERE TER 6 > 0 RA Na) N X 
(在 图 中 用 斑点 阴影 区 域 表 示 , 下 同 ) 位 于 广 曲 面 的 正 、 负 方向 两 侧 , 那 么 就 总 有 
a € Nicr) 门 X 这 样 的 点 , 且 必 有 fa) < Sa), 8k x° 就 不 可 能 是 局 部 极 小 值 
点 .图 6. 5. 1. 2 中 灰色 阴影 区 域 表示 D. (x° ) PC M. 


图 6.5.1.2 图 6.5.1.3 


所 以 ,x" 是 正则 的 且 是 X 的 局 部 极 小 值 点 ,就 只 能 如 图 6. 5. 1. 3, D, (x°) N 
XF) (图 中 灰色 阴影 区 域 ,下 同 ) 位 于 /" 曲 面 的 正 向 (包括 曲面 在 内 ) 的 一 
侧 , 并 且 

Na NX) < Da) N X (x°) 
即 条 件 (e) 成 立 . 

现在 由 于 局 部 极 小 值 点 是 X 的 边界 点 C € IX), JEE x° 又 位 于 f° lH 
面 上 ,这 即 意味 着 x° 处 集合 CNG N X) 与 /" 是 相连 接 的 . 所 谓 “ 相 连接 ”是 
指 以 下 三 种 情形 . 

图 6. 5. 1.4 表示 的 是 X PCBRfE x° 处 是 以 尖 点 状 与 /" 相 接 的 . 图 中 的 giz 
是 (有 效 ) 不 等 式 约束 条 件 取 等 号 时 的 边界 曲面 . 图 6. 5. 1. 4 也 可 以 表示 gin g, 
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与 f° fE x° 处 相交 .这 种 相交 的 几何 结果 在 m 二 2 时 可 以 不 仅仅 是 x" 一 个 点 . 


图 6. 5.1.5 表示 X 区 域 与 万 曲 面 有 公共 弧 , 如 
图 上 / t; g, 边界 曲面 在 a、b 之 间 重合 , 且 x 是 ab 
曲面 弧 上 的 一 个 点 . 

图 6.5.1.6 表示 X 区 域 在 x 处 与 /" 相 切 . 当 
然 在 高 维 情况 下 “ 相 切 ”也 可 以 是 S GEFA g 
界 曲面 的 交 曲 面相 切 . 

在 图 6. 5. 1.4 中 如 果 x° 是 严格 意义 上 的 尖 点 ， MESNE 
那么 它 就 是 一 个 严格 局 部 极 小 值 点 ,而 在 图 6. 5. 1. 5 x° 只 能 是 弱 局 部 极 小 值 
点 ,因为 如 ab 弧 上 的 x 这 样 的 点 (未 标 出 ), 有 /(X) = fOe) 成 立 . 在 图 6. 5. 1.6 
中 ,如 果 切 点 x° 是 唯一 的 ( 指 在 N(x ) 中 是 唯一 的 ) ,那么 x° 就 是 严格 局 部 极 小 
值 点 ,否则 就 只 是 弱 局 部 极 小 值 点 5 

在 以 上 的 论述 中 ,已 多 次 使 用 了 这 样 两 个 表述 : 

(1) 区 域 D, (x°) N XY (x°) 位 于 f°" 曲面 的 正 向 一 侧 ; 

(2) 区 域 N,(x") N X f. f ° Ili ñi 09 E 8) — f, JE fE x° 点 处 与 /" 曲 面相 
以 下 就 对 这 两 个 表述 给 出 更 准确 的 数学 描述 . 

(1) 区 域 D, (x°) N X; (x°) 位 于 "曲面 正 
向 一 侧 的 数学 描述 . 

如 图 6.5.1.7 设 a,b 都 是 Ds(x) N 
Xi (x ) 中 的 点 .如果 a,b 这 样 的 点 都 位 于 (包括 
万 曲面 在 内 的 ) 万 曲面 正 向 的 一 侧 , 即 应 位 于 
VFGe) 指 向 的 一 侧 ( 或 位 于 也 "曲面 上 ). 图 
4 6.5.1.7 中 的 4 是 /" 曲 面 在 x 点 的 切线 ( 切 平 

图 6.5.1.7 面 ). 将 a. b RIRH x° 点 出 发 的 射线 上 的 点 ,有 


(1) 以 上 的 这 些 图 只 是 一 些 示 意图 . 人 所 热 知 的 一 些 要 点 如 在 R” 空间 中 ,X 可 行 区 域 的 一 个 尖 ( 端 ) 
点 ,一 定 要 有 g(x) 二 0, i 二 1,2,…,m 个 方程 决定 的 边界 曲面 相交 才能 形成 ,等 等 均 省 赂 不 叙 ， 
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a=x +P, b=x +B, tst Z0 


其 中 及 ,及 为 从 x ”出 发 并 指向 a、b 点 的 射线 的 方向 向 量 . 则 相对 于 图 
6.5.1.7 a, b ÙF OGOR MURERE, Zb 应 为 锐角 . 由 向 量 夹 
角 余 弦 的 定义 即 知 ,以 上 条 件 等 价 于 

Vf P, > 0, Vf OB, > 0 
ERE 
Zœ) = {BIVB PP = 1) —(6. 5. 1. 9) 
则 2(x) 给 出 了 包含 L 平面 在 内 的 V(x ) E H ñ R” 半空 间 上 所 有 的 归 一 化 
的 方向 向 量 . 


H> 0, ERE 
Z, D = afas- T x€ N) N (D.C) N KFO) re) 
一 (6.5.1.10) 
“cl" 是 闭 包 算 子 . 
显然 有 
X ô — 0, Zi (x°, 8) — Zf (x°) 一 (6. 5. 1. 11) 
Bp P 


这 仍然 可 以 利用 在 hE x° 点 取 截 平面 的 方法 予以 证 明 . 即 在 f° Hh 
面 x° 点 的 切 平面 上 任 取 方 向 向 量 ,并 作 直 线 
ki x=x +a € R 
L: x= x Vf) es s>0 
则 由 4、4, 有 向 直线 构造 的 坐标 平面 Ots 过 x" 点 并 与 /曲面 相交 . 
(a) Ë Ots 坐标 平面 上 万 曲面 的 交 线 如 图 6. 5. 1. 7. 现在 1, 直线 即 为 1, 直 
线 , 其 正方 向 可 以 任意 指定 . 那么 ,由 Zf (x) E X. Z (x ) 是 包含 ly 直线 在 内 
Vf (x° ) 指 向 的 那 一 侧 的 R” 半 平面 . 再 由 Xi (xm ) 的 定义 及 Dr ) 的 意义 知 ， 
X; (x ) 应 在 /" 曲 面 YA(x") 指 向 的 那 一 侧 , 所 以 , 必 有 
Z; O, 8) S Zf Ge) 
现 再 任 取 有 E Z/(x°), HVA (x°)B> 0 fE 
x= x +B: ó2>:>0 
可 有 
fO q Bi) = fx) HVF Be He) 
H+ 
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Vf P> 0 
故 若 e(t) 过 0 
即 已 有 
fO + Bi) > fB € ZF, 8) 
现 设 el(t*) < 0, 将 ORRE 


i 
ec) = BVF +BDB 0 一 6 一 1 


由 图 6. 5.1.7513 
BVF 十 bp)8 一 0 


HEZK BVA +BB AR REIHER H ER > 0 都 是 趋 近 于 一 oo 的 , 否 
则 即 要 有 


lim BV? + O08)B =— oo 
从 而 f° 在 x 点 处 ( 沿 有 方向 ) 的 曲率 半径 将 为 0, 即 "曲面 在 x 点 处 或 为 尖 点 
或 为 折线 ,但 这 将 与 /(x) 的 可 微 性 矛盾 . 故 应 有 对 于 充分 小 的 8 > 0, 
—M<B' Vv/ +0pBDB<0 oO<M<+™ 


Vf Qe), 
取 s< <2 vop 
Vf Pt +e) > 0 
故 fOe +B) = fO) HVF (x )B e? > fOe) 


而 由 Zi (x°, DHE, REI — 4 x € Na) N Da) N X; (x° )), 即 可 
决定 


p x— x 


= —— e Z; G, ð) 
l-r S 2 


现在 显然 可 以 有 


,_ ,Vp 
=2 


C 由 本 书 前 面 关于 二 次 型 BTrV:7(z) 有 符号 的 分 析 ,BTV 7(x) 有 的 符号 在 f(x) — c (< 为 常数 ) 决 定 的 
曲面 ,在 一 Vf(x) 方向 上 为 上 凸 时 ,是 负 的 ,这 即 是 图 6. 5. 1.7 中 /* 曲 面 在 x° 点 邻 域 的 性 状 .， 
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从 而 
x +B € Nr) N (D(x) N X; (°))=>B € Zi(x, 0”) 

从 几何 上 说 , 即 是 如 图 6.5.1.7 车 对 任 取 的 一 个 BE ZG) AR ó > 0, 

0< < SH fO” + Bi) < fOe y, VA (x B> 0, 如 图 中 的 5 点 ,那么 ,总 可 以 取 
# ==” 0<<s 
由 /曲线 在 x 点 邻 域 的 凸 性 状 , 有 
S + Bi) 三 1) 一 PE ZG, 8") 
这 即 表明 , 当 6 一 0, 总 有 
Be ZI(x)>BE Z; O, 0) 
故 得 
Zi cx, ò) — Zia GE—>0 
(b) 设 Ors 坐标 平面 与 广 曲面 的 交 线 如 图 6. 5. 1. 8. 
这 时 ,对 任意 的 83 二 0, 总 有 
Zie) C ZO, 8) 

因为 24Cx") 集 合 仅 包含 位 于 Lj 直线 上 以 及 V(x") 
所 指向 的 那 一 侧 半 平 面 的 方向 向 量 ( 如 a 点 ), 但 
Zi e, DREE ZI (x ) 中 的 全 部 方向 向 量 ， 
而 且 ,还 要 包含 图 6. 5. 1. 8 中 斑点 阴影 区 域 中 的 点 
(如 点 ) 所 能 决定 的 方向 向 量 . 如 


= ge) (l-> l <5 
lb— xl 


但 现在 显然 有 
Vf P, < 0=>P, ¢ Zi) 
ARI s 28 Mb ET LAH o i b = x° + B, 
0 < BIV + 0B) B, < M <+ 0<0<1 
且 由 bE X; (x°), k 


S = fx) HVS Pta HER) 二 f(x )>e(t) > 0 
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Vf (x° )B, >. 


0 < 8" s M < 
则 对 于 0 过 :过 6 fE 
x=x+ht 
有 
fx) = f + Vf' x Bt HE) 
: 
E) = BVS + ORB >0,0<0<1 
Bp 
i IV fO + OBa) 
sa BEV + OBB +8 E < vt b TIE EPOR, . , 
注意 
o c PEYS OBOB. _ 
M 
故 0 < Elt) <—Vf!(x°)B, + t 


从 而 对 所 有 的 0 过 之 > 有 
fO) < fOe) HIF Bt + C— Vf! (xB, ° = f(x) 


因此 ,对 于 图 6. 5. 1. 8 这 样 的 情形 ,在 斑点 阴影 区 域 中 的 任 一 点 b 所 决定 的 方向 
向 量 及 ,在 S-~0 时 ,都 将 有 


B, ¢ Zi, ó) 
所 以 亦 知 , 当 S->0, 总 有 
Zi G°, 0) — ZG) 
在 几何 上 ,以 上 的 分 析 即 是 说 ,对 于 b 这 样 的 点 ,总 可 以 取 
0<8 < < xb 
从 而 对 于 所 有 的 0 < í < 3 都 有 
fx + B.) < fp, g Zi (x°, 0) 
综合 图 (6. 5.1.7), (6. 5. 1. 8) 表 示 的 情形 ,可 将 (6. 5. 1. 11) 式 写成 为 
lim ZG, ô) = Za) (6,5. 1.12) 
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除 图 6. 5. 1. 7 一 8 表示 情形 之 外 的 是 f° iha Ots 坐标 平面 的 交 线 在 x” 48 

域 如 图 6.5.1.9 所 示 是 既 凹 既 凸 的 . 那么 ,对 

太 西 的 那 一 侧 引 用 (a) 的 分 析 , 对 凹 的 那 一 侧 引 

用 以 上 (b) 的 分 析 , 可 知 (6.5.1.12) 式 的 结论 总 
成 立 . 

第 4 种 情形 即 /与 Ors 坐标 平面 的 交 线 在 

x° 点 邻 域 是 拟 凸 的 从 而 与 !r 重合 . 显然 这 也 不 

m 6.5.1.9 影响 (6. 5. 1. 12) 式 结论 的 成 立 . 由 于 (6. 5. 1. 12) 

式 的 结论 以 及 Z; (x°, 0) 的 构造 ,对 于 “区 域 

D) N X; (x°) 位 于 /曲面 正 向 一 侧 "的 数学 描述 ,在 x" 的 无 穷 小 邻 域 意义 

即 是 指 对 6 二 0, 构造 


vi) 


x=x+h OKK B€ Z 


当 6->0, 总 有 x € Dia) N X; (x°). 一 (6.5.1.13) 
(2) 区 域 NGz) N X 位 于 三 曲面 正 向 一 侧 的 数学 描述 
利用 (6. 3. 2. 12) 式 定义 的 Z(x*, DWE 


Teor 


— x€ NK) N X, x x°) —(6. 3. 2.12) 


Za, 6) = afeļë = 


由 以 上 集合 Z; G, DWEL M 0 0, KI Nax) N XF f B TE h — 
Zs 8 S Zia, d (6.5.1.14) 
再 由 (6. 5. 1. 12) 式 ,(6. 5. 1. 13) 式 ,显然 , 当 条 件 (e) 成 立 ,应 当 有 
lim Z,(x , Ə) C lim Zax’, Ə) = ZG 一 (6.5.1.15) 
由 以 上 (1)、(2) 的 分 析 , 可 以 得 到 以 下 结论 : 
如 果 x 是 可 行 区 域 X 的 局 部 极 小 值 点 ,就 必定 有 1] 
E Zx, HEE Zia) (6 一 0) 


从 而 5E Zelx ,6) 一 定 是 与 V/(x") 向 量 的 夹 角 成 锐角 的 方向 向 量 . 把 这 个 结论 
表述 成 条 件 (c. 1) ,并 注意 到 (6. 3. 2. 13) 式 ,可 有 
条 件 (c.1): $; E X 的 局 部 极 小 值 点 ,必要 条 件 是 


[1] 这 里 系 B 符 号 上 的 差异 不 至 于 造成 理解 的 困难 . 使 用 .BB 符 号 所 表示 的 方向 向 最 意义 上 的 差异 仪 
仅 在 于 方向 向 量 与 目标 函数 F(xz) 有 关 , 而 二 方向 向 量 仅 由 约束 函数 g,(z) 决 定 . 
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V(x E>0 ¿€ lim Ze(x , 0) = S,(X, x°) 一 (6.5.1.16) 
> 


. 
或 者 可 将 条 件 (c.1) 写 成 等 价 的 形式 
条 件 (c.1): 若 x 是 的 局 部 极 小 值 点 ,必要 条 件 是 
SRE ZY (6.5.1.17) E 


条 件 (c. 1) 就 是 “区 域 N(x") 
f 曲面 正 向 一 侧 "的 意义 所 在 . 在 
面 Oxs 上 ,条 件 (ec. 1) 可 用 图 6. 5. 
说 明 . 


图 中 的 符号 意义 同 前 诸 图 .g 是 X 的 边 
界 ( 交 曲线, 阴影 区 域 是 NxCx ) 门 X G 


站 XX 位 于 
坐标 截 平 
1. 10 予以 


x° J: X 的 局 部 极 小 值 点 . 显然 阴影 区 域内 的 网 人 
任 一 点 a 所 决定 的 方向 向 量 
a—x° 
m a '| <ë 
laxi la—x |l < 
都 必要 有 Vf ES 0 


W 6.5.1.1 


区 域 ,所 以 ， 
N NX) 


稍 加 思索 就 明白 ,条 件 (c. 1) 仅 仅 是 x 
成 为 X 的 局 部 极 小 值 点 的 必要 条 件 . 在 图 
6.5.1.11 中 ,条 件 (c.1) 也 是 成 立 的 ,但 x 并 
不 是 X 可 行 区 域 的 局 部 极 小 值 点 . 在 图 
6. 5. 1. 11 中 其 他 条 件 均 相同 于 图 6. 5. 1. 10， 
只 是 X 的 边界 曲线 z 现在 位 于 三 "曲面 
一 VA(x") 指 向 的 那 一 侧 半 平面 . 从 而 ,灰色 十 
斑点 阴影 区 域 为 N,(x*) 由 X, 但 (D,(x') Q 
XF D NNG) 集合 现在 只 是 斑点 阴影 


E (D(x) N X; (x°) 


这 样 ,灰色 阴影 区 域内 如 a 这 样 的 点 ,一 定 有 


a € N(x) 


N X H fla) < f) 


故 x 不 是 X 的 局 部 极 小 值 点 ,但 是 , 作 
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& = et VE S0 (ax) 
la—x || 

仍 是 成 立 的 .所 以 ,条 件 (c. 1) 不 是 x° 成 为 X 的 局 部 极 小 值 点 的 充分 条 件 . 

比较 图 6. 5. 1. 10 与 图 6. 5.1.11, 马 上 就 可 以 明白 ,x 之 成 为 X 可 行 区 域 的 
局 部 极 小 值 点 必须 不 仅 要 有 条 件 (c. 1) 成 立 同 时 还 必须 有 x 是 X 可 行 区 域 在 
x” 邻 域 的 ( 交 ) 边 界 曲 面 z 上 的 局 部 极 小 值 点 . 图 6. 5. 1. 10 中 x° 点 同时 是 g Hii 
面 上 的 局 部 极 小 值 点 ,而 在 图 6. 5. 1. 11 中 x 点 则 不 是 g 边界 曲面 上 的 局 部 极 
小 值 点 . 因此 ,应 当 再 增加 以 下 条 件 {c.2). 

条 件 (c.2): # x° JE X 可行 区 域 的 局 部 极 小 值 点 , 则 x 也 必定 是 
Ns(x") NAX 的 局 部 极 小 值 点 , 即 


fG) Sf) x€ Nx) Q əX -(6.5.1.18) 


IX 是 X 的 边界 点 集合 . C 
这 里 需要 指出 ,单纯 地 有 条 件 {c. 2) Ñ 
立 , 也 不 是 x 成 为 X 可 行 区 域 的 局 部 极 小 值 
点 的 充分 条 件 . 这 可 以 由 图 6.5.1.12 中 看 
到 .图 6.5.1.12 中 的 X 可行 区 域 现在 位 于 
了 "曲线 的 负 向 一 侧 , 所 以 ,虽然 边界 g 曲线 现 
在 位 于 f" 曲 面 正 向 一 侧 , 由 于 阴影 区 域 表 示 
£ 的 N) N X REH Wy DOA (y T+ 
图 6.5.1.12 一 V/A(x") 指 向 的 那 一 侧 半 平 面 . 因此 ,阴影 区 
域 中 如 x 这 样 的 点 ,就 有 
fx < fG°) x € N,G) NX 


从 而 ,x? 点 就 不 可 能 是 X 区 域 的 局 部 极 小 值 点 ,但 x° 点 显然 仍 是 g 边界 曲面 上 
的 局 部 极 小 值 (因为 g EF Daa) N X: G°) 区 域内 ), 故 条 件 (e.2) 是 成 立 的 . 
同时 ,可 以 理解 ,对 于 x 这样 的 点 , 作 


v(x") 


= 有 Vf/ (x) <o 
lx —° l 
即 条 件 (c.1) 在 图 6. 5. 1. 12 的 情形 里 是 不 成 立 的 . 

还 应 当 重申 ,以 上 的 图 6. 5. 1. 10 一 12 对 于 m > 2 ft) #8 ft R” 空间 ,可 以 理解 
为 是 利用 了 过 x 点 且 与 5 切 平面 正 交 的 截 平面 所 截 出 的 曲线 图 形 , 因 此 m 维 
数 并 不 至 于 对 以 上 分 析 造 成 本 质 上 的 障碍 . 至 于 约束 条 件 g;(x) 的 数量 & 的 变 
动 ,也 不 对 以 上 分 析 造 成 本 质 障碍 . 

对 于 f°. g 曲面 在 x 处 由 一 VA(x*) 方 向 看 来 是 思 的 情况 ,也 与 以 上 各 图 相 
似 .图 6. 5. 1. 13 给 出 了 几 种 f°, g 曲线 在 x" 点 邻 域 凹 的 情形 ,图 示 符 号 意义 同 
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上 .其 中 (a) 图 是 x 点 为 X 的 局 部 极 小 值 点 ,这 时 ,条 件 (c. 1) (e 2) 均 要 成 立 ; 
WARI (e. 1) 成 立 但 (ec. 2) 不 成 立 ;(c) 图 条 件 (c. 3) 成立 但 (ec. 1) 不 成 立 ,(b)、 
(中 两 图 所 示 情 形 下 x° 点 均 不 可 能 是 局 部 极 小 值 点 ;(d) 图 是 /"、g 曲线 在 x" 
点 邻 域 非 凸 非 四 ,x” 是 X 的 局 部 极 小 值 点 ,这 时 条 件 (c. 1) .条件 (ec. 2) 均 要 成 
立 ;(e) 图 1 曲线 是 凸 的 而 g 曲线 是 四 的 ,Lj 为 分 离 /"、g 曲线 的 公 切 线 ,x 是 
局 部 极 小 值 点 ,这 是 通常 所 说 的 “ 凸 规划 ”513(D 图 即 为 /"、g 曲线 为 拟 凸 ( 直 
线 ) 的 情形 . 由 图 6. 5. 1. 13 BII, x? 点 成 为 X 可 行 区 域 的 局 部 极 小 值 点 ,条 件 
(c.1)、(e.2) 必 要 同时 成 立 . 


W(x") 


(+) 


(a) o (f) 
图 6.5.1.13 
WMR x € X, 且 冯 点 处 条 件 (c.1 和 条 件 (e.2) 均 成 立 ,z 点 是 否 一 定 就 是 
X 的 局 部 极 小 值 点 ? 回答 是 肯定 的 . 这 可 将 条 件 (e. 1). (e.2) 与 条 件 (b.1)、 
(b.2) 比 较 得 知 . 
条 件 (b. 1) 、(b.2) 其 实 只 是 对 局 部 极 小 值 点 定义 中 x* 要 成 为 局 部 极 小 值 
点 所 需要 检验 的 集合 Na 门 X 作 了 一 个 二 分 法 ， 
N,G°) N X = (N,G°) N (X —aX)) U Na) N oxX) 
从 而 得 到 条 件 (b. 1) 、(b. 2). 
注意 条 件 (e. 1) 的 (6. 5.1.17) 式 以 及 SX, x°) 的 意义 ,可 知 ,对 任意 小 的 


CAI f, g 曲线 在 x* 点 处 的 四 ,是 性 质 取决 于 是 从 VG?) 方 向 还 是 从 一 V(x ) 方 向 上 来 定义 . 本 书 使 
用 的 方向 规定 是 在 点 处 以 /7 为 模 轴 (方向 任 选 ), 以 VAGe) 方 向 为 纵 轴 正 方向 的 局 部 坐标 系 , 故 
CORP foh Eh 和 曲线 上 四. 
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IER ò> 0, ER x E Na) N (X —3X), 并 作 


| 


£= 


故 
Na) N (XIX) C S,(X, x) (GH—0) 
则 若 条 件 (e. 1) 成 立 并 注意 到 (6. 5. 1. 12) 式 ， 
SX, x°) C ZG) = lim Z; G, ô) 
所 以 就 有 
Na) 门 (X 一 9X)) <€ lim Z} (x°, ô) 


再 由 集合 Z (x，5) 的 构造 及 意义 即 知 , 此 时 必 有 (8 — o) 
x € N(x) N (X —3X)>x € lim Z; G , ô) 


即 f(x) > f(x°) 


成 立 . 所 以 ,在 5->0 的 意义 上 ,条 件 (c.1) 成 立 二 条 件 (b. 1) 成 立 . 

其 次 ,条 件 (c. 2) e> c f (b. 2). 故 知 条 件 (c.1)、(c. 2) 成 立 , x 必 是 
Na) AX 的 极 小 值 点 . 条 件 (e.1~2) 中 的 (6. 5.1.16)、(6. 5.1. 18) 式 中 的 不 
等 式 若 成 立 为 严格 不 等 式 ,这 2 个 条 件 即 给 出 了 x 成 为 X 的 严格 局 部 极 小 值 点 
的 充 要 条 件 . 


$6.5.2 局 部 极 小 值 点 的 最 优 性 条 件 


以 下 给 出 条 件 (ec. 1) (e 2) 的 判别 公式 ,从 而 导出 Kuhn - Tucker 条 件 的 具 
体形 式 . 
(I) 条 件 (e.1) 的 判别 式 . 
易 知 若 是 X 可行 区 域 的 局 部 极 小 值 点 , 且 x° 点 处 一 阶 约束 品 性 成 立 ,从 
而 有 
Z'a) = S(X, x°) 
成 立 ,那么 ,条 件 (c.1) 可 表示 为 51] 
Zil) S21x) 一 (6.5.2.1) 
或 等 价 地 写成 为 


51] 附带 指出 ,可 以 将 集合 ZO) 理解 为 闭 切 锥 SCXt ，xo). 
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VESO §€ Z) — (6. 5. 2. 2) 
由 线性 化 锥 Z; (x") 的 构造 以 及 Farkas 引 理 的 结论 ,就 得 到 (P1) 规 划 形式 
下 的 一 个 一 阶 必要 条 件 : 
设 双 是 (P1) 规 划 的 解 ,ze 点 是 正则 的 ,并 设 一 阶 约束 品 性 
Z) = SX, x°) 
RL fE fE] D — (o, v os 人) ¿i € IG) 
vi(x)= > v. 


Jer 


—(6. 5. 2. 3) 
w >0 i,€ Ix) 


C 
与 本 章 开始 处 所 引 的 Kuhn- Tucker 条 件 ( 一 阶 必要 条 件 ) 相 比较 ,这 里 给 
出 的 条 件 中 没有 了 


mwgiCxz) 一 0 i=1,2,-, k 

这 一 条 件 . 在 关于 条 件 (c. 2) 的 判别 公式 的 推导 中 可 以 附带 地 得 到 这 一 条 件 . 但 
本 书 认 为 写 出 这 一 条 件 是 多 余 的 ,并 且 还 可 能 引起 混淆 . 

这 里 要 注意 的 是 以 上 所 给 出 的 一 阶 必要 条 件 所 对 应 的 是 条 件 (c.1) 即 在 x" 
点 处 应 成 立 的 NeCz ) 站 XX 内 点 集合 (6->0 时 ) 上 的 最 优 性 条 件 这 一 几何 意义 . 
以 下 会 理解 , (6. 5. 2.3) 式 的 重要 意义 不 ( 仅 ) 在 于 Vf (x ) 向 量 是 与 Vsi a°), 
i € IG) 向 量 组 线性 相关 ,而 是 在 于 V/(x*) 向 量 能 被 Va? C ) 向 量 组 以 非 负 的 线 
性 组 合 方式 表 出 , 即 w 之 0 这 一 条 件 上 . 同时 ,以 上 一 阶 条 件 中 强调 了 x* 点 的 正 
则 性 ( 即 VA) < 0). 这 是 因为 在 内 点 最 优 条 件 {c. 1) 的 几何 意义 下 ,必须 保证 乘 
子 四 向 量 不 取 为 4 向 量 才 有 其 意义 . 这 一 点 与 传统 文献 上 的 表述 有 所 区 别 . 

(I) 条 件 (c.2) 的 判别 式 

由 (6. 5.2.3) 式 ,VA(x") 与 向 量 组 Vg; (x°) i € I(x") 是 线性 相关 的 ,再 由 
集合 各 Cx") 的 定义 , 任 一 z 关 0 z€ ZG), A 

Vel(x)z=0 i€ (°) 


且 也 必 有 V0 z€ ZG) 
因此 ,由 任 一 i € IG), 


Vg; (x°)z = 0 


决定 的 g(x) = 0 边界 曲面 在 x = x EPRA Z CG RI SR (t T+ 
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f°: f = fG°) 
决定 的 目标 函数 等 值 曲 面 在 x — x° 处 的 切 平面 
Vf z= 0 


之 上 .名 (Cx) 是 fE 点 处 的 切 平面 上 的 一 个 子 集合 . 
由 本 章 上 一 节 的 分 析 , 若 设 z ELMAR ORE WA AE zA 


0 z€ ZG) 的 方向 向 量 ,都 是 菜 一 条 x(0; i i，…, 二 ) 交 曲线 在 96= 0 处 的 
切 方向 向 量 , 其 中 下 标 is io eo i, 是 I(x ) 集 合 中 的 子 列 . 显然 ,这 样 的 x(0; 
io io o tr) 曲 线 由 二 阶 约束 品 性 ( 工 ) 的 条 件 是 属于 可 行 区 域 X 的 , 它 又 是 X 
的 边界 点 所 组 成 ,这 由 x(b; i, ho s iDEA g (x) 一 0 j= 二 1,2,…,r 方 
程 组 所 构造 即 可 知 . 所以, 这样 的 交 曲 线 x(0; is i, e, i) C ƏX(0€ LO, eJ). 

由 以 上 的 分 析 及 条 件 (ec.2) 的 要 求 , 当 x 是 X 的 局 部 极 小 值 点 ,x 就 必然 
是 x(0; is irs eo i) WHR E Ab J R a AE. 以 下 推导 出 x° 作为 x(0; ú, 
is，"…，i,) 曲 线 上 的 局 部 极 小 值 点 的 必要 条 件 . 

t x° 点 处 (6. 5.2.3) 式 表示 的 一 阶 必要 条 件 成 立 , 且 二 阶 约束 品 性 ( 工 ) 
成 立 . š 
以 下 所 使 用 的 方法 ,可 以 称 为 投影 函数 方法 . 之 所 以 要 先 利用 “投影 函数 方 
法 ”来 建立 对 应 于 条 件 (c.2) 所 要 求 的 判别 公式 ,是 因为 从 这 一 方法 中 刚好 可 推 
导出 Lagrange 乘 子 法 以 及 Lagrange 函数 本 身 . 

为 简化 下 标 , 对 于 构造 x(0; i ,i,，…， i,) 的 下 标 子 列 , 设 经 过 重新 编号 ,可 
成 为 1，2，…, r 子 列 并 简写 x(6; …) 为 x(0). 这 即 表示 Jacobi 矩阵 G( x° ) 的 前 
r 个 行 向 量 是 线性 无 关 的 ,并 进一步 设 G(x") 的 前 r Xr 阶 顺序 主子 和 矩阵 可 道 , 这 
E r= rank(G(x°)). 


MŽ OHEA FRA 
Z.) = (a, 2) | a € Ža’), z € R) CR” 


注意 (a , z) 是 m+ e OL 
可 知 车 记 AC) JE 
G(x)a=0 
的 基础 解 系 矩 阵 ， 


C 由 于 以 下 分 析 中 符号 = 用 以 表示 目标 函数 f(x) 的 值 , 故 以 示 区 别 , 现 改 用 符号 e RRO 集合 
中 的 方向 向 量 z. 
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Ly 
5 .G Wi 
AG) = r+l,r+2. e,m 一 (6.4.2.27) 
Tn 
可 将 a € ŽO 表示 成 
@=Ah h= (h, his s hmn)" € R" —(6.5.2.4) 
注意 在 这 样 构造 出 来 的 @ 向 量 中 ,其 分 量 


a 一 万 j=l, 2 mr 


由 此 知 Z,(x*) 实 际 上 是 m — r + 1 个 (m 十 1) 维 向 量 张 成 的 线性 子 空间 , 且 
Zx) 与 1" 等 值 曲面 及 x(9; 1，2，…, r) 交 曲线 均 在 x" 点 处 相 切 . 
对 任 取 的 向 量 h 取 0, 令 x 的 分 量 


mi = z +h0 j=1,2,.,m—r 020 —(6.5.2.5) 
如 上 一 节 所 分 析 , 可 由 


Ea 


ga =0 i=1,2,--, r 
在 x 点 邻 域 决定 
2i = X, Ens Tn La) i=l, 2, mr 一 (6.5.2.6) 


这 等 于 是 构造 了 上 一 节 中 的 交 曲线 函数 x(0) ,只 是 使 用 的 符号 为 了 以 下 推导 的 
清晰 起 见 而 略 有 变动 . 
将 这 样 确定 的 z+, j= 1,2,-, m 代入 f(x) 函 数 , 可 有 


z= f(X,, X,, s Xps zs zar o En) —(6.5.2.7) 
易 知 ,上 式 可 写 为 
z = z(0) = f(10) 一 (6.5.2.8) 


现在 z(0) 函数 是 参数 化 的 , 它 是 /(x) 由 方向 向 量 h 决定 的 一 个 方向 上 的 函数 . 
其 次 ,对 于 所 取 的 hh 向量, 作 


a=x +a a=a(h)=A(x).h 一 (6. 5. 2. 9) 
并 记 


x(0) = (X,, Kes s Xpo Inis Zne o £a)” 一 (6.5.2.10) 


4, = l|x(0) — ° | L = la-—= l = lal 


车 记 9 为 向 量 (x(0) 一 x ) 与 (a 一 x) 之 间 的 夹 角 , 那 么 ， 
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cos 


_ G(0 —x)' e a) 
Lol 


(6. 5.2.11) 


构造 (0 638, 


t=) = h + cosp = (20) — x°)" e — (6.5.2.12) 
lal 
(外 是 由 向 量 决定 的 从 x” 点 出 发 的 射线 ,上 且 这 一 射线 位 于 
. 
Val(x)a=0 igx) 


决定 的 各 约束 函数 在 x° 点 处 的 切 平面 的 交集 合 
E. 其 几何 意义 如 图 6. 5. 2. 1. 其 中 g 为 x(6) 决 定 
的 交 曲线 ,lj 是 g fE x° 处 的 切线 .该 切线 即 由 hh 
方向 向 量 决定 .x 是 g 上 的 一 点 , 则 2 上 的 线段 
x'a =. 

由 (6. 5.2.8)、(6. 5. 2. 12) 式 , 便 可 建立 参数 
图 6.5.2.1 方程 组 


z=z0) 
t=t(0) 


这 一 方程 组 所 代表 的 是 = = z(1) 方程 所 决定 的 曲线 . z(t) 曲 线 由 以 上 所 分 析 的 £ 
的 几何 意义 ,是 将 z=(9) 曲 线 投影 到 了 Z。(x") 空 间 上 的 曲线 . 由 本 书 多 处 均 使 用 
的 截 平 面 方法 ,对 于 给 定 的 方向 向 量 h, 等 价 于 在 Z.(x") 取 出 了 一 个 截 平面 ,并 
且 , 在 这 个 截 平 面 上 建立 了 Orz 坐标 系 . 其 中 可 将 上 轴 理 解 为 横 坐 标 轴 ,: 轴 即 是 
以 图 6. 5. 2. 1 所 指 的 x*a 线 段 . 纵 轴 是 = 轴 . 由 上 文 的 规定 ,z 轴 用 以 表示 目标 函 
Ë A(x) 的 值 . O1z 坐标 系 的 原点 在 x” 处 . 

由 以 上 投影 关系 即 知 , 若 x° 是 f(x) 在 交 曲 线 g 上 的 局 部 极 小 值 点 ,那么 ， 
* 必定 也 要 是 /(x) 的 投影 函数 z(1) 上 的 局 部 极 小 值 点 . 


显然 ,z(t) 函数 与 f(x), x = x(0) 函数 是 0 阶 等 价 的 . 这 里 “0 阶 等 价 ” 的 意 
思 是 


z = z(t) 一 (6.5.2.13) 


z= z(0) 
z(0) = z(t) L| 


0 = 0==(0) = fx’ 
í = (0. i fe 


再 由 参数 方程 求 导 法 ,从 (6. 5. 2. 12) 式 中 有 ， 


=“ = (Èe iy Sop)] lal —(6.5.2.14) 


由 (6. 5. 2.5) 式 、(6. 5. 2. 6) 式 ， 
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.A 
AS i=1,2, 7 


由 本 章 上 一 节 关于 隐 函 数 定理 的 分 析 及 (6. 4. 2. 8) 式 (6. 4. 2. 4) 式 , 若 记 
A(x°) = [ay meem 


ya 3x; aX， Eei per 
FA Jta ozm E JE emr 
再 由 a = A(x°)h=a, = > oh 


dX g 
3 Deh, =a, 
= 3X, 
这 里 附带 地 得 到 > Pe =a, -(6. 5. 2. 15) 
=i 


另 注意 到 a,,, = h, 的 关系 ,将 以 上 结果 代入 :的 (6. 5. 2.14) 式 ,有 


ro) = (De + Fe,)/ lal = lal (6. 5. 2.16) 
j 
再 由 
z= s0 - > = ç (> Zanji = 一 (6.5.2.17) 
故 在 9= 0 处 ,有 
ro = D AE, y S OD, ye 一 (6.5.2.18) 
= ər, A 9 


所 以 , 当 x 点 满足 一 阶 必要 条 件 , 即 (6. 5. 2.3) 式 成 立 ,再 由 a € Za 的 
性 质 , 即 知 在 OHR E, 


dz| _ z(0) _ Yf aa _ 
aln ro tal (6. 5. 2. 19) 
(6. 5. 2. 19) 式 表示 在 (OMRE , x° 点 也 满足 成 为 投影 曲线 的 局 部 极 小 值 
点 的 一 阶 必要 条 件 . 这 个 性 质 可 称 为 =(0) 投 影 曲线 与 /(x(9)) 曲 线 在 x? 点 处 具 
# x° 点 为 局 部 极 小 值 点 时 的 1 阶 等 价 性 . 
由 于 方向 向 量 h € R” “是 随意 的 ,由 (6. 5. 2. 9) 式 


Vf La = Vf (x°) .A(x )h = 0 
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应 有 
VF DA) = 0 一 (6. 5. 2. 20) 
由 基础 解 系 矩 阵 A(x" ) 的 构造 ,从 上 式 可 得 在 x 一 x 处 ， 


9 Ty PE 
z. 9f,..., 2f Toz Oe -c| 2 d 00) 
zl dr az， r 十 1，r 十 2，…，71 
EE 2] 22 
= [= “masi =S (6.5.2.21) 
HUFU BR VAG) Z 0, 故 由 以 上 关系 可 知 在 x — x° 处 ， 
aP F IE —(6.5 
B gE H jwo (6. 5. 2. 22) 
由 此 知 可 记 
ar 
zi 
w, 
af 
Z| Jo 
[Ga] e [3z |= | “|= o, = 0 -(6. 5. 2. 23) 
a| e 
97, 


由 (6.5. 2. 23) 式 , 现 w, 是 唯一 的 ,并 且 (6.5.2.23) 式 也 给 出 了 o, 乘 子 ( 即 
Lagrange 乘 子 ) 的 又 一 种 表示 . 从 而 可 知 , 有 


1,2, rl. I 
G k Joo -w = Wo) — (6. 5. 2. 24) 


s2, =, m 
成 立 . 

注意 (6. 5. 2. 23) 式 只 决定 了 o, 向 量 不 可 能 为 0 向 量 , 并 没有 给 予 o, 符号 
的 限制 要 求 . (6. 5. 2. 24) 式 则 是 对 于 本 章 Š 2 节 关 于 Lagrange 乘 子 基 向 量 的 分 
析 给 予 了 一 个 解释 . 易 知 o, 向 量 其 实 是 与 上 面 所 说 的 GCr ) 和 矩阵 中 的 极 大 线性 
无 关 ( 行 ) 向 量 组 Vg; Cx ) 的 下 标 子 列 i 的 选取 有 关 . 故 可 记 为 是 

@, = @, (i, > `, š) 

从 而 可 以 有 以 下 结论 . 

设 rank(G(x°)) = r, Vg; G°) j = 1, 2，…，,r 是 GCx) 中 的 极 大 线性 无 
关 ( 行 ) 向 量 组 ,在 x° 邻 域 由 g, G) = 0 决定 的 交 曲线 xO; is i ss i) C 
X 0e€ (o, s], 那么 , 当 x 是 x(9) 曲 线 上 的 局 部 极 小 值 点 , 任 取 G(x") 和 矩阵 的 
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可 道子 矩阵 
od je jeo 
Pi rf 
则 必 有 7 HEBDBD o, G, isoeo i) #0, E 
a iN "ye s,s > =, i) = Vf) 
1,2, =, m 
Cr) 
az 
r Jafa) 
y sa 
JEP ei, es i) = [et g : je] .| az 
Jeje "°" j, . 
afix) 
zi 
— 66. 5. 2. 25) 


并 且 ,@, Gs is e zi) 的 值 与 列 下 标 ( 子 列 )7， o o j, 的 选取 无 关 . 
例 6.5.2.1 由 例 6.1.1 的 数值 验证 (6. 5. 2. 23) 式 . 
由 那里 的 数值 实例 ,x 点 处 , IO) = (1, 2, 3} 


— z 一 4 —4 z 
va) = -= Vg, (x°) = =: Ve: (x°) = Ë Vg, (x°) = - 


0 0 0 


Jacobi 矩阵 G 的 秩 r = 2. 易 知 
sas- [Ei TEZ f] 
同 理 知 


ANP EER a LT eT 
@, (1, 3) = @,(1, 2) e, 3 = [ p ,| [ 2]= 
on a -2 


zle zle 


这 一 结果 就 是 例 6. 1. 1 中 的 结果 . 
(6. 5. 2. 25) 式 表明 ,可 有 以 下 条 件 . 
X 可 行 区 域 在 x" ARRAK h A EGEA: 


1 
3 
0. 


| 
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设 Jacobi 矩阵 G(x° ) 的 秩 为 +, 任 取 Vg; (x") 的 下 标 子 列 i, j=1, 2,…，r， 
EV (x ) 向 量 组 是 线性 无 关 的 , 且 


gœ =0 j=1,2,., r 
可 决定 在 x° 点 邻 域内 的 交 曲线 x(0; is is es i), OECO, €], W x? 是 x(0, 
记 ，iz，…，i,) 曲 线 上 的 局 部 极 小 值 点 的 一 阶 必要 条 件 是 (6. 5. 2. 25) 式 成 立 ， 国 


换 句 话 说 ,在 Jacobi #š B£ G(x° ) 中 所 能 构造 出 的 所 有 这 样 的 交 曲线 x(O; i), 
irs s i) C X, 0E [0, e] 所 对 应 的 


Cis irs s i) 


向 量 全 体 就 是 使 
Vf) = Ple G) 
成 立 的 全 部 基 乘 子 向 量 . 
记 
@ = (@, | @, = @, Cis i), j=l, 2, =, r, i € IG) 


Ve, O) 线性 无 关 } 


显然 , 当 (P1) 规 划 的 约束 条件 由 不 等 式 变 为 等 式 时 , x" CC X 是 极 小 值 点 的 一 阶 
必要 条 件 就 是 以 上 的 “边界 交 曲 线 上 的 一 阶 必 要 条 件 ”. 此 时 o, 向 量 没 有 符号 要 
3R. o, 向 量 全 体 集 合 就 是 基 向 量 (和 矩阵? 马 . 

当 (P1) 规 划 的 约束 条 件 为 不 等 式 时 , 则 由 条 件 (c. 1) 即 对 于 X 可 行 区 域内 
点 集合 上 的 最 优 性 要 求 , 则 产生 了 (6. 5. 2. 3) 式 的 一 阶 必要 条 件 ,在 这 一 条 件 中 ， 
对 o, 乘 子 向 量 给 予 了 非 负 的 要 求 . 而 (6. 5. 2. 25) 式 则 在 (6. 5. 2. 3) 式 成 立 的 条 
件 下 ,说 明 了 乘 子 向 量 可 由 一 组 线性 无 关 的 Vs; (x") 向 量 决定 . 综合 起 来 就 有 ,本 
章 Š 2 节 中 的 基 乘 子 向 量 (矩阵 ) 


B= (v, | o, € $, o, > 0) CE 
在 投影 曲线 z(t:) 上 的 x° 点 作为 局 部 极 小 值 点 的 二 阶 充分 条 件 . 
这 一 条 件 显然 是 要 求 在 x = x° 处 成 立 
dzl) 


d? 


d'z(0) 
de 


>o (H 50 > =(O 一 常数 , 当 | 充分 小 ) 


‘0 


可 以 把 这 一 条 件 理解 为 在 局 部 极 小 值 点 x° 处 ,z(?) 与 /(x(9)) 应 具有 的 2 阶 等 
价 性 质 . 由 于 £ -7 
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dz _ Z — = 
d (CO 
Hi EG m = all #0 4a #0), 并 易 知己 


、 存 在 以 及 z'(0) = 0, 故 
dzl) a z 
dë lal? 
所 以 在 z(t) 上 的 二 阶 充分 条 件 是 


ZO lono 2 0 


由 (6. 5. 2. 17) 式 (6. 5. 2. 16) 式 ， 


PROT E < 

zO = ge -了 站 “+ S tinik 
of S S: X, s 

EPPEN h +5 Da 


所 有 偏 导数 均 在 x° 点 处 取 值 ， 


并 注 
Re Gy aa 
xz(0) = at vat 5) 2 S S; aX 
zf 


PEP P2 EPE — (6. 5. 2. 26) 
注意 这 里 的 二 pusa pak. 4.2. 35) 式 中 的 Aa, 故 引 
Erik OTni T, r" 
用 (6.4.2.37) 式 ,并 代入 到 上 式 等 号 右边 的 第 二 项 ,可 表示 成 
0) — a" Vf (xa = Vf!(x°) + x > Vwa * hh, 


A ti 


=—Vf! (x°) + G.I, G°) + 


(Vx;)! Ve, Wak 
(yt Vig? Wr 
Vet AVe, WI VZ + | Ee n 


hh 


(Ve) Vg, Va, 
—(6.5.2.27) 
注意 (6. 4. 2. 35) 一 (6. 4. 2. 37) 式 的 各 缩写 符号 的 意义 ,有 
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Mi 
£ 
= 
II 
IM? 
AD 
K 
ł 
I 
r: 


所 以 


(Ver)! Vig!, We a (r) Vgl a (r) 


š: =š | CVa)" Vg, Ws a(r) Vgu a(r) 


F 


(CVD Vg’y, Ws a (r) Vg (7) 


其 中 


alr) 一 (ao a,, s a)" 


> D Vg. hih, = D Vg, hi * G(r) 
£1 = 
注意 
Og! g dg, 
ziazi Ər,Əz, za 
Pg: 3g: 3g 
Vgs, = [IEE IEIET Izr, 
再 引用 缩写 符号 
3g: °g, Fg 
arriarl NE CERTEN 
Fg: og Fg: 
Veim-nxr = |9z, 92, arrtzazz CEATA 
og; 3g: 3g: 
zarl Ərx,Əz, az 


一 (6.5. 2. 28) 


二 (6.5.2.29) 


—(6. 5. 2. 30) 
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则 (6. 5. 2. 30) 式 可 写成 为 


h' Vigt, x0 (r) 


Pes jr at) 
Sv h, s aç = | Emar 一 (6.5.2.31) 


(a 


h' Vig’, nalr) 


A Cr) Veiem h 


E Z i k 
DRIVE wh = D) Ven hat = l Eren 


A" Cr) Vigixem nh 


一 (6.5.2.32) 
其 中 
Veimo = V'gin-nx)" 
其 次 还 可 以 有 
h" Vigtn_ sxem nh 
aen E Vieta Oh 
D Y Ve hh, = Sean 一 (6.5.2.33) 
AA a 
h" V'gin-nxinn h. 
其 中 
Pg: Pg Og 
Itata PEIE EENETI 
og Pg , Pe 
Vigta_nxin-n = |azrrtzazrh ILIE 9r,.,9r, 


Əxr,Ər,,, 
将 (6. 5. 2. 29) 一 (6. 5. 2. 33) 式 代入 (6. 5. 2. 27) 式 ,并 可 知 应 有 

a" (Cr) Vg, G (r) HR VBen G (r) +a! (r) Vg, oh + h! Vigin xmnh 

rh Yg Vieio 
V 


zi ; 
Eino Vigia 


| = a' Vg (x°)a 
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以 及 (6. 5. 2. 23) 式 , 便 有 
a Vig (x )a 
ZO) — ar Vifaa = o7 |T Vz (x) 


a' Vig, (x )a 


所 以 
z0) = a! [Vf — Jovsa Je —(6.5.2.34) 
因此 ,在 投影 目标 函数 z(t) 上 ,x 为 局 部 极 小 值 点 的 充分 条 件 就 是 
z0) > 0a" [V° f(x) — Xe Ge ]e 之 0 一 (6.5.2.35) 


但 由 (6. 5. 2.4) 式 ,决定 a 的 方向 向 量 h € R" 是 任 取 的 , 且 全 部 任 取 的 h E 


R" h > 0 所 决定 的 @ 向 量 (全 体 ) 刚 好 就 是 纪 (x) 集 合 ,所 以 , 便 知 在 x 是 
(P1) 规 划 的 所 有 如 x(0; is is，…，, i,) CX 决定 的 交 曲 线 上 的 局 部 极 小 值 


点 的 二 阶 充分 条 件 是 对 于 任 一 不 为 0 的 a € Ža 成 立 


a [Vf — Davig, x") Ja >0 aO 一 (6.5.2.36) 
至 此 ,实际 上 已 经 导出 了 本 章 一 开始 所 引 的 非 线 性 规划 中 的 广义 Kuhn - 
Tucker 条 件 和 二 阶 (必要 ) 最 优 条 件 . 但 在 继续 分 析 之 前 , 先 利用 以 上 的 结果 导 
出 Lagrange 函数 及 乘 子 法 ,并 说 明 其 几何 意义 . 
在 本 章 开始 处 已 经 指出 ,Lagrange 函数 的 导出 及 其 意义 在 传统 的 约束 最 优 
分 析 中 (似乎 ) 是 存在 含糊 的 问题 . 而 由 以 上 的 分 析 , 从 (6.5.2.3) 式 到 
(6. 5. 2. 36) 式 ,可 知 对 任 取 的 hE R 可 决定 a € 2' CG) 并 由 此 决定 投影 函数 
zx(b, 且 zx(0) 的 图 像 在 Z.(x ) 线 性子 空间 ,z(0 在 冯 是 f(x) 沿 x(0) CX 边界 曲 
线 上 的 局 部 极 小 值 意义 上 与 FCx(6)) 曲 线 具 有 0 阶 、1 阶 、2 阶 等 价 性 质 ,同时 可 
知 若 构造 以 下 函数 


L(x,@,) = f(x) — Dog a i€ lx) 一 (6.5.2.37) 
f 


显然 L(x, %,) 在 x 二 x(0; 1, 2,…, r) 曲线 上 的 图 像 ,在 癌 是 fa 
线 的 局 部 极 小 值 点 时 , 令 o, 满足 (6. 5. 2. 23) 式 ,那么 , L(x, @,) fE x = x° 处 与 
zx(0 的 图 像 也 具有 0 Br .1 阶 、2 阶 等 价 性 质 ,因此 利用 工 (x，o, ) 函 数 便 可 以 直接 
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地 利用 (6. 5. 2. 3) 式 、(6. 5. 2. 36) 式 用 以 判断 x 是否 能 够 成 为 X 的 局 部 极 小 值 
点 .这 就 是 Lagrange 乘 子 法 的 由 来 . 事实 上 , 当 我 们 将 Z, (x°) 看 成 是 原点 在 x° 
点 处 的 RH EARP E Oh,h,…h。,z 那么 ,对 任 取 的 hE€ R", "4 x Mk 
x(0) 边 界 曲线 移动 时 所 决定 的 L(x, @,) 在 x° 处 与 z(?) 曲 线 相 切 ,并 且 /(x(0)) 
曲线 也 在 x° 点 与 上 L(x，w,)、z (+) 曲线 相 切 ,同时 ,由 于 x(9) CX 从 而 
ga) =0 90E€[0,e],iE€ I), LO, w,) 曲 线 与 f(x(0)) 曲 线 是 重 
合 的 

从 几何 意义 上 讲 , 可 以 有 图 6. 5. 2. 2. 其 z 
中 , 设 g OORE Or x: 坐标 平面 上 的 函数 . 在 
图 (了 ) 中 ,g Æ X 的 边界 曲线 (由 x(9) 所 决 
定 ).g 上 的 x" J X 的 局 部 极 小 值 点 . 避免 三 维 
作 图 ,将 SOOW g 曲线 上 的 值 以 与 g 曲线 垂直 
方向 的 距离 直接 标注 在 图 ( 册 ) 上 . 这 里 设 
f(x(0)) DO 标 在 g 曲线 的 上 方 : 

现在 用 图 (了 工 ) 表 示 Z,(x") 空 间 , 并 在 其 上 
建立 Otz 坐标 系 . Ot z 的 原点 在 x” 点 处 (为 方 
便 起 见 ,Ozz 原点 与 x” 的 分 量 z 对 齐 , 并 使 : 
轴 与 z, 轴 平 行 , 这 相当 于 将 图 (上 ) 中 g 曲线 在 
x° 点 处 的 切线 4 上 的 点 投影 到 xz, 轴 上 ). 将 图 图 6.5.2.2 
(下 ) 中 了 曲线 与 曲线 间 的 距离 对 应 到 图 (IT) 
的 Oi 坐标 系 上 ,如 处 f. g 曲线 间 的 距离 是 A 巨 , 便 可 决定 图 CI) 中 xz 点 处 
的 a5 线 段 ,从 而 得 5 点 ,5 点 就 是 z(1) 曲 线 上 的 点 . 以 这 种 方法 便 可 决定 图 ( 工 ) 上 
的 =(2) 曲 线 . 由 上 述 的 分 析 ,应 注意 


Ls eng 
的 意义 , 故 图 ( 工 ) 中 的 z 曲线 同时 就 是 Lagrange 函数 沿 g 曲线 上 的 图 像 . 
那么 ,由 以 上 的 作 图 法 即 知 ,z(w) 曲 线 与 f 曲线 在 x 点 处 的 0 阶 等 价 是 指 


z’ =z(0) = (x°) = x° f° 


DMR f RH 1 EMERIK = 是 z(4) 曲 线 的 极 小 值 点 ,从 而 = = 


0=>z(1) 曲线 在 ri 点 ( 即 x° 点 处 ) 的 切线 :是 水 平 线 ( 见 图 6. 5. 2.201 )). 
"是 了 曲 线 上 的 极 小 值 点 , 故 f. g 曲线 在 f°. x° 点 处 的 切线 应 是 平行 的 ， 
如 图 6.5.2.2( H PHY 2. 1, 切线 . 从而， 
Vf) = o W> V.,L (x°, ao) 一 0 


这 就 是 (6. 5. 2. 3) 式 . 
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zx(t) 曲 线 与 了 曲线 的 2 阶 等 价 性 是 指 在 z 点 处 ,z(t) HI R E F M y> 


an >00" VIL (x°, 0a > 0 (或 z(1) 在 t=0 附近 为 常数 ); 在 "点 处 ,f Hi 


线 是 沿 g 曲线 递增 的 ,而 从 以 上 的 分 析 易 见 L (x, @,) 曲 线 与 z(t) 曲 线 在 Z, (x) 
空间 上 亦 具 有 0 阶 、1 阶 、2 阶 等 价 性 质 . 

注意 到 L(x, oD MRA f(x) 在 x 点 邻 域内 的 0 阶 等 价 性 质 ,并 且 , 下 标 
集合 I(x") 预 先 并 不 知道 ,因此 ,形式 上 ,(6. 5. 2. 3) 式 、(6. 5. 2. 36) 等 式 中 的 ieE 
Te) 条件 可 以 用 


eg (mas 0 i= l,.,2 s, —(6. 5. 2. 38) 


条 件 替代 . 但 这 样 做 的 代价 则 是 易 造成 误解 ( 见 S 6.6 节 附 录 一 ). 
利用 以 上 的 各 个 结论 ,就 可 以 得 到 以 下 条 件 
定理 6.5.2.1 广义 Kuhn -Tucker 条 件 (一 阶 必要 条 件 ) 
设 是 (P1) 规 划 的 解 ,z 点 是 正则 的 ,并 设 点 处 一 阶 约束 品 性 


Z) = S(X, x°) 
成 立 , 则 存在 向 量 o, = (o, ， o, > > w) 并 使 


Vf) = Do; Ye, (x°) 
7 


wg x) =0 j=1,2, mr (600:39) 
w, > 0 
Hi, € IG), r 是 向 量 组 Ve,(x) G € IO) 的 秩 . ll 


若 利用 (6. 5. 2. 38) 式 ,可 得 到 以 上 条 件 判别 式 (6. 5. 2. 39) 的 另 一 种 表示 ( 即 
更 接近 传统 形式 的 表示 ): 
Vf) = Y wg, a) 


mgi(z) 0 i=l, 2, e ke 一 (65240) 
w > 0 
但 需要 注意 ,(6. 5. 2. 40) 式 的 准确 意义 仍 只 能 被 理解 为 是 指 (6. 5. 2. 39). 这 即 是 
说 ,(6. 5. 2. 40) 式 中 的 乘 子 四 = (wo ,，w ，…， w,) 只 能 被 看 成 是 由 (6. 5. 2. 39) 式 
中 的 乘 子 @, = (o, ，w,，*…，w; )， 通过 下 式 拓展 而 成 , 即 对 (6. 5. 2. 40) 式 中 的 
RTA o, i= 1, 2,…,&, 可 取 为 
@ 220 i=i i, € IG) j=1,2,--, r 
“| 0 š tly ak 
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r È Jacobi HBF G) AEk. 对 本 书 以 下 (为 方便 叙述 ) 所 使 用 的 (6. 5. 2. 40) 式 形 
式 的 乘 子 o 都 只 应 如 此 理解 . 

再 重复 指出 ,将 含有 等 式 约束 万 (xz) = 0 条 件 的 一 般 规划 问题 ,用 h,(x) > 
0, —h,(x) > 0 不 等 式 约束 替代 ,并 由 关于 核 规划 的 分 析 中 的 结论 ,马上 可 以 从 
以 上 定理 中 得 到 传统 形式 上 的 Kuhn - Tucker( 一 阶 ) 条 件 (如 (6. 1.3) 式 ). 对 此 
不 再 予以 详 述 . 

定理 6. 5. 2. 1 与 本 章 开始 处 所 引 的 Kuhn - Tucker 条 件 形式 上 的 区 别 仅 在 
于 用 一 阶 约束 品 性 Z (x*) = SX, x) 替代 了 (ZI (x°) = SX, x°)”. 

定理 6.5.2.2 二 阶 (必要 ) 条 件 

设 ° 是 规划 (P1) 的 局 部 极 小 值 点 ,并 设 一 阶 最 优 条 件 成 立 , 并 且 在 x" 处 二 


阶 约束 曲 性 ( 工 ) 成 立 , 则 对 天 0, a € ZG), fi 
4 
a [VA — Dovig,(x') Ja > 0 —(6. 5. 2. 36) 
= 


= 

定理 6.5. 2. 2 与 本 章 开始 处 所 引 的 二 阶 必要 条 件 的 差异 ,在 于 用 “二 阶 约束 
品 性 (I)” 替 代 了 那里 的 “二 阶 约束 品 性 (A)”. 

这 里 尚 可 对 于 定理 6. 5. 2. 2 为 何 仍 只 是 二 阶 必要 条 件 给 予 一 些 解释 . 由 上 

文 的 分 析 已 经 指出 ,(6. 5. 2. 36) 式 相对 于 某 个 具体 的 方向 向 量 a: 及 所 决定 的 边 

界 交 曲 线 *(6) 而 讲 , 是 f(x) 在 x(9) 交 曲线 上 以 x° 点 为 局 部 极 小 值 点 时 的 充分 

条 件 . 但 对 于 可 行 区 域 X( 在 x 点 的 邻 域 ) 来 讲 , 要 使 条 件 (e. 1) 与 条 件 (c. 2) 同 

时 成 立 ,x 点 成 为 局 部 极 小 值 点 才 具 有 充分 性 . 但 现在 在 定理 6. 5. 2. 2 中 所 要 


求 的 实际 仅 是 (6. 5. 2. 36) 式 , 即 仅 考察 了 儿 (x?) 集 合 中 的 全 体 ( 非 0) 的 方向 向 
Hee. 由 上 一 节 的 分 析 已 说 明了 ,一 般 地 成 立 包 Cx ) C a, 且 在 二 阶 约束 品 


HEODEZ GORA HAEE O 向 量 @ 也 可 以 对 应 于 X 区 域 在 xe 点 邻 
城中 的 二 次 可 微 边界 曲线 x (0). 而 这 些 x(0) 中 , 尚 有 部 分 未 及 验证 是 否 全 部 
成 立 


f(x(0)) > f(x°) 0 € [0, e] 


所 以 , 当 且 仅 当 估 (x) = 各 Cm) 时 ,定理 6.5. 2. 2 才 是 充分 性 的 . 一 般 地 ,定理 
6. 5. 2. 2 只 具有 必要 性 . 

这 一 问题 后 面 还 会 涉及 . 从 以 上 关于 SOTE x(0) 曲 线 上 的 局 部 极 小 值 点 
的 分 析 中 , 其 实 附带 地 已 经 得 到 了 等 式 约 条 件 下 的 一 阶 必要 条 件 即 
(6.5.2. 24) 式 ( 且 对 于 o, 乘 子 没有 符号 限制 ) 以 及 二 阶 充分 条 件 (6. 5. 2. 36) 
式 . 这 些 结论 为 人 所 熟知 , 竹 需 再 行 详 述 . 所 需 特别 指出 的 仅 是 (6. 5. 2. 24) 式 
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中 的 乘 子 向 量 o, 是 由 (等 式 ) 约 束 条 件 g, (x) = 0 中 , 极 大 线性 无 关 Vg} (x° ) IË] 
量 组 决定 的 . 当局 部 极 小 值 点 x° 满足 一 阶 约束 品 性 以 及 二 阶 约束 品 性 ( 工 ) 
时 ,由 这 样 的 极 大 线性 无 关 向 量 组 的 下 标 子 列 所 决定 的 g; (x) = 0 构造 的 交 曲 
线 x(9) 上 的 局 部 极 小 值 点 x 一 定 也 就 是 全 部 约束 条 件 g,(x) = 0, j € IG) 
时 的 即 X 可 行 集合 上 的 局 部 极 小 值 点 . 

同时 ,由 以 上 分 析 易 知 ,要 求 OARE t — 0 处 的 二 阶 导 数 大 于 等 于 0, 即 


dz(0) 20) _ € VLX , @)a 


ar = lal: = aa 全 0 (6. 5. 2. 41) 
其 中 VL (x°, @) = Vf(x) — Dw, Vga) 
: 
E EZO p tak =(2) 曲 线 在 ， — 0 处 的 曲率 513 且 由 (6. 5. 2. 36) 式 ,对 全 体 


dë 


aea), G 0, 在 同样 的 下 标 子 列 下 所 构造 的 交 曲 线 x(0; is is，…, i,) 以 
及 由 此 决定 的 (2 投影 曲 线 全 体 理解 为 线性 子 空间 Z, a) E A h L. ,那么 ， 
由 (6. 5. 2. 36) 式 的 要 求 ,以 及 Gauss 主 法 截 曲 率 的 定义 ,其 实 就 是 要 去 检验 以 下 
规划 所 决定 的 主 法 截 曲 率 的 符号 ， 
Bf a VLX, œa 
| Vg: (x) ea =0 i=1,2, =, r 一 (6.5.2.42) 
si 位 : i 
这 里 设 Vg'(x' ) 为 极 大 线性 无 关 向 量 组 ,并 且 g,(x) = 0 决定 的 交 曲线 x(0) 在 x° 
邻 域内 成 立 g(x(0)) = 0 i=l, 2, e, k. 
由 以 上 分 析 已 经 知道 ,(6. 5. 2. 42) 式 的 规划 的 解 就 是 以 下 u 多 项 式 
pl VL, 0) Vg, (x), Vga), =+, Vg, (°) 
Vgi (x°) 
Vg; (x°) 


0 —(6. 5. 2. 43) 


Vg! (x°) 
的 m — r "fit n,. p 就 是 VL(x, 0) SEBEfEVg; (x° )a = 0 约束 下 的 拟 特征 值 . 并 
H(6.5.2.43)sCrBVg,(x° ) WJ FERT RR ICz) 中 的 任 一 让, i es i F3 R 
要 Vg; (x ) 线 性 无 关 ,p; 就 是 不 变 的 .已 知 y 就 是 Z。(xe) 线 性 子 空间 上 的 工 . 曲 


51] 参见 $2.1 节 的 (2.1.7~10) 式 及 其 后 的 说 明 . 
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面 在 z(t) ,t==0 处 的 m 一 r 个 主 法 截 方向 曲率 . 故 等 式 约束 条 件 下 二 阶 充分 条 件 
(6. 5. 2. 36) 式 的 要 求 也 就 是 ViL (x , @) 和 矩阵 的 m 一 7 个 拟 特征 值 k; > 0. 这 一 条 
件 等 价 于 VL (x",，@) 矩阵 半 正 定 , 其 传统 的 判定 方法 也 就 是 由 Arrow. 
Enthoven 导出 的 判别 法 . 
以 下 给 出 一 个 示例 ,表明 投影 函数 的 构造 . 
例 6.5.2.251) 
min f(x) = zt + (xz, — 2)° 
s.t h(x) =B8zi—z,=0 (820) 
解 出 局 部 极 小 值 点 ,并 构造 出 投影 曲线 . 
作 Lagrange 函数 
L = f(x) — th(x) 
现在 h(x) 是 Or z, 坐标 平面 上 的 


z, = fri 
曲线 即 抛物 线 . 极 小 值 点 处 的 一 阶 必要 条 件 是 
2L = 2r, —2tBz, = 0=>z, = 0 or 1—tB8 = 0 
EPS 
PL -2(m 2) +t=0=>xz = d2 >0>t<4 
an 2 


anr] 


4 1— {8 > 0, ViL 是 ( 半 ) 正 定 的 , 且 拟 特征 值 由 


Ap 一 2(1 一 W) 0 一 2pzr， 
0 一 2 1 |=0 
— 2px, 1 0 


决定 ,得 
_ 2 — tO +8p ai 
F” +z 


OD 引 自 (现代 应 用 数学 手册 一 一 运筹 学 与 最 优化 理论 卷 ), 清 华 大 学 出 版 社 . 1999 年 .第 102 页 .但 此 
例 应 属于 McCormick, 可 见 《 非 线性 规划 》 上 册 ,M.Avriel, 第 45 W. 
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BAM z #0>1—=0 t=. 再 由 n > 0 知 必 应 有 > 本， 此 时 有 之 
0, 即 有 2 个 严格 局 部 极 小 值 . 


z, =+ [a-a] z = 去 (4 一 到) 
当 z = 0 可 得 5 = 4, 要 使 /> 0, 应 有 < L. 


例如 取 一 + > ARUMER E = VZ, D' Bb. RBR = VZ, 
D", 此 时 
VE) = (2/2, 一 2)7 Wx) = (V2 ,一 1)7 


以 下 利用 坐标 平移 及 正 交 变 换 方法 来 构造 投影 函数 . 先 确定 Z,(x") 子 空间 . 
从 Vha )a = 0 中 得 到 归 一 化 的 向量 


作 UV _ 
l| Vf) | 1 


有 erd= 0. d 是 与 a 正 交 的 归 一 化 方向 向 量 512 
在 h(x) = 0 曲线 上 的 x 点 处 建立 Or s 坐标 
系 ,如 图 6. 5. 2. 3 所 示 . 其 中 


t$: x, 二 x 十 Qt (1 轴 即 是 h fE x° 点 的 切线 ) 
s 轴 : x, = x° + ds 
由 此 将 Or z, 坐标 系 变换 到 Ors 坐标 系 .并 令 V G, z) =Z), z € RÄ 


图 6.5.2.3 


513 在 决定 4d 的 时 候 也 可 以 使 用 WCx*)/ VGD | 的 方式 . 
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四 as—d,t 1+ 1 2, 
i 
ama q = ad, V3 N3 


从 而 可 将 h(x) = 0 变换 成 h(t, s) = 0, BJ 


1 Tre GNT 1 Z 
h: sM- /s:- 3] = En 


由 此 可 得 到 在 上 = 一 0 处 


ah 3 dh 
一 一 一 二 天 0 一 =0 
Əs a 3t 
从 hlt, s) = 0 中 可 得 到 s = s(t) 函数 , 且 
ds(0) 
— =o 
dt 


另 由 f(x) — fa, s) 的 变换 得 到 
2 2 
E j 1 2 
fü, s) = Mz- s-z] + F: 2 F 


z= f(t, s()) = z() 
这 就 是 /(x) 在 x 沿 h(x) = 0 曲线 变动 时 ,在 x 点 邻 域 处 投影 到 Z, (x° ) 线 性 空 


则 令 


间 上 的 函数 形式 . 
易 证 
z = f(0, s(0)) = fx) =3 
Zo 
dt 


从 而 投影 函数 zC) 在 上 = 0 处 的 切线 ,在 Z.(x ) 空 间 上 是 平行 于 上 轴 的 水 平 线 ， 
这 在 Orriz 坐标 系 上 即 表 示 f(x) 在 x 沿 h(x) = 0 曲线 上 变动 时 ,在 x* 处 ， 
f(x) 的 切线 与 h(x) = 0 的 切线 平行 . 


I 
dx(0) _ -fi -| 
d V3 
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V3 dz(0) 4 
p AN Ta 
故 RE SOE h(x) = 0 上 的 局 部 极 小 值 点 . 
KAR, Z OORE Or rz 坐标 空间 上 ， 


x=x +e tER 


决定 的 与 = 轴 平 行 的 平面 . Z.(Cx') 子 空间 与 ACx) = 0 fE x° 点 处 相 切 , 故 又 可 将 
Z,(x ) 看 成 是 h(x) 在 x” 点 处 的 切 空间 . 

以 上 解法 是 以 坐标 变换 的 方式 构造 出 z(t) 投 影 函 数 ,虽然 繁琐 ,但 几何 关系 
很 清晰 . 下 面 再 给 出 利用 上 文 所 用 的 参数 化 方法 构造 投影 函数 . 


由 P 一 一 1 天 0 可 知 总 能 将 ACx) = 0 看 成 是 z, = z, Cr) 这 样 的 函数 . 


作 参 数 化 的 z, (zi ) 函数 ,即将 zi 看 成 为 参数 且 在 x = x° 处 ,由 


易 知 Y(0) = 一 eaTVLCOm ,De 一 Ap>0 


Wa) = e] 
一 1 
得 
WT’ )a = 0=>a [ 1 k DER 
xa 一 = 
2pz) 
作 
x(0) = f == 
zx, = Beri + kO)? 
得 到 
z(0) = f(x(0)) = (z! +O)? + [BC zt + kO)? — 2J° 
2 ° ° o 全 Q£ 
A = (x— x°) _ G + Brila + 0) z), 
lal [al 
lall = (1 +48 (1)? | k| 
有 


A +4p zi (zi + 0))k° 
lal 


z'(0) = 2z, (1 + 28(=z, — 2))Ë 


(0) = 


故 z'(0) = 2z1 + 2A Rai)? —2))k /'(0) = lal 
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由 一 阶 必要 条 件 , 令 
z (0) 一 0 


EDP zt #014 2p (zi — 48= 0 


(2) # xi = 097 = 0 
考虑 二 阶 条 件 ， 
鸡 (0) = (2 十 48(zs — 2) + 88x,)k° 
z”(0) = (2 +48X8(z1)° — 2) + 8B? Cxi)? Dk? 
z(t) 曲 线 在 t = 0 处 的 曲率 是 
LEW _ z0) 2 一 8 十 128 Cn) 
de lal: 1 十 4 有 (zz 


O Haito, at =t EE, a 


d’z(0) 168 一 4 1 
= = = 
u F Bp—1 >o (>37) 


RP= + Da = 4: 此 结果 与 以 上 坐标 变换 投影 方法 一 致 
(2) 当 z =0 


u= 2(1—4D 


故 "80 < ° = (0, 0)! 为 局 部 极 小 值 点 ; 


ajm 
x. 


“et x = (0，0)7 为 局 部 极 大 值 点 . 
易 知 ,在 双关 0 时 


V(X) = J G> Lagrange 乘 子 为 《一 z 


在 zi 一 0 时 
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VA) =4Wx) C=4 


这 些 结果 与 利用 Lagrange 乘 子 法 的 结果 一 致 . 
图 6.5.2.4 画 出 了 空间 Or zz 上 在 
x° =(0, 0)" 处 的 投影 曲线 空间 示意 图 . 这 


BRELL. Z, 阴 影 区 域 即 为 Z. Ge) ss 


间 ,O, HEKRA Orr, 坐标 平面 . f. h 
分 别 为 x WY h Cx) = 0 曲线 上 的 目标 函数 曲 
线 及 约束 函数 曲线 . Z, 分 别 与 1、h 在 A、O 
点 相 切 .了 曲线 投影 到 Z, 空间 上 就 得 到 了 > 
曲线 .A 点 就 是 x 曲线 的 局 部 极 小 值 点 . A 
点 的 zx, 、z; 坐标 就 是 x = (0, 0)7. fE < HH 
线 上 利用 求 取 极 值 的 一 、 二 阶 条 件 , 就 可 以 
推导 出 Lagrange 乘 子 方法 . 

x° 局 部 极 小 值 点 的 充分 性 判别 公式 . 


上 文 已 经 指出 ,由 于 一 般 地 可 以 有 

A 

Yt 
故 仅 基于 各 (x*) 集 合 的 方法 向 量 e 的 判别 条 件 (6. 5. 2. 36) 式 仍 只 能 具有 必要 性 
的 意义 ,那么 , 若 将 (6. 5. 2. 36) 式 中 a € ŽA 的 条 件 扩展 为 a€ Za 0, 
HJ x° 点 处 二 阶 约 东 品 性 (了 ) 成 立 , 且 x° 点 满足 一 阶 必要 条 件 , 则 若 

a". [Vf — So Vea) ]a>0 ae Ža) azo 
— (6. 5. 2. 44) 


MÜ x° 就 是 X 可 行 区 域 的 严格 局 部 极 小 值 点 的 判断 ,是 否 成 立 ? 对 此 ,已 经 知道 
以 上 条 件 是 成 立 的 . 这 里 只 需 给 予 具体 的 说 明 即 可 . 

可 以 理解 , 当 要 求 x 点 是 N, (x°) 门 X 的 严格 局 部 极 小 值 点 ,所 对 应 的 条 件 
(c. 1) 的 判别 式 应 是 将 (6. 5. 2. 2) 式 改变 成 


Vf )E>0 EZ) 一 (6. 5. 2. 45) 


而 所 要 求 的 一 阶 约 东 品 性 成 立 的 条 件 不 变 . 由 线性 化 锥 Z; (x ) 的 定义 ,对 所 有 


OD 显然 易 见 ,将 (6. 5.2.4) 式 中 的 a € Z'a 的 条 件 .拓展 为 a € Zo, 依然 可 推导 出 相对 应 的 
(6. 5. 2. 34) 式 ,即将 (6. 5. 2. 34) 式 中 的 下 标 i WAR: ,把 RR d. 
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的 @ 关 0, a € inz (x° ) 的 方向 向 量 , 有 
Vg (xa > 0 ¿€ IG) 


因此 , 若 x° 点 处 一 阶 必要 条 件 成 立 , 即 (6. 5. 2. 3) 式 成 立 , 就 总 有 ( 亦 可 参见 上 一 
章 关 于 加 强 的 Farkas 引 理 的 论述 ) 


V(x)a>0 当 w 关 0 aE inZ) 一 (6.5.2.46) 


也 就 是 说 ,对 于 Z:(x*) 集 合 的 内 点 集合 ,所 要 求 的 x° 为 严格 局 部 极 小 值 点 的 条 
件 (c.1) 的 要 求 (6. 5. 2.45) 式 ,已 包含 在 判别 式 (6. 5. 2. 3) 式 之 中 . 这 样 , 对 于 
(6. 5. 2. 44) 式 只 需 再 考察 


G€ (Zi(x)—intZ(x)) a#0 一 (6.5.2.47) 


的 方向 向 量 即 可 . 但 可 注意 , 任 一 由 (6.5.2.47) 式 决定 的 方向 向 量 a, 必定 是 
形 如 


Or 0 j=1,2,--, d i EIX) 


—(6. 5. 2. 48) 
Vg (x )a>0 i€ G) ii, 
等 式 一 不 等 式 方程 组 的 解 . 
设 (6. 5. 2. 3) 式 中 ,有 
Vf) = 六 ww Vg, G°) 1 < r < rank(G(x°)) = r 
站 (6.5.2.49) 
w, >0 j € I(x’) 
成 立 . 那么 ,对 于 满足 (6. 5. 2. 47) 式 的 任 一 a 向 量 , 它 或 者 是 
Val (x )a=0 k=l, 2, =, r 
| I —(6.5.2.50) 
Vg (x )a>0 i€ 1Ix) í j, 


方程 组 的 解 ,或 者 不 是 . 当 这 一 满足 (6. 5. 2. 47) 式 的 a 不 是 (6. 5. 2. 50) 式 的 解 
时 , 即 是 说 至 少 有 一 个 下 标 j。 1 三 过 x ,使 


Vg (x )a>0 Vaa EI iZ j 
成 立 ,那么 ,由 (6. 5. 2. 49) 式 ,因为 wm > 0, 对 这 一 € 总 又 成 立 
V(x Ja>0 


也 就 是 说 ,对 于 (6. 5. 2. 47) 式 决定 的 a 全 体 中 ,所 有 不 是 (6. 5. 2. 50) 式 方程 组 的 
解 的 a 是 满足 (6. 5. 2. 45) 式 的 要 求 的 . 换 句 话说 ,对 于 x 成 为 严格 局 部 极 小 值 
点 所 对 应 的 条 件 {c. 1) 成 立 的 判别 式 (6. 5. 2. 45) , 尚 需 检验 的 仅仅 是 (6. 5. 2. 50) 
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式 决定 的 a. 显然 ,(6. 5.2. 50) 式 决定 的 ARER OORA O 
另 一 方面 , 设 x° 点 处 二 阶 约束 品 性 ( 开 ) 成 立 , 并 设 (6. 5. 2.49) 式 中 的 下 标 
FA j. je U jr 就 是 满足 二 阶 约束 品 性 ( 卫 ) 条 件 中 所 指 的 下 标 子 列 {i， 


ie 入) 这 样 , 任 一 a Z 0, a € 2 G) 的 方向 向 量 都 可 决定 交 曲线 x(0) 一 
x(Ó; jis jas ts ja) C X, 0€ [0, e]. 由 于 x 是 交 曲 线 x(9) 上 的 严格 局 部 极 小 
值 点 的 二 阶 充分 条 件 , 显 然 就 是 (6. 5. 2. 44) 式 成 立 . 故 (6. 5. 2. 44) 式 成 立 就 满足 
了 条 件 (c.2) 成 为 严格 不 等 式 ,同时 由 以 上 的 分 析 ,(6. 5. 2. 44) 式 成 立时 刚好 也 
满足 了 对 于 条 件 (c.1) 的 检验 的 完整 性 要 求 . 而 至 于 x° 为 其 他 的 (可 能 的 ) 边 界 
交 曲线 上 的 严格 局 部 极 小 值 点 的 检验 ,由 以 上 的 分 析 , 其 实 亦 已 包含 在 由 
(6. 5. 2. 47) 式 决定 的 a 同时 又 是 (6. 5.2.48) 式 的 解 ( 但 不 是 (6. 5. 2. 50) 式 的 
解 ) ,由 一 阶 必要 条 件 成 立 (6. 5. 2. 49) 式 即 保证 (6. 5. 2. 45) 式 成 立 的 检验 之 中 ， 
即 已 含 在 一 阶 必要 条 件 成 立 之 中 . 由 此 即 知 , 有 以 下 二 阶 充分 必要 条 件 成 立 . 

定理 6.5.2.3 严格 局 部 极 小 值 点 的 充 要 条 件 

对 于 (P1) 规 划 , 设 x € X, 并 设 x 点 处 一 阶 约束 品 性 和 二 阶 约束 品 性 ( HI) 
成 立 , 若 存 在 向 量 @, 满 足 


V(x )— Dove =0 
w, wya 0 i=l,2, |, k 
w > 0 
URVO je lo 向 量 组 线性 无 关 , RATA axo, a € 2a), H 
a [VF — 六 wxeo]je>。 —(6. 5. 2. 44) 


则 x 是 X 的 严格 局 部 极 小 值 点 . " 

这 一 条 件 的 必要 性 易 见 而 充分 性 已 由 以 上 论述 了 . 这 一 条 件 与 本 章 开始 处 
所 引 条 件 的 差异 ,在 于 第 一 是 关于 二 阶 约束 品 性 (JI ) 的 表述 上 523 当 二 阶 约束 
品 性 ( 卫 ) 成 立 , 若 x 是 X 的 (P1) 规 划 的 严格 局 部 极 小 值 点 , 即 表示 了 至 少 能 有 
1 个 基 乘 子 向 量 o, ih 四 /的 正 数 分 量 的 下 标 子 列 所 决定 的 Zi (x ) 集 合 存在 , 且 
We Oo 上 a 点 能 满足 严格 局 部 极 小 值 点 的 充 要 条 件 的 要 求 .第 二 即 在 于 增 
加 了 Vg,(x*) j € OO 向 量 组 线性 无 关 ( 由 推论 6. 2. 1. 1 的 结论 ) 这 一 条 件 . 


A A 

[1) 严格 地 说 应 是 Z'(x?) 的 方向 锥 Za = (6 lš € Ao, ETE = 1} ,但 这 不 会 对 以 下 分 析 造 成 
实质 性 的 影响 . 

C2) 本 章 开始 处 所 引用 的 严格 局 部 极 小 值 点 的 充分 、 必 要 条 件 , 其 实 隐 含 地 引用 了 二 阶 约束 品 性 (A). 
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对 这 一 点 ,以 下 还 有 进一步 的 说 明 . 


由 上 分 析 易 知 , 当 全 (x?) = ZO), 则 二 阶 ( 必 要 ) 条 件 (如 果 (6.5. 2. 36) 
式 能 成 为 严格 不 等 式 ) 同 时 就 是 充分 的 . 


应 着 重 指出 ,定理 6. 5. 2. 3 中 的 增加 的 条 件 “VgiCxe) jc 了 Cx?) 线性 无 
关 ” 不 能 省 略 . 这 一 条 件 等 价 于 要 求 o 乘 子 向 量 是 由 某 个 基 乘 子 向 量 扩展 而 来 
的 . 若 省 略 这 一 条 件 ,定理 6. 5. 2. 3 就 只 能 看 成 是 充分 条 件 了 513 以 下 的 示例 可 
对 以 具体 说 明 . 

例 6.5.2.3 考虑 例 6.1.2 中 的 (P1) 规 划 问题 的 二 阶 最 优 性 条 件 . ih Bl 
6.1.2 的 结果 ,有 x? = (a, 0)7,0 一 a 一 2， 


væ = [2] v oy =-[ v; wf] 
IS ek lo | | Ve 


0 0 
2 0 0 0 
eey z py = 2 有 
Vf(x)= [。 ,| Vg (x) 一 i M Vg, (x°) L | 


|Y rea] 
-四 sI 


都 是 满足 一 阶 ` 二 阶 必要 条 件 的 乘 子 向 量 . 现 取 o° ,有 


| 一 


A A 
Z'(x°) = Z’ (x) = |z 


并 已 知 


2 
ViL (x°, ot) = Ver) 一 (4 一 2a) 。 G 4. Viga = [0 °] 


是 半 正 定 的 , 且 对 于 z € Pa = +0,4 
z' VEL (x°, e° )z = 0 
即 不 满足 (6. 5. 2. 44) 式 . 但 可 以 知道 x° 点 是 严格 极 小 值 点 . 因为 车 取 ow! 向 量 , 作 


z. ç 
VIL (x°, œ) = Vf) — 0 + Vg, (x°) — 2a * Vg, (x?) = Ë 2 ] 
J 


HF 0 <a<2, #& VEL (x°, w) 是 正定 的 ,所 以 , VL (x° , o) 一 定 也 是 约束 正 


CID 在 传统 文献 中 ,定理 6. 5. 2.3 确 只 是 作为 先 分 条 件 的 形式 存在 的 , 且 其 表述 中 条 件 “Vg (x) 
jE loe 线性 无 关 " 是 没有 的 . 
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定 的 .对 zE 205 +Z 04 
zz VLX, oz 一 (2 一 ao 二 0 
即 知 以 上 结论 . 

FE w, o 所 决定 的 ViL(。 ) 和 矩阵 的 有 定性 质 的 差异 ,原因 在 于 w? 向 量 不 
EERTE. 因为 由 基 乘 子 向 量 的 定义 , 基 乘 子 向 量 o PERE o, > 0, j 
= 1, 2，…， d < r f FEF i, IIR Ve, (7 向 量 一 定 是 线性 无 关 的 . 而 在 a° 
向 量 中 , 它 的 2 个 正 数 分 量 所 对 应 的 Vg, (x )、Vg; (x ) 是 线性 相关 的 ,所 以 ,ow 不 
是 基 乘 子 向 量 . 由 推论 6. 2. 1. 1 所 述 , 从 e 中 总 可 以 消除 掉 允 ,ii = 1, 2 中 的 一 
个 ,从 而 得 到 基 乘 子 向 量 . 由 本 章 Š” 2 节 所 述 的 方法 (6. 2. 1. 13) 一 (6. 2. 1. 18) 式 ， 

Vf) = (4 — 2a) * Vg, (x°) + 4 ° Vg, (x°) 


由 Vga (x°) =— Vg, (x°) Vg, (x°) +Vgi (x°) = 0 
. /4—2a 4\) 414—2a 
得 min( 1 ? 工 )= = 


isie ag ¿S 1 = 2 


w = (4 —2a) 一 1X Z — 2 


刚好 就 得 到 了 基 乘 子 向 量 ow. 
澄清 这 一 点 以 后 , 即 知 存在 以 下 关于 ( 弱 ) 局 部 极 小 值 点 的 充 要 条 件 ， 
定理 6.5.2.4 ( 弱 ) 局 部 极 小 值 点 的 充 要 条 件 
对 于 (P1) 规 划 , 设 x € X, 并 设 x 点 处 一 阶 约束 品 性 和 二 阶 约束 品 性 CI ) 
成 立 , 若 存 在 向 量 四 ,满足 
Vf) — > wga) = 0 
wg) 一 0 i=l, 2, =, k 
e, > 0 


A 
以 及 Vaj(x') j € loe) 向 量 组 线性 无 关 , 且 对 于 每 个 a 承 0 ae ZO) H 
£ A 
a [Vf — Dovig(x) a0 aE Z'a) 一 (6.5.2.51) 
= 


4 
即 是 说 或 者 ,(1D): aVL, oa>0 VL, @) = Vf) — P oNV g a) 
= 


或 者 ,(2): ar VL, @)a = 0， 且 有 正 实数 8 > 0, EX 0 <t < a, 
fO Ha) 一 常数 
则 x 是 XX 的 ( 弱 ) 局 部 极 小 值 点 . = 
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$6.5.3 多 重 约束 的 Lagrange 函数 Hessian 矩阵 有 定性 的 判别 


在 以 上 诸 定理 中 出 现 的 (6. 5. 2. 36) 式 、(6. 5.2.44) 式 和 (6.5.2.51) 式 二 次 
型 符号 的 判别 ,本 质 都 可 以 看 成 是 多 重 约束 条 件 下 的 Hessian 矩阵 有 定性 的 
判别 . 

在 以 上 包含 有 VL(。) 矩 阵 的 二 次 型 判定 条 件 中 , 若 Zoe) = {0)( 即 此 时 
AH DaD = 名 (xm) 成 立 ) ,不论 雹 LC。) 逢 阵 是 负 定 、 正 定 或 不 定 的 ,二 次 型 
判定 条 件 均 可 视 为 成 立 . 这 一 点 在 前 面 已 提 及 ,此 处 略 加 说 明 . 

这 是 因为 此 时 约束 函数 组 的 Jacobi 矩阵 中 必 含有 m X m Ka ( f.) Bi BE. 
简单 地 设 G(x") 和 矩阵 为 mXm 阶 可 递 短 阵 ,所 以 可 行 区 域 X 在 x" 处 成 一 个 尖 点 
状 ,如 下 图 , 其 中 阴影 区 域 为 某 个 Ors 截 平面 与 N(x ) N X 的 交集 合 ,g :为 其 
边界 曲线 ,/" 是 /(x*) = f(x) 等 值 曲面 与 Ots 的 交 曲 线 ,Lp 是 其 在 x ”点 切线 ， 
Vf/ 是 法 方向 向 量 . 由 于 Na) N X Ex 点 处 是 尖 点 , 故 若 x 处 关于 一 阶 必要 
条 件 成 立 ,那么 ,不 论 "是 上 四 (如 上 图 中 的 (a)) 亦 或 是 上 凸 (如 上 图 中 的 (b)) 
再 或 是 其 他 情形 ,总 必 是 出 现 Na) N X C X; 的 情形 ,所 以 ,x 点 在 一 阶 必要 
条 件 的 保证 下 即 可 成 立 为 局 部 极 小 值 点 了 . 这 就 是 在 这 种 情形 下 ,可 视 二 阶 条 件 
已 满足 的 原因 . 


wy X; 


(a) 


图 6.5.3.1 
例 6.5.3.1 
min f(x) =— r — (r, — a) 


Ee =—=r +z 20 
st 4g (x) = br +r: 20 a,b,c>0 
lko =—r,+c>0 


检验 x° — (0, 0)' 是 否 为 极 小 值 点 . 作 


L =— xt — (z, — a)’ — a (— r, + z,) — o lbr, +a) —o,(— r, -+ c) 
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aL 
SE, E = E) 
bE 
aL 
YP EEE E 
zz 


在 x = (0, 0)7 处 有 


w, = bo, w, +o, = 2a 
2ab 2a 
有 i Capra my 二 0 w=0 


Ix) = {1, 2) = loe. 


$ —1 1 
co» = [ ] 
b 1 


8MLGO HDR BEL, ŽOGO = Ža) = (0). 由 上 知 ,可 视 二 阶 条 件 总 成 立 . 故 
= 点 是 极 小 值 点 . 而 实际 上 ,此 例 中 


+ i C; a 
VL , o) = 
0 一 2 


是 负 定 的 (这 也 表示 本 例 不 是 凸 规划 ). 容易 验证 (0, 0) 点 确 是 极 小 值 点 . 如 用 


xu) = — =. hu rek op ant sd 
= z Ps p s 
1+bL b 1 Z f“1+b' 146° 


从 而 可 行 区 域 X = (x(u)) 
可 得 变换 后 的 f(x) = fu). H 


2 2a T 
velas = [Es r] >° 


即 知 u = 0=>x = x? 处 是 局 部 极 小 值 点 . 


i 20) Z ZO). 此 时 ,检验 局 部 极 小 值 点 的 充 要 条 件 就 涉及 到 
(6. 5. 2. 44) 式 或 (6. 5. 2. 51) 式 的 二 次 型 约束 有 定性 质 的 判定 . 上 文 已 经 指出 ,对 
于 (6. 5. 2. 36) 式 表示 的 二 次 型 约束 有 定性 质 的 判定 ,可 以 方便 地 用 (6. 5. 2. 43) 


式 表示 的 拟 特征 值 多 项 式 的 根 的 符号 即 以 决定 . 这 由 儿 (x') 集 合 的 定义 即 知 .但 
对 于 (6. 5. 2. 51) 式 ,由 于 所 检查 的 方向 向 量 a € 2 O), 情况 就 稍 许 复杂 一 些 . 
HZ (x) 集合 的 构造 ,a € Z O W 


人 o ieta 


Ve (x )a>0 jE lo) 
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是 等 式 一 不 等 式 方程 组 的 解 ,所 以 ,不 能 简单 地 用 以 下 拟 特征 值 多 项 式 的 根 的 符 
号 来 判断 (6. 5. 2. 51) 式 二 次 型 的 有 定性 质 . 


即 如 果 仅 由 VeT Cx")a 二 0 iE 了 Cx) 的 w, 要 判断 二 次 型 
a' ViL(x, oa>0 
显然 可 以 构造 多 项 式 
HH—VL(x, @) Vg, (x°) Ve C(x) + Vg C(x) 
Ve (x°) 


Vg; °) 0 ag 


Te 
Vg, G) 
—(6.5.3.1) 


其 中 (is is o ia) 二 了 Cx?)， 并 由 此 得 到 mm 一 d 个 拟 特征 值 pi. F 20, 
i 二 1,2, =, m—d, 则 以 上 二 次 型 就 成 立 了 . 由 以 上 的 分 析 显然 有 ， 


VL (x, wo) Vf) 


VL , wm) 正定 过 
L VT) 0 


Jex 
VL, 0) Vg, (x°), Vg, QP), = Ves, (x )| 
Vg; O) 
S [Vg] °) 正定 
Vel Oe) 


[VLG 0) Vg, (Ge), Vg, G), = Vg, (x )| 


Vg; G°) 
= | Vg; Ge) 正定 
: 0 
Vg; (°) 
(I<d<r) —(6. 5. 3. 2) 


其 中 “一 ”表示 昔 涵 关系 . 将 (6. 5. 3. 2) 式 中 的 “正定 ” 改 为 “ 半 正 定 ”, 以 上 关系 依 
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旧 成 立 , 对 于 加 边 的 YL C ERCO ER IRAE ARCO EE”. 

MUF Chi St VeT (Da 之 0 jE ID- GO 约束 条 
件 ,判断 以 上 一 次 型 就 需要 利用 法 曲率 符号 分 区 的 方法 .在 名 (um) Z a), 
由 (6. 5. 2. 37) 式 ,Lagrange 函数 为 


a 
Læ, w) = fo) — Ple g. D Ei) 一 (6.5.3.3) 
i 


这 里 总 设 一 阶 必要 条 件 成 立 ,w, 是 某 个 基 乘 子 向 量 的 正 数 分 量 . 
定义 
Zx) = {a | Vf (x )a=0 age R" a'a= 1} 一 (6.5.3.4) 
Zi(x") 是 目标 函数 在 R” 空间 中 的 等 值 曲 面 广 在 x° 处 的 切 空间 (用 方向 向 量 a 
表示 ).Z,(x ) 在 几何 上 是 m 一 1 维 的 超 平面 上 的 以 x 为 圆心 的 单位 圆 . 这 一 超 
平面 就 是 /曲面 在 x° 点 的 切 平面 . 故 由 一 阶 条 件 , 对 任 一 ara = 1 a € 
D >a € Z,(x°). 
fE xm) =x +a (€ R a€ Z,CGx) 
记 R! = Y (x), z) zER RCR" 
则 ”R" 是 m RHES, H R 55 R" 正 交 ,并 可 知 Z, a) C R". 
F, (xC), z) = z— L(x), @,) = 0 一 (6.5.3.5) 
其 中 的 L(x，w, ) 由 (6. 5. 3. DRE. 


对 于 全 体 gE Z a), t, z€ R, F, (x(G), z) 81 T R" 空间 上 的 一 个 曲 
Mi Lr. 对 于 任 一 给 定 的 ge Z (x) a= 0,W 


F(x(@), z) = F,(G(t, z) = 0 


可 以 看 成 是 曲面 Le 与 法 截 坐标 平面 Otz 的 交 曲 线 . 其 中 Or z 坐标 系 的 原点 在 
x° Ék HBD JE R” 空间 中 的 x — x(@) 直线 . 
这 样 ,可 得 到 在 1 一 z = 0 处 已 ((，z) 的 一 、 二 阶 偏 导数 


oF, 


aF, 
=—VL'(x,w)a=0 —=1 
At Az 
2° F, š oF, 2° F, Ə° F, 

= =— a" VL (x° ，o)w 二 一 一 一 一 下 一 0 
ač a? gfaz> Azt 


并 由 此 得 到 F, (x(a), z) Ht x = a) 直线 方向 上 的 在 x° 处 的 法 截 曲 率 
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wy 
F, AF, aF, 
aè ðtðz ðt 
F, F, ƏF, 
ðzðt dz’ ðz 
K. (x, a) = : = =a VLO, œa 一 (6.5.3.6) 


aF, NE  /2F \ 2 
(a) l) 
(6.5.3. 6) 式 从 另 一 个 角度 ,将 二 次 型 a"ViL (x", @,)a 看 成 为 以 (6. 5. 3. 5) 式 定 
义 的 R" 空间 上 的 一 个 曲面 的 法 截 曲率 <, (x°, a). 这 个 定义 的 几何 意义 与 从 给 
定 的 we Zon C Z G) 构造 出 z(z) 曲 线 , 并 得 到 的 (6. 5. 2. 34) 式 的 几何 意义 
是 有 区 别 的 511 

《6. 5. 2. 34) 式 是 指 的 x 沿 某 个 a E ŽOGO (或 拓展 为 a€ ZG) a 尖 0 的 
方向 向 量 所 决定 的 g, Cr) — 0 边界 曲面 在 x” 点 邻 域 的 交 曲线 x(O ENET x° 
时 ,f(x) 趋 近 于 f (x°) BO — Bt Sh 9k. 而 (6.5.3.6) 式 则 是 指 的 R° 空间 上 
F (x(G), @,) 曲 面 沿 a 方向 的 法 截 曲率 . 这 一 法 截 曲 率 是 由 x 沿 x = x(w) 直 
线 趋 近 于 x 时 L(x, oD REFL , w,) 的 二 阶 导数 .一般 地 ,x 一 x(w) 直线 
与 x(90) 交 曲线 是 不 同 的 . 并 且 ,因为 已 假设 二 阶 约束 品 性 ( 卫 ) 成 立 , 故 x(9) C 
X 96E [0,e], 当 x 沿 x(0) 曲 线 趋 近 于 x 时 ,注意 到 


g. (x(0) =0 i € lO) 


所 以 ,这 时 的 LCx(9)，ou) = f(x(0)),BMB L(x(0), @w,) 5j f(x(0)) 是 重合 的 ;而 
当 x 沿 x = x(at) 直线 趋 近 于 x° 时 ,一 般 地 可 能 并 不 成 立 x(w) C. X , 故此 时 
L(x(Gt), @,) 天 CrCz )). 

注意 ,(6. 5. 2. 44) 式 (6. 5. 2.51) 式 本 质 上 都 是 由 (6. 5. 2. 34) 式 推导 出 来 
的 . 现在 ,(6. 5. 3. 6) 式 表明 ,要 判断 (6. 5. 2. 44) 式 或 (6. 5. 2. 51) 式 是 否 成 立 的 问 
题 ,可 以 通过 分 析 R 空间 上 的 Fi(x(m), z) 曲 面 在 t 二 = = 0( 即 在 R” 空间 的 
x° 点 ) 处 的 法 截 曲率 的 符号 加 以 解决 . 这 就 是 (6. 5. 3. 6) 式 的 意义 所 在 . 

由 法 截 曲率 的 定义 ,可 以 将 x(x”, @) 表 示 成 以 下 形式 
a V; (x, @,)a 


k, (sP, a) = aa 


Vf a a= 0 一 (6.5.3.7) 


C1) 注意 ,(6.5.3.6) 式 右边 的 二 次 型 前 没有 ”一 "号 . 这 一 点 与 (2. 2. 1. 9) 式 不 同 . 


930 3 J # 4 F£ 66 434 z (É E š 5 Ë BJ 


这 样 <, (x", a) 关 于 a 方向 向 量 取 极 值 的 主 法 方向 曲率 ,就 是 

aI — VLX , 0) Vf) 
Vf x) 0 

式 决定 的 m 一 1 个 拟 特征 根 . 显然 , 若 (6. 5. 3. 8) 式 的 m 一 1 个 拟 特 征 根 x 宇 0 


(或 由 < 0), (6.5.2.44) 式 (或 (6.5.2.51) 式 ) 的 判定 问题 就 可 以 解决 了 .这 时 
总 有 


=0 —(6. 5. 3. 8) 


>o A >0 
VL eoal 二 。 aZ0 a€ ZO) Yh Do i=1,2, =, m—1 
< < 


但 一 般 地 ,应 考虑 y 中 既 有 正 数 .0 特征 根 同时 又 有 负数 拟 特征 根 的 情形 . 


由 (6.5. 2. 51) 臣 ,在 名 (Cx)C 名 (xe) 时 ，(6. 5. 2. 51) 式 成 立 的 必要 条 件 显然 
是 (6.5. 2. 36) 式 应 成 立 . 由 此 即 知 ,要 使 (6. 5. 2. 51) 式 成 立 , 其 必要 条 件 即 是 
(6.5.3. 1) 式 决定 的 m 一 d 个 拟 特征 根 中 至 少 有 m 一 r 个 根 是 大 于 等 于 0 的 . 

设 (6. 5. 3. 1) 式 决定 的 m 一 d 个 拟 特 征 根 中 ,有 m — r 个 是 非 负 的 ,其 余 的 
r 一 d 个 拟 特征 根 中 ,如 果 也 全 是 非 负 的 ,那么 (6. 5.2.51) 式 就 成 立 . 若 余 下 的 
r 一 d 个 拟 特 征 根 中 含有 负数 根 ,就 必须 进一步 予以 考察 . 注意 到 推论 3. 2. 4. 26 
的 存在 , 故 若 (6. 5. 3. 1) 式 中 含有 负数 拟 特征 根 ,那么 ,(6. 5. 3. 8) 式 决定 的 m 一 1 
个 拟 特征 根 中 一 定 也 含有 负数 根 . 此 时 ,可 以 说 F(x(at)，z) 决 定 的 曲面 ( 记 为 
Ls) 在 R 上 的 原点 ( 即 R" É) x° 点 ) 处 一 定 是 鞍 面 . 由 关于 鞍 面 在 x° 点 的 切 空 
间 上 的 法 截 曲率 正 、 负 分 区 的 结论 ,可 以 将 Lr 曲面 在 

Ls: Vf a = 0 


决定 的 切 超 平面 L; 上 ,曲率 的 正 、 负 分 区 确定 下 来 . 
ËR LI (x°), L; OM L ) 是 Ls 曲面 在 切 超 平面 L 上 的 分 区 ,那么 ， 
L; (x°). L, (x°). LS (x")— EJE L, 上 的 顶点 在 原点 ( 即 R" 中 的 x" 点 ) 的 闭 锥 


(及 闭 欠 的 并 集合 ) ,并 可 以 注意 到 决定 名 (xe) 集 合 的 等 式 方程 组 
Verooa=-0 iela) 
决定 了 L, 超 平 面 上 的 一 个 于 集合 ( 交 平面 集合 ) ,而 不 等 式 方程 组 
WwWTGoo)a>0 j € IO lo) 


则 限定 了 一 个 顶点 在 x° 点 的 R” 空间 的 闭 锥 . 这 就 是 (6. 4. 2. 22) 式 1)， 


51] 为 与 前 几 章 公式 中 的 符号 一 致 ,以 下 延 用 z 符号 表示 可 行 方向 向 量 . 
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Zon trot EPa se Oo) 
一 (6.4. 2. 22) 
由 以 上 已 叙述 过 的 (6. 5. 2. 51) 式 成 立 的 必要 条 件 是 对 所 有 
r€ Paa) 
并 将 o, MA o RERE o 均 是 基 乘 子 向 量 ), 有 
z" ViL(x, @)z > 0 
成 立 , 再 由 以 上 关于 x° 点 处 鞍 面 曲率 正 、 负 分 区 的 分 析 ,(6. 5. 2. 51) 式 成 立 , 还 
必须 有 
z€ Z, aaz € Ll (x°) U La’) — (6. 5. 3. 9) 


式 成 立 . 这 也 是 一 个 必要 条 件 . 
由 此 即 得 以 下 定理 . 
定理 6. 5. 3. 1 Lagrange 函数 二 次 型 (约束 ) 半 正定 的 充 要 条 件 
对 于 (P1) 规 划 , 设 x € X, 3EiR x° 点 处 一 阶 约束 品 性 与 二 阶 约束 品 性 CI ) 


成 立 ,@ 是 满足 一 阶 必要 条 件 的 乘 子 , 且 Vga), j € loe 则 二 次 型 
TVL, @)z>0 <€ Žo) —(6. 5. 2. 51) 
成 立 的 充 要 条 件 是 


n 
z VLX, o>0 z€ ZO) 


IVL, 0) >0 z€ Z a) 
以 及 
((z')' VEL (x° , @)z*)° < (z! )T VEL (x°, @)z' + (zt)! ViL (x° , 0)z* 
me Zoe tea) —(6.5.3.10) 
= 
若 将 以 上 条 件 中 的 不 等 式 改 为 严格 不 等 式 , 就 是 二 次 型 正定 , 即 
z ViL(x, @)z > 0 z€ Zoe) zx 天 0 一 (6.5.2.44) 


的 充 要 条 件 . 
若 记 
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A, = GT ÉL, oz r € Ža 

A, = (zT VIL, oz zt€ Cx) 

A, = (z')" V:L (a° , @)z* 

A 
则 对 于 z € Z'(x") 且 z 关 9 的 向 量 z, 二 次 型 
z" V;L (x°, @)z = A, + A, +2A, —(6.5.3.11) 

BRA, A, 必须 是 非 负 的 . 若 否 ,注意 z = z tr, 且 单 独 的 z 、z* 是 可 以 取 
为 0 向 量 ( 即 z'、z' 不 能 取 为 同时 为 0). 故 , 如 A, < 0, 则 取 z — z' 即 知 z" 


VIL, @)z < 0, X} A, 二 0 类 似 .而 在 A,、A, 非 负 时 , 若 (6. 5. 3. 10) 式 成 立 ， 
则 可 以 设 有 0 二 a 过 1, 使 


A; = A ,A,> | A, |= aVAiA, 
注意 ,由 ZO) 集合 的 构造 , U € ZO, 总 可 表 成 
z =A ve RY” 
故 选取 "或 一 w 可 以 取 到 A, < 0 也 可 以 取 到 A, > 0. 
即 有 
A, +A, +2A, > A, +A, — 2a JĀ, A, 
于 是 即 知 在 (6. 5. 3. 10) 式 成 立 ( 且 A,, A, > 0) 时 ,有 
A, +A, +A, > A, +A, — 2a /A À, = (1 一 ao(A +A,) +aÇ/À, —/A;,) > 0 
此 即 表示 (6. 5. 2. 51) 式 成 立 . 
(6. 5. 3. 10) 式 的 必要 性 可 从 以 下 分 析 得 知 . 注意 Pa, ; (x") 都 是 锥 集 
合 , 故 车 有 任意 的 土 z EZO, tE! a), fE r =+ +z, Ai 
z! VLX, @)z > 0 
则 可 选取 zx 或 一 z ,使 A, < 0, 不 妨 设 取 * 便 有 A, < 0. 再 取 任 意 的 非 负 
实数 5, 因为 ja € ZG), G E 名 (x?), 从 而 ,(6.5.2.51) 式 成 立 , 应 要 求 
取 z 一 各 ' 十 多 ， 有 
2" VŻL(x’, œ)z = 2 A, + Ẹ A, — 2%% | A, | 三 0 (5 三 0) 


由 下 一 节 的 定理 6. 5. 4. 1 即 可 推 知 (6. 5. 3. 10) 式 的 必要 性 . 
这 里 易 知 , 若 V:zLCx ，ow) 和 矩阵 自身 即 是 ( 半 ) 正 定 的 ,那么 ,(6.5.2.51) 式 自 
然 是 成 立 的 .反之 , 若 VzL(z, oo) 矩阵 是 ( 半 ) 负 定 的 ,那么 ,(6. 5. 2. 51) 式 的 不 等 
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号 就 要 反 向 . 在 这 两 种 情形 下 ,判定 问题 即 已 解决 .因此 ,以 下 的 分 析 是 要 给 出 一 
个 在 ViL (x° ，@w) 和 矩阵 为 不 定 矩阵 时 ,对 (6. 5. 2. 51) 式 是 否 成 立 的 判别 方法 . 

在 本 节 以 下 内 容 中 , 先 利用 L, 曲面 在 工 / 切 平面 上 的 正 、 负 曲率 分 区 的 方 
法 ,给 出 (6. 5. 3. 9) 式 成 立 与 否 的 一 个 简单 的 分 析 及 利用 拟 特征 向 量 的 谱 分 解 方 
法 给 出 一 个 (6. 5.2.51) 式 成 立 与 否 的 充分 条 件 . 在 下 一 节 再 给 出 关于 定理 
6. 5. 3. 1 的 一 般 的 判别 方法 . 

以 下 再 给 出 Le 曲面 在 Lj 切 平面 上 的 正 、 负 曲率 分 区 的 方法 . 类 似 前 2 章 已 
叙述 的 ,引进 辅助 参量 XIE R), 则 对 应 于 (6. 5. 3. 8) 式 的 拟 特 征 根 yx 的 拟 特征 
向 量 记 为 Y'.Y' 由 下 式 给 出 

(VLCG , o) 一 ADY 一 VFGr)7 一 0 
prer =0 —(6. 5. 3. 12) 
I'i 一 】 

利用 (6. 5. 3. 8) 式 、(6. 5. 3. 12) 式 ,由 本 书 前 2 章 给 出 的 方法 ,就 可 以 确定 
Lr 曲面 在 x" 点 处 的 正 、 负 法 曲率 方向 在 L, 切 平面 上 的 分 区 表示 511 

以 下 先 给 出 一 个 简单 的 示例 已 说 以 上 的 分 析 方法 . 

例 6.5.3.1 利用 例 6. 4. 1. 2( 参 见 图 6. 4. 1. 1) 的 结果 ,给 出 利用 曲率 符号 
分 区 方法 判断 (6. 5. 2. 47) 式 的 示例 . 

由 例 6. 4. 1. 2 的 结果 知 在 x° 点 处 有 


0 4 0 0 
Vf’) = I VIL (x°, @) = | 4 I 
一 2 0 0 4 


由 (6. 5. 3. 8) 式 易 知 ViL (x° ，o@) 矩 阵 的 拟 特征 值 是 


P = n = 4 


(VEL (x°, 0) — uD Y’— Vf(x° )n = 0 
可 得 ”二 0, 由 切 平面 Lj 的 方程 
Ly: Vf! (a° )y' = 0= — 2y, = 0 
从 而 基础 解 系 是 


OJ 参见 本 书 $3.4 节 . 


934 _ 3 x] Ak #E Ft 65 344 #z fÉ E ë 5 8 B) 


1 0 
不 妨 记 7 = B r= B 
0. 0 


显然 ”就 是 Am.: 所 对 应 的 2 个 拟 特征 向 量 . 但 从 
17 =1 


可 得 到 的 拟 特征 向 量 共有 


=Ü =H 


任 取 Y 、Y 非 0 分 量 前 的 十 、 一 号 并 加 以 组 合 ,都 是 ,对 应 的 特征 向 量 . 这 样 
的 符号 组 合 即 


1 0 一 1 0 —1 O 
(re f) -f ' e. =| 0 ' | 0 -1 
0 0 0 0 0 o 


1 0 
Q, y = |° 一 1 
0 O 


在 以 XY 、Y 为 基 所 决定 的 L, 切 平面 上 以 x° 为 原点 的 正 交 坐标 系 上 ,对 应 
了 坐标 系 的 第 工 . 下、 由、 象限 . 由 已 叙述 过 的 曲面 上 一 点 的 法 截 曲 率 符号 分 区 
在 各 象限 上 的 对 称 关系 即 知 ,对 于 名 (xs) 中 的 任 一 方向 向 量 LAT, Y) I... w 
中 的 某 一 个 作为 基 一 定 能 得 到 z 在 (Y', 7 ) 基 下 的 坐标 z". 若 <? 坐标 能 落 在 该 象 
限 的 正 曲率 分 区 内 , 则 沿 z 方向 向 量 决定 的 交 曲线 x(9) 上 ,二 次 型 (6. 5. 2. 51) 式 
一 定 成 立 ， 

由 例 6. 4. 1. 2, 现 在 在 切 平面 L, 的 任 一 方向 上 ,Fi (x(G), z)fE x° 点 处 的 
曲率 均 是 正 的 , 故 L; = L. 且 已 知 


A 
Zr ) 二 z= ig Ë 
0. 0. 


v 
A 
故 sedme- fil tER væ0 
0. 


v tER “> 中 


这 样 的 z 显然 是 切 平面 L; 上 的 方向 向 量 , 故 2 GQ) C L; 即 (6. 5.3. 9) 式 成 立 . 
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例 6.5.3.2 
min f(x) = Gr 一 D 十 2 好 一 3 太一 到 
gi(x) = 10 — ri — 2r} — (z, +2)° +z, 22 0 
g(x) = 2z, — z, + Az, — 3a, — 620 
S G5 = Z= G, — 1) tx (z OFE — T>0 
st 3 7 
g.(x) = 2r, Hai H T zy 20 


gs(x) = r, 2 0 
gG) = x, >—4 


取 x =, 0, 1, 0)", 给 出 Lr 曲面 在 x 点 处 的 法 曲率 符号 分 区 . 
# Ix) = (1, 2, 3, 4). 


I 一 2 2 
° 0 -1 
aD =| 9) Was | eS] 4 
2 
6 1 一 3 
一 1 2 
1 0 
Vg; (x°) = 2 Vg (x°) = 3 
1 2 
4 一 1 


可 方便 地 取 w = (1, 0, 0，DT foo) = (1, 4). EE GO TA, a) = 
(0). 可 得 


mi =g 
A < 4 
Z' (2°) = 4z|z = 2 u ucR 
0 0 
2 =? 
0 0 0 
0 6 0 0 
VÉL (x°, œ) = 1 
0 0 一 一 0 
4 
0 0 0 一 2 
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由 
u—2 0 0 
0 x-6 0 
0 0 0 
Ë 2|= o=m =—2 m=2 m=6 
0 0 0 p+2 0 
9 
0 0, 2, 0 0 
拟 特征 值 中 含有 正 、 负 数 . 
对 于 = 一 2, 由 
人 
Vf 入 一 0 
可 得 到 
7 = 1 = 1, = 
再 由 1Y1=1 
即 得 
0 
y = 3 
0 
1 
同 理 可 得 
+1 0 
E p-lt! 
0 0 
0 0 


由 拟 特征 向 量 的 多 ”的 士 符号 组 合 , 可 将 切 平面 (为 3 维 线性 子 空间 划分 成 8 
个 象限 . DL Y 20 为 基 向 量 构造 L, 切 平面 上 原点 在 x” 点 处 的 坐标 系 Ot tts 
为 例 . 
在 7Y" ”为 基 的 坐标 系 上 , Y 之 0 象限 上 的 正 ( 非 负 ) 曲 率 分 区 由 以 下 不 
等 式 组 决定 (其 中 i, BAY, Y, Y 为 基 的 坐标 分 量 值 ) 
— 2t, + 2, + 6t, > 0 
| t + ht =l 
tis tot, =>0 
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这 一 等 式 一 不 等 式 方程 组 的 解 是 


2 4 
1 
t=|3 ° 1 ojs s>0 s+s+s+s=1 
0 二 01 
4 


曲率 的 分 区 的 割 平面 图 形 如 下 图 6. 5. 3. 2 
将 以 上 的 上 表示 为 


图 6.5.3.2 


并 利用 坐标 开 方 变换 ,可 导出 在 R° 空间 上 即 
L, 切 超 平面 上 ,从 x° 点 出 发 县 使 二 次 型 ( 即 忆 (xzCa)，z) 曲 面 的 法 曲率 ) 


a VL(x, œa > 0 


的 方向 向 量 ,应 有 以 下 形式 


a= (+s +a) m +Í[La +s) r+ (Fets) r 


易 证 这 样 的 gw, 有 a VL (x°, wa = 2s, +6s, >0 0 < s, + s, SIRER 
y> 20 Ry < 0) 或 者 说 是 


(4st ts) 


A 
注意 可 将 z € ZO) 表示 为 z = z' € z (x) 
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一 1 —1 
t 
— 4 
z=z7 = Du u€R D,= 2 = k, k] 
0 0 
一 2 一 2 


d+、 必 是 了 ;矩阵 的 第 1.2 列 向 量 . WE, y, YEAR Edi 的 坐标 是 


ap? 


BA! FOY, r, ORRA, FOY, F, +Y G. 


在 (一 7 ,一 六 ,一 7) 象限 ,R' 坐标 系 上 的 非 负 的 法 曲率 方向 向 量 a 所 在 
区 域 应 为 


1 
= (zs +s) 


注意 * 是 权 参数 . 故 由 上 式 决定 的 a 集合 的 线性 近似 锥 集合 可 表示 成 R' 空间 
中 标准 坐标 系 的 以 下 凸 组 合 ， 


D- 0 —1 0 
2 
L 
-> 0-1 
a= T's, T' = 2 ‚s20 2 =1 
0 0 “ o s 
a MN G Q 
Z 2 
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这 里 T 矩阵 即 是 (一, — F, 一) 象限 上 非 负 法 曲率 分 区 的 线性 近似 锥 
的 极 方向 量 向 量 组 矩阵 (参见 S 3. 4. 1 节 ). 

类 似 地 ,在 (一 ,一 站， 十”) 象限 里 , 非 负 法 曲率 方向 向 量 a 所 在 区 域 
应 为 


a= (s + ts) r= [Ts +s) r+ (zsts) 入 
应 有 
= 0 —1 0 
VZ 
1 
0 — 01 
a= Ts, T= 2 ,0 Xs =1 
0 0 0 0 
-1 £ oo 
£ 2 


注意 ,以 & = T''*。s 形式 表示 的 方向 向 量 , 已 转换 到 由 R' 坐标 系 表示 . 
容易 验证 ,在 R 坐标 系 上 ,D+ 的 列 向 量 


1 
Ai 
d: = 2 = 
0 
一 2 
中 ,di 不 能 表示 成 
d =T s>0 Ds=1 A>0 


的 形式 ,只 有 d, 可 表示 成 


由 此 即 知 


A 
Z N LFA U LS) z @# 
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但 有 
n 
Ža = 2) G°) E (LI GS) U La) 
A 
所 以 ,所 有 的 z 关 0 z€ ZG) 中 ,二 次 型 


z VL, @)z 
的 符号 ,一 定 可 以 取 到 正 值 , 也 可 以 取 到 负 值 的 . 事实 上 ,由 
zE ATES z" VIL (x°, @)z = u! DT VL (x°, @)D, u 
=- 4 — 36u, u, +90u; u, u, >0 
如 令 u, = 0, u, >0 则 二 次 型 取 正 值 , 令 u, > 0, u, = 0 则 二 次 型 取 负 值 . 即 知 


本 例 中 x" 不 是 局 部 极 小 值 点 . 
例 6.5.3.3 


s.t。 18&g:(x) = zx —4z, +z: 2 0 


1 1 I 
g(x) = z: += +yG + 一 z >0 
取 x = (0, 0, 0)! 检验 二 阶 最 优 性 条 件 是 否 成 立 . 
由 
0 
' i I 
Woo = -3 Wwa = -3| Wwa = Ë 
1 0. 


0 
1 
Vga) = |> 
Ig, (x°) z 
1 


取 @= (1, 0, 07 IG) = (1,2,3) for) = 0) 


站 了 和 
VL, @) = |0 一 4 | 
o 0 一 ! 


Ga) 矩阵 可 逆 . 2 (°) = (0) 
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汪汪 
Dæ = z|z = 5 ; u ug R 
° x 
pt o 0 0 
1 
4 0 一 一 
0 p+ r: “t 1 PEF 
由 0 | 二 5 各 
1 
一 一 L 0 
° 2 
p = 一 立时 ， 拟 特征 向 量 ?由 下 式 决定 
27 
5” =0 
3 
S 十 地? 一 0 
2y —7=0 
-5+ n =0 
l =1 
得 
0 
2 
+2 
w l a 
1 
gA: 
J5. 


HE a 二 2 时 ,类 似 地 可 得 到 


再 由 


941 
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En +n >0 


t tht =1 
tis t, 20 
方程 组 ,可 解 出 
1 o 
= 27, >0 =1 
t= 17 站 s Sw ss = 
27 
或 写成 为 
10 
27° 
= fiz 
275 ts 
则 非 负 法 曲率 方向 向 量 的 a 是 


a=+ (Bs) 4 (Bats) r 


这 仍 是 以 多、Y > 0 HPE L, 上 的 原点 在 x° 处 的 Otis 坐标 系 上 的 表示 . 
类 似 上 例 中 的 符号 D, 矩阵 在 Or z, 坐标 系 中 的 表示 是 


o Ê 
Ď, = [à , & J] = ° 
1 4 


BA FY, +S E. 在 这 一 象限 上 非 负 法 曲率 方向 向 量 a 的 分 
区 是 


a= (Bar +(Es+s) Y r r> 


应 有 线性 近似 表示 


1 /37 
0 = 1 
3A 3 
2 


a= Ts, T= |; £ ° 0l,s>0 s+s9+s=1 


1 及 
= /= 0 
33 ° 
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则 由 


4 
ARN TRE 
d= bl- r- Ë d = i =T.» ò 
x. > 


4 


2 (x)= PIES CE) 
由 此 即 知 对 任 一 < € aD, 天 0 有 
z! VEL (x° , @)z > 0 
成 立 . 
实际 上 易 知 < € Dx) z = 0 
z" VEL (x°, @)z = 2u +16u,u, +27.75u; (u, u, 2 0) 


在 由 或 > O BT, DA F — K 389 ti RU IE (ñ. 故 本 例 中 的 x° 点 是 严格 局 部 极 小 
值 点 . 

这 里 应 指出 ,上 例 与 本 例 所 利用 的 D , 矩阵 的 各 列 向 量 d 能 否 被 二 -函数 
的 非 负 法 曲率 分 区 的 线性 近似 锥 的 极 方向 向 量 ( 即 上 述 矩 阵 了 的 列 向 量 ) 以 
正 线性 组 合 表 出 的 判别 方法 ,只 是 定理 6. 5. 3. 1 的 成 立 的 必要 条 件 ( 详 见 下 节 
分 析 ). 


注意 ,对 ze 2 G) R 
z==+ JEŽ z€ Z a) 

的 形式 . 以 上 已 说 明了 ,二 次 型 ( 见 (6. 5. 2. 36) 式 ) 

GVL, oz m EPa 
的 符号 判断 ,可 方便 地 利用 (6.5. 2.43) 式 决定 的 拟 特征 值 多 项 式 的 根 的 符号 
以 解决 . 而 二 次 型 

(z)! VEL, @)z, = uD] VL, @)D,u u>0 

这 里 设 

2i a) = (zļz= Du u>0) 


则 若 记 
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LD = D} V;L (x° , @)D, —(6.5.3.13) 
则 若 (6. 5. 3. 9) 式 成 立 
(Gi) VLX , @)z, = u'LDu u>0 —(6. 5. 3. 14) 


显然 ,通过 判断 LD (E£ K u 三 0 条 件 下 的 有 定性 质 也 就 可 以 判断 
(6. 5. 3. 14) 式 的 符号 问题 了 . 这 通常 比 利 用 曲率 符号 分 区 的 检验 方法 来 得 简便 . 
但 曲率 符号 分 区 方法 可 以 更 准确 地 给 出 (6. 5. 3. 14) 式 符号 判断 问题 的 几何 意 
义 511 但 在 下 一 节 中 ,会 利用 (6. 5. 3. 14) 式 给 出 更 简便 的 约束 二 次 型 ( 半 ) 正 定 
的 判别 方法 . 

当然 ,也 可 以 直接 利用 ViL (x*，w) 和 矩阵 的 特征 值 及 特征 向 量 来 判断 
(6. 5. 3. 14) 式 的 符号 问题 . 

HAs i=l, 2, …,mm 是 V2LCx，o) 和 矩阵 的 mm 个 特征 值 .如果 > 0 (或 
4; <0 ) 对 所 有 i 下 标 成 立 , 那 么 (6. 5. 3. 14) 式 的 符号 就 已 经 有 了 定论 . 一 般 地 ， 
BA 中 既 含 有 正 数 同时 又 含有 负数 特征 值 .用 7 A 分 别 表示 正 数 、 负 数 特 征 
值 . AP > 0, A <0 i=1,2,=,m j=1,2,--,m ,H nt + n < m. H 
A, = 0 表示 0 IIE. k = 1，2，…, ko k, = max[0, m — (n*+ m` )]. 

由 以 下 定理 6.5. 3.2 可 知 在 x 满足 二 阶 必要 条 件 时 ,总 有 0 过 mn 过 7. 

这 是 因为 ,由 实 对 称 矩阵 特征 值 分 割 其 加 边 矩阵 的 拟 特征 值 的 性 质 ,可 以 
得 到 


定理 6.5.3.2 WRC. 5. 2. 36) 式 成 立 , 那 么 包 (x) 空 间 的 正 交 补 空间 的 
维 数 大 于 或 等 于 ViL (x", @) 和 矩阵 的 负 特 征 根 的 个 数 (计算 根 的 重 数 ) 5 ?2 C 

证 明 : 儿 (x) 空 间 的 正 交 补 空间 的 维 数 显然 是 r = rank(G(x°)), 且 由 于 
V;L (x°, DH m MTEMA, 是 分 割 (6. 5. 2. 43) 式 表示 的 m—r 个 拟 特 征 值 x， 
ËJ, i= 1, 2, sm, j=l, 2, =, m—r, 所 以 ,如 果 (6. 5. 2. 36) 式 成 立 , 即 有 
4 Z 0, 这 即 表示 4, 中 最 多 只 能 有 7 个 特征 值 和 0, 如 以 下 分 割 

À< < KA, K0 S a S, Sm <À, < < Hnr S Àm 
即 知 结论 ， 


注意 名 (x ) 的 正 交 补 空间 即 是 VgT(x*) ”iE T(x ) 向 量 组 生成 的 空间 . 
FEE Bi, | BL, PEAASI A? 、X7 及 0 特征 值 对 应 的 (单位 ) 特 征 向 量 . 各 个 
特征 向 量 均 为 列 向 量 . 构造 矩阵 


Cl) 注意 ,由 (6.5.3.15) 式 ,成 立 wTLDu 20 u> 0, 并 不 一 定 要 求 LD EECHER. W LD 是 不 定 
矩阵 ,对 u> 0, 也 可 以 有 u! LDu 二 0 成 立 . 详 见 下 节 内 容 . 

C2) 引 自 ( 全 局 优化 引 论 》R Horst, P. M. Pardalos, N. V. Thoai, 黄 红 选 译 ,根治 安 校 ,清华 大 学 出 版 
社 ,2003 年 ,第 28 页 ,定理 1. 30. 
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— m k=l, 2, ko 


Q=[P;, Ps P] i=1,2,--, m 
则 Q 是 正 交 变换 矩阵 , 且 


2: 


Q' VL (x°, @)Q = 
x 


且 由 于 Q'Q= I=QQ' = I 
故 对 于 zeE 名 G), 有 


(z)! VEL (x° , @)z) = u! DI QQ” VEL. (z° , w)QQ'D, u 


=u D] Q. *Q'D u 


—(6. 5. 3. 15) 


BEERE u 的 维 数 是 HE Ch < m). 乘积 矩阵 Q' D, 就 是 m Xh MERE 
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q; 为 (h 维 ) 行 向 量 . 
(6. 5. 3. 15) 式 就 可 以 表示 为 


GD VELO oz = DAF e (ud — D A 1 (qh a u) 
8 


—(6. 5. 3. 16) 
显然 ,(6. 5. 3. 16) 式 的 符号 > 0 的 充分 条 件 是 
(B TD = qha = 0 j=1,2,-, m —(6.5.3.17) 
即 ViL Ce ，o) 矩 阵 中 负数 特征 值 ji” 对 应 的 特征 向 量 有 :是 与 D; 矩阵 正 交 的 向 
量 , 则 q... = 0 便 成 立 . 
再 由 以 上 利用 拟 特征 值 y; 及 拟 特征 向 量 Y ES L + dh m ZE L , 切 平面 上 
的 法 曲率 非 负 分 区 的 分 析 , 如 果 (6. 5. 3. 16) 式 的 符号 是 非 负 的 ,那么 ,D+ 矩阵 的 
列 向 量 d°, 就 可 以 由 拟 特征 向 量 Y 的 线性 组 合 表 出 并 且 刚好 位 于 法 曲率 非 负 分 
区 内 . 故 , 设 D+ 矩阵 的 列 向 量 必 由 下 式 表 出 


d, = Tr: (6. 5. 3. 18) 
Y' 是 VL(x*, E Vf a = 0 约束 下 的 拟 特征 向 量 . 那么， 
PD, = Onor, Des BY’, e Paor) 


3 ŽO C Z) 的 性 质 , 易 知 ,将 (6. 5. 3. 16) 式 中 的 zi € 各 G) ,扩展 为 
r€ ŽA), 也 是 可 以 的 ,综合 以 上 分 析 , 即 知 以 下 定理 ， 
定理 6.5.3.3 VLO, oE Vf a a = 0 约束 下 的 拟 特征 值 xm 决定 
的 拟 特 征 值 向 量 7',i = 1, 2,…, m—1 VL (x, 0) 矩阵 的 负数 特征 值 M- 决 
定 的 特征 向 量 PL, j= 1, 2，…,， 六 均 是 正 交 的 ,那么 ,对 z 尖 0 z€ Ža), 
z VEL (x° , @)z Z 0 
成 立 C 


易 见 定理 6. 5. 3. 3 给 出 的 条 件 不 是 (6. 5. 2. 51) 成 立 的 必要 条 件 ( 如 以 上 例 
6. 5. 3. 3). 


以 下 示例 用 以 说 明定 理 6. 5. 3. 3 的 充分 条 件 
例 6. 5.3.4 


min f(x) =— z — (z, — a) >+ 
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. 
g(x) = — r: +b>0 (之 0) 


gD =- 2 0 
s. t. 
ga) = = 2 0 


取 x = (0, 0)" 验证 x° 处 的 最 优 性 条 件 
由 


Vf = [| Vi w= [1] Ve -= [1] 
fa) = z. e = | ea = | 


不 妨 取 == (2a, 0, 0)7 1 = 41,3) fox) = 0). 


-由 en) 
VLG, o) = [heza | 


A 
Zoe) =) = |z 


A 
则 zE Zlx) #04 
1 
VLO, wz = 4a- 7) >0 


易 知 YIL O, o) 的 负数 特征 值 是 AT 一 一 2, 对 应 的 特征 向 量 是 有 一 0， 
DT VLG, EVF Ja = O WRF REIA a — 4 a — +); 报 特 征 
向 量 是 7' = (1, 0)", #& B, 5 Y E. 

由 于 VL(。) 短 隆 在 VCxs)a = 0 单 约束 下 的 拟 特征 向 量 共有 m 一 1 个 ,并 
且 , 它 们 是 线性 无 关 的 ,所 以 ,车 VL (x*， 9) 符 合 定理 6.5. 3.3 的 条 件 ,那么 ， 
VL Ce，@) 的 负数 特征 值 不 多 于 1 个 , 且 这 个 负数 特征 值 A 所 对 应 的 特征 向 量 
:一定 与 VfCx ) 向 量 成 比例 , 即 

B'= a. Vx) 
a 是非 0 实数 . 具有 这 种 属性 的 实 对 秩 矩 阵 (如 例 6. 5. 3. 4 中 的 YL O, 0) 38 


阵 ), 与 所 谓 的 “ 仅 次 正定 "对 称 矩 阵 相 类 似 “12 
利用 ViL (x° , DERE VAa a = 0 约束 下 的 拟 特征 向 量 Y' 具 有 的 性 质 


C1) 参见 ( 非 线性 规划 》 上 册 ,M. Avriel, 第 6 E“ LRE”. 
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Y m 


@ VL, œ) e [Y , Y, Y] = 


Qty 1 Pmi J em- De 
— (6. 5. 3. 19) 


以 及 Y 上 Y 的 性 质 , 作 正 交 变 换 矩 阵 
Q=[r, r, e r] 
则 对 于 z € Zo) 有 
ZViL(X, @)z = z" QQ' V; (x° , ao)QQrz 
HH F ÜEV C Da = 0 切 平面 上 的 方向 向 量 , 且 由 
r€ Zon) 
z=Ah+D u h€ R” ' u>0 


的 表示 方式 , 易 知 A 矩阵 作为 Val (x*)a 一 0 ¿€ a) 方程 组 的 基础 解 系 矩 
阵 , 总 有 ( 当 一 阶 必要 条 件 成 立时 ) 


VA = 0 
Hl Q EREE — EA (m 一 1) X (m — r) 阶 实 年 阵 S 存在 ,使 
A=Q-S 
同 理 也 有 (m 一 1) X h MEET 存在 ,使 
D.= Q+ T 


BL z € ZV Ge) 有 
Q'z = Q'Q + Sh +Q'Q + Tu = Sh + Tu 


这 样 
z ViL(x, @)z = (u' T" +h" S™)diag[y , yo, ts p11(Sh + Tu) 
w 
s " 
s g P RRE 
S=| . T=| ` sE 均 为 行 向 量 ， 
+ T 
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总 可 以 有 
z VEL (X, @)z Dp (sh + Gu)? — Dp le Gsfh + Tuy 
I i 一 (6. 5. 3. 20) 
RE > 0, pi 二 0 为 正 、 负 数 拟 特征 值 . 
显然 ,车 (6. 5. 3. 20) 式 中 的 s = 0, 5 = 0, 则 二 次 型 
VO, o>0 € ZG) 
成 立 . 这 个 充分 条 件 可 表示 为 以 下 定理 . 
定理 6.5.3.4 对 于 zE 儿 Ce) z= Ah D.u h€ R” uw 之 0 的 方 


向 向 量 , 若 ViL (x, EREE VAO a = 0 约束 下 的 拟 特征 值 =, 中 的 负数 拟 特 
征 值 x; < O 所 对 应 的 拟 特征 向 量 7 与 矩阵 A. D, 全 都 是 正 交 的 , 即 


(7 )"A=0 
(7)"D,=0 
那么 
A 
TVL, z220 r€ ZG) 
成 立 = 


这 一 定理 所 给 出 的 条 件 仍 不 是 必要 的 . 
$ 6. 5.4 ”约束 二 次 型 xTAx Bx > 0 ( 半 ) 正 定 的 判别 条 件 

在 上 一 节 例 6. 5.3. 2 一 3 中 是 利用 Lagrange 函数 在 x 点 的 切 超 平面 上 的 
法 曲 闪 符号 分 区 方法 ,并 检验 能 否 用 法 曲率 非 负 分 区 的 线性 近似 欠 的 极 方向 向 
量 ( 即 了 敌阵 的 列 向 量 ) 组 以 正 线性 组 全 方式 表 出 锥 和 (x') 集 合 的 极 方向 向 量 
( 即 D, IE RERI SU EBO H. 应 说 明 ,这 个 检验 方法 严格 地 说 , 若 记 工 是 VD G’, 
OEWER RA, 入 ，…， 和 -0 给 出 的 标 架 系 的 某 一 个 象限 上 的 法 
曲率 非 负 分 区 的 极 方向 向 量 矩 阵 ,T 相 当 于 (3. 4. 1. 22a) 式 中 的 Q(@+ ERBE 
B. 并 且 , 设 有 

z (e')CG (z | <= Ts s>0) C Lja) 一 (6. 5.4.1) 

成 立 ,这 一 方法 就 具有 充 要 性 ,否则 ,这 一 方法 只 具 必要 性 意义 . 

这 是 因为 由 3 3.4. 1 节 的 内 容 , 已 说 明了 工 ; (x ) 集 合并 不 一 定 是 十 的 ,但 
集合 {z | z= Ts s 二 0) 一 定 是 凸 锥 , 故 可 能 成 立 
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(z|z= Ts s>0) £a) 
从 而 , 既 便 有 
ZL a) (z|z= Ts s2>0) 
也 可 能 有 名 (x°) £ Li GO). 
其 次 , 若 z (x°) 的 极 方向 向 量 d. 要 由 标 架 系 Y, y... YO 的 不 同 象 
限 上 的 工 和 矩阵 的 列 向 量 组 的 正 线性 组 合 方式 表 出 , 那 示 ,即便 
(z|z= Ts s>0 C LG) Vj 
也 不 一 定 有 
多) Lt) 
这 里 T 是 Y 标 架 系 不 同 象 限 上 的 线性 近似 分 区 和 矩阵. 这 可 用 图 6. 5. 4. 1 予以 


图 6.5.4.1 P(Y, ,7 ) 标 架 系 上 有 
了 一 函数 法 曲率 符号 分 区 的 单位 球面 表示 .上 、 
个 分 别 是 法 曲率 为 0 及 为 正 的 分 区 (球面 ) 表 
示 . 工 :是 球面 与 坐标 平面 的 交 线 . 阴影 区 域 
则 是 名 O) 集合 .因而 名 G) 的 极 方向 由 、 
d 可 以 分 别 由 (7 站， ERRE, 
Y, PORRE HY 广 分 区 的 线性 近似 分 区 矩 
BE T'. T° 的 列 向 量 组 正 线性 组 合 表 出 . 然而 


EP 各 G) th) d H REFE E, 
TOMBAR I K 


d € Z' œ) B dt LD4 < 05 2) G) E Li O) 


鉴 此 , 先 给 出 (6. 5. 3. 14) 式 相应 的 符号 判别 条 件 . 
(6. 5. 3. 14) 式 可 以 表示 为 一 般 的 约束 二 次 型 的 形式 . 
即 对 AER™" AI 一 A ueR 


u" Au > 0 


— (6. 5. 4. 2) 
st u>0 u=0 


是 否 成 立 这 样 一 个 判别 问题 . 
当 和 矩阵 A > 0, (6. 5. 4. 2) 式 自然 成 立 . 这 是 平凡 的 情形 . 以 下 总 设 A Z0. 
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当 (6. 5. 4. 2) 式 成 立 , 则 称 和 矩阵 A 在 wu 三 0 约束 下 ( 半 ) 正 定 . 对 于 (6. 5.4.2) 
式 的 符号 判别 问题 ,当然 也 可 以 求解 以 下 
min u'Au 
s.t. u>0 
规划 问题 予以 解决 ,但 这 又 是 在 循环 推理 . 故 应 当 寻 找 (6. 5. 4. 2) 式 的 直接 判别 
条 件 . 
可 以 注意 到 ,A 在 u 三 0 约 东 下 ( 半 ) 正 定 并 不 一 定 要 求 A 矩阵 本 身 是 ( 半 ) 
正定 的 . 
例 6.5.4.1 设 


有 
u" Au = 2u} + u + uru, + (u, — u)? 


故 对 任 取 的 w > 0, u #0, 都 有 uw Au > 0. 但 A 是 不 定 矩阵 . 
(6. 5. 4. 2) 式 的 判别 问题 ,显然 等 价 于 


u" Au> 0 
| u'u= 1 —(6.5.4.3) 
u> 0 


的 判别 问题 . 因为 已 设 A 不 是 非 负 和 矩阵 , 记 A = [av ], 作 下 标 集合 
K> = 人 | ol < 0 Vij} IÐ = {1, =, m) — I—) 


一 (6.5.4.4) 
IOC {1，2，…， m) ,并 且 I—) Z @. 为 方便 ,不 妨 设 
pee as 1<n<m =a asss 
IH = (n+ 1, =, m) 


从 而 ， 


S) apu? +2 J) a„u,u,) 


u'Au = (J asu? +2) anu,u,)+ ( 
= a < 


kh 
ks EI) 1€E1H) 


现在 ,因为 上 式 右边 的 第 二 项 (。) 中 的 系数 


952 _ 2 4 E Ft 5 44 #z š 22 + 5 Ë JJ 


asa, 20 (* ju € L1H)) 


故 这 一 项 对 任 取 的 & 三 0 恒 为 非 负 . A, BP 1 — tk 59 u! Au 在 约束 u 宇 0 条 件 下 
( 半 ) 正 定 的 充 要 条 件 即 是 (6. 5. 4. 6) 式 右边 第 一 项 (。) 对 于 任 取 的 w > 0 是 非 
负 的 . 车 否 , 就 可 以 取向 量 的 前 n 个 分 量 非 负 , 而 后 m 一 nn 个 分 量 为 0, 从 而 ,总 
可 以 取 到 这 样 的 u 使 "Au 一 0. 但 这 邑 是 说 A íf) Ñj n Xz 阶 顺序 主子 矩阵 A, 应 
成 立 


(了 47 20 AER” JER 


| poa 一 (6.5.4.7) 
s.t. 
y=0 


注意 到 (6. 5. 4. 7) 式 成 立 的 一 个 必要 条 件 是 A, WEIMER a, 三 0. 若 
否 , 取 y= e,, e, 是 n 维 标准 单位 向 量 ,就 有 


eTA,e, = a,, < 0 


所 以 ,使 (6. 5. 4. 7) 式 成 立 的 A, 矩阵 (由 A, 矩阵 的 来 源 ) 应 是 主 对 角 元 素 非 负 ， 
非 主 对 角 元 素 均 为 负数 的 对 称 矩阵 . 由 此 性 质 , 构 造 (6. 5. 4. 7) 式 的 Rayleigh 商 


z 
R.(y) = Zs —(6. 5. 4. 8) 


即 知 R,(y) 的 极 小 值 在 y 三 0 的 y 向 量 上 达到 ,并 且 ,R,(y) 的 极 小 值 就 是 A, M: 
阵 的 特征 值 .因此 ,(6. 5. 4.7) 式 成 立 , 即 A, 的 特征 值 均 为 非 负 , 即 A, 是 ( 半 ) 正 
定 的 . 

由 此 即 得 到 (6. 5. 4. 2) 式 ,判别 问题 的 以 下 定理 

定理 6.5.4.1 AER™” AT=A u€R" A0, 则 二 次 型 uiAu 在 约 
WANE u 三 0 下 ( 半 ) 正 定 的 充 要 条 件 是 A 的 子 和 矩阵 


is is es È, 


A = AÍ "| LENS j=l, msn 
t, 


EA 
是 ( 半 ) 正 定 的 . 图 
这 里 的 A,_, 即 等 价 于 上 述 的 A, 矩阵 , 它 的 非 主 对 角 线 元 素 是 均 为 负数 的 
对 称 矩 阵 . 
由 此 定理 即 知 ,着 w"Au 三 0 w 宇 0 成 立 , 则 A 的 主 对 角 元 素 必 是 非 负 的 ， 
且 对 于 a; < 0, 应 成 立 


aay Saas ay >0 CHa; <0) — (6. 5.4.9) 


这 是 便于 运用 的 两 个 性 质 . 
当下 标 集合 1( 一 ) = {1,…, m), BJ A 甜 阵 本 身 就 是 非 主 对 角 元 素 均 为 负 
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数 的 矩阵 , 当 且 仅 当 A 是 ( 半 ) 正 定 的 , w "Au 20 uw 之 0 才能 成 立 . 
将 (6. 5.4.2) 式 表 成 以 下 形式 


uAu = y Ay+( D, ayu; +2 D) a,u,u,) 
< < 
sei a 


则 可 知 , 要 成 立 w Au>0 u20, Ar 矩阵 必须 是 正定 的 . 车 否 , 便 有 y 宇 0, 使 
Ar y = 0 这样, 取 
x, i=i €I 
_ 其 他 
ERIA u > 0 Ë u" Au = 0. 所 以 ,有 以 下 推论 
推论 6.5.4.2 二 次 型 uw” Au fE u > 0 约束 条 件 下 是 正定 的 , 充 要 条 件 是 


is dgs ees i, 
A, =A "k GEKO j=l, e,n 
i 


honik 
矩阵 是 正定 的 ,并 且 
a, >0 j€ IG —(6. 5. 4. 10) 


C 
(6. 5. 4. 10) 式 的 意义 可 从 上 例 得 知 . 由 例 6. 5. 4. 1 中 的 矩阵 A, 知 1( 一 ) = 
(1, 2), IQ) = {3}, 现 


aj=as=12>0 j€ IG 

故 知 u! Au fE u > 0 约束 下 正定 . 如 果 取 

3 一 1 2] 

A= Ë. 1 0 

2 0 0 

则 工 一 )、I( 十 ) 下 标 集合 不 变 ,Ai;, 亦 不 变 仍 是 正定 的 ,但 因为 
ay =an =0 j€ICD 
可 知 u" Au 在 > 0 约束 下 不 可 能 是 恒 为 正 的 . 因为 取 
u= (0, 0, 1)! 


即 知 w Au = 0. kk u" Au 在 uw 三 0 约束 下 只 能 是 半 正 定 的 . 


954 EIAk AE Ft $ 3⁄3 #z f 28 ;€ 5 8: J] 


由 以 上 推论 可 知 ,在 w > 0 约束 下 正定 的 wu"Au 二 次 型 ,矩阵 A 的 主 对 角 元 
素 必 全 部 为 正 数 ,并 且 ,(6. 5. 4. 9) 式 必要 成 立 为 严格 不 等 式 . 这 也 是 便于 应 用 的 
性 质 . 

可 以 利用 矩阵 A 的 特征 值 决 定 的 二 次 型 u™Au 符号 在 u € R" 全 空间 上 的 
分 区 ,说 明 以 上 关于 中 Au EHR u > 0 条 件 下 ( 半 ) 正 定 的 充 要 条 件 ( 定 理 
6. 5. 4. 1) 的 几何 意义 . 

WA, 是 实 对 称 矩 阵 A 的 特征 值 Q. < ;,,) ,a 是 对 应 的 特征 向 量 . 作 以 下 
方程 组 


| HA 十 +A 之 0 


一 (6.5.4.11) 
ut ytet G =1 
#E t, = u; 替换 ,可 得 到 等 式 一 不 等 式 线性 方程 组 
Aiti ats 十 … At > 0 
ht ttet t=1 —(6. 5. 4. 12) 
t20 


这 一 方程 组 类 似 于 (3. 4.1. 10) 式 . 区 别 在 于 这 里 是 用 矩阵 A 的 特征 值 4， 
(而 非 拟 特征 值 ) 去 决定 二 次 型 u! Au 符号 在 u € R” 全 空间 (而 非 曲 面 的 切 超 平 
面 ) 上 ,以 特征 向 量 (而 非 拟 特征 向 量 ) 组 w 构造 的 标 架 系 上 表示 的 一 个 非 负 符 
号 分 区 . 

由 8$3.4.1 节 的 分 析 , 可 以 通过 解 出 (6. 5.4.12) 式 以 得 到 二 次 型 w"Au 在 
R” 上 非 负 的 分 区 LL， 


Li =Q»)? s>0 s =1 一 (6.5.4.13) 
其 中 Q= [a', a, …，o] 是 特征 向 量 矩 阵 ,@+ 矩阵 由 (3.4.1. 20) 式 给 出 , 记 
CP )' 238 有 + 的 行 向 量 , 则 符号 
EC 
G + ((@;)!s)5 
KOSO 


即 对 于 乘积 B's 向 量 作 各 分 量 的 开 方 . 上 式 开 方 前 的 符号 选择 , 即 可 给 出 Ca , 
C, o, a") 标 架 系 上 各 个 象限 上 ur Au 符号 非 负 的 分 区 表示 . M| ut Au 二 次 型 在 
u 宇 0 约 东 下 ( 半 ) 正 定 的 几何 意义 即 在 于 R” 空间 正 象限 上 的 单位 球体 属于 
Li W 
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(x | x>0,0< x!x < 1) < L —(6.5.4.14) 


仍 设 1 <| IC—) |= n< m,W E z € R” 空间 上 ,和 矩阵 Al，,( 半 ) 正 定 的 条 件 
是 Ak-, 和 矩阵 的 所 有 各 阶 主子 式 非 负 . 这 即 等 价 于 


Xa 十 2 X aa uu, <O 


S Er 
iad š i € I—) 
Xu =1 1l<A<n 
u 0 
方程 组 无 解 . 或 者 说 ， 
Da t2 D aaa =O 
í EN 
ka R i € 1(—) 
> =1 1<h<n 
u, >0 
方程 组 或 者 无 解 或 者 只 有 一 个 解 . 
将 uw 的 分 量 选取 为 
fe 20 EI) k=l,=,h i=i 
u= 
0 


则 所 有 这 样 的 u 全 体 即 为 R” 正 象限 的 一 个 边界 超 平面 LCu ，,，…, wu,). 以 上 分 
析 说 明 ,Ar-, 矩 阵 ( 半 ) 正 定 的 充 要 条 件 , 即 在 所 有 这 样 的 边界 超 平面 上 ,二 次 型 
u" Au 是 ( 半 ) 正 定 的 . 

以 下 给 出 两 个 w Au 不 是 在 u > 0 约束 下 ( 半 ) 正 定 的 示例 . 


例 6.5.4.2 
5 
0 | 


1 

2 

0 3 Vio| 
- |> -vi 1 


A 的 特征 值 是 A， 一 一 2, 4, = 1, À, = 11. BERE PEE 


A= 
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现在 与 < O 特征 值 对 应 的 特征 向 量 a C BJ Q 的 第 一 列 向 量 ) 是 正 数 向 量 . 在 
(a, a, 0) 标 架 系 上 可 以 得 到 Au 符号 的 分 区 表示 . 这 里 将 分 区 直接 标 在 正 
象限 上 的 单位 等 截 距 割 平面 上 . 如 图 6. 5. 4. 2 所 示 . 符号 意义 同 前 . 

当 将 图 6. 5. 4.2 表示 在 R 空间 的 标准 坐标 系 的 正 象限 上 ,就 得 到 了 图 
6. 5. 4. 3 所 示 的 图 形 . 


图 6.5.4.2 图 6.5.4.3 


在 图 6. 5. 4. 3 中 ,阴影 平面 为 Oue 平面 .2 曲线 为 wTAu = 0 HHR. a, b 
点 是 图 6. 5. 4. 2 中 的 对 应 点 (其 中 45 是 图 6. 5.4. 2 中 与 a 对 应 的 在 (a' ,一 @:， 
和 ) 象 限 中 的 点 ). 图 6. 5. 4. 3 中 两 条 4 曲线 围 成 的 中 间 区 域 即 为 wTAu 二 0 的 取 
值 区 域 . 由 于 在 R 正 象限 中 存在 这 个 PPC. AK u" Au 在 wu 2 0 约束 下 是 不 

这 里 的 图 6. 5. 4. 3 是 利用 了 (6. 5. 4. 12) 式 给 出 的 线性 化 的 分 区 表示 , 故 n 
是 直线 . 而 图 6. 5. 4. 3 式 则 可 理解 是 利用 了 (6. 5. 4. 11) 式 给 出 的 单位 球面 表示 
的 分 区 ,而 将 图 中 的 单位 截 距 割 平面 上 的 D (曲线 看 成 是 单位 球面 上 的 A 曲线 
上 的 点 到 原点 的 连 线 与 此 平面 的 交点 决定 的 , 故 一 般 地 应 为 曲线 . 

例 6.5.4.3 


| 一 
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A 的 特征 值 中 4, < 0, Asa > 0. 直接 给 出 R* 空 
间 标 准 坐标 系 正 象限 上 的 u! Au 符号 分 区 图 形 ， 
如 图 6. 5. 4. 4 所 示 . 现在 与 负数 特征 值 4, 对 应 的 
特征 向 量 并 不 指向 R' 正 象 限 ,而 是 与 正 数 特征 值 
对 应 的 特征 向 量 @ 指向 了 R? 正 象限 . 故 R' E $ 
限 的 单位 截 距 平面 上 只 有 一 条 A 曲线 . 该 条 曲线 
与 0, 平面 上 的 


utu =l wu 三 0 


直线 围 成 一 个 Au < O 的 取 值 区 域 . 故 二 次 型 
u" Au fu > 0 约束 下 也 是 不 定 的 . 
以 上 分 析 即 表明 在 边界 平面 L(u a) is j=l, 2, 3 上 的 直线 


u+u =1 u, 2 0 


或 表示 为 圆周 线 
upu =l usu 20 


F. "i u" Au 在 u 三 0 约束 下 是 不 定 的 ,就 至 少 在 一 
个 (i, 力 决 定 的 上 述 直线 (或 圆周 ) 上 的 一 个 线段 
上 ,Au 一 0. 由 此 附带 地 知道 , 当 wAu YE u > 0 
约束 下 是 不 定 的 , 则 不 可 能 出 现 图 6. 5. 4. 5 所 示 的 
情形 . BD u" Au 在 所 有 


u+u =l usu 20 
边界 上 取 值 非 负 , 但 在 u, > 0 区 域内 可 以 取 值 为 负 . 
以 上 分 析 均 推广 至 R 空间 . 
推论 6.5.4.3 BA BER" AI=A |B|Z0 x€ RR", 则 约束 二 次 型 


图 6.5.4.5 


xTAx >0 
es (6.5.4.15) 
成 立 的 充 要 条 件 是 以 下 约束 二 次 型 ( 半 ) 正 定 成 立 
pan C = (BAB ' —(6. 5. 4. 16) 
C 


因为 Bx 三 0 的 解 是 
x=B'y y€ R 
即 知 以 上 推论 . (6. 5. 4. 16) 式 即 可 用 定理 6. 5. 4. 1 的 条 件 予以 解决 判定 问题 . 
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由 以 上 的 分 析 , 已 完全 解决 了 (6. 5. 3. 14) 式 的 判别 问题 . 
注意 到 定理 6. 5. 3. 1 实质 是 要 解决 以 下 约束 二 次 型 ( 半 ) 正 定 的 判定 条 件 
问题 ; 


fa = —(6. 5. 4. 17) 
A € R””, A! = A, E, F 是 列 阶 数 为 m 的 矩阵 , x € R". 如 果 令 


s-[s] 


| xTAx > 0 
s. t. Bx = 0 


则 
一 (6. 5. 4. 18) 


形式 的 约束 二 次 型 的 判定 问题 即 为 定理 6. 5. 2. 2 的 (6. 5. 2. 36) 式 给 出 的 判定 形 
式 . 前面 的 分 析 已 说 明 ,(6. 5. 4. 18) 式 的 判定 条 件 等 价 于 加 边 和 矩阵 


A B 
A= [i °] 
的 拟 特征 值 非 负 . 这 可 以 由 Mann 定理 ( 见 8$3.2.4 节 ) 给 出 的 方法 予以 解 
决 5C11 而 定理 6. 5. 3. 1 则 是 针对 (6. 5. 4. 17) 式 的 形式 ,更 具 一 般 意义 的 约束 二 
次 型 的 ( 半 ) 正 定 判定 问题 . 
定理 6. 5. 3. 1 虽然 已 给 出 了 (6. 5. 4. 17) 式 形式 的 约束 一 次 型 的 ( 半 ) 正 定 判 
定 条 件 , 但 尚未 能 给 予 可 应 用 的 判定 方法 . 利用 以 上 的 分 析 , 下 面 即 给 出 可 应 用 
的 定理 6. 5. 3. 1 的 判别 条 件 . 
简化 符号 , 设 Ex = 0, Fx 二 0 的 解 是 ( 见 S 5. 5. 2 节 及 以 下 内 容 ) 
x=A+D ceR s>0 
mm, rank[ E |, D> o. 记 
a=A P= Ds 
则 
Em =0 Fa=0 
B=0 Fp=0 


Cl) (6.5.4.18) 式 成 立 的 其 他 形式 的 充 要 条 件 可 见 本 节 附 注 . 
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考虑 对 x € P(Ex = 0, Fx >0), 二 次 型 
x'Ar = a" Aa + B' AB + 2a" AB —(6.5.4.19) 


的 符号 判别 . 

很 显然 ,由 前 面 给 出 的 分 析 ( 如 定理 6. 5. 3. 1 的 条 件 ),(6. 5. 4. 19) 式 的 符号 
对 所 有 的 x € PEx = 0, Fx 2 0) 非 负 的 必要 条 件 是 
A, = AAA € R 一 (6. 5. 4. 20) 


是 ( 半 ) 正 定 的 ,以 及 约束 二 次 型 ( 半 ) 正 定 
siAps' 过 0 
| s.t.s>0 
EX. BD aAa, B'AB 对 所 有 的 a、B 是 非 负 的 . 否则 即 可 判定 (6. 5. 4. 19) 式 不 是 
〈 半 ) 正 定 的 . 而 A, 矩阵 的 ( 半 ) 正 定 , 由 传统 的 矩阵 ( 半 ) 正 定 判别 条 件 即 可 判定 ， 
(6.5. 4. 21) 式 则 可 由 定理 6. 5. 4. 1 给 出 的 方法 予以 解决 . 
对 于 (6. 5. 4. 19) 式 中 的 2a" AB 项 ,有 
aTAB = CA, A, = ATAD 一 (6. 5. 4.22) 


A, = DTAD 
—(6.5.4.21) 


所 以 , 当 
A, = AT'AD= 0 


时 (比如 成 立 A'A = 0 或 AD = 0 的 情形 时 ). 这 时 ， 
x'Ar=a'Aa or x'Ax = P'AP 
这 都 是 已 知 的 可 判定 是 否 为 约束 ( 半 ) 正 定 的 二 次 型 形式 . 故 以 下 设 
a" AB > o 
此 时 , 易 理 解 ,选取 + 或 一 t, 总 可 使 
2ar4p = 2" A,s 一 0 
注意 到 (6. 5. 4. 19) 式 的 形式 ,在 满足 aAa > 0. PAB > 0 的 条 件 下 ,就 只 
有 2a" AB 项 可 以 取 负 值 了 . 


将 (6. 5. 4. 19) 式 表 成 以 下 形式 ， 
xTAx = t'Aut + sTAs + 2t A,s —(6.5.4.23) 


(6. 5. 4. 23) RHEA ËJ kk sÇ, fE F E BS E 09 s > 0 之 下 ,是 上 的 二 次 函 


数 . 对 其 求 取 关于 上 的 无 约束 极 值 , 由 一 阶 条 件 知 应 有 
At +A, = 0 —(6.5.4.24) 
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当 A, 可 逆 时 ,可 得 极 值 解 
t = ts) =—A'A,s —(6.5.4.25) 


很 显然 ,此 时 (6. 5. 4. 17) 式 成 立 , 应 当 有 A, 是 正定 的 . 这 样 ,(6. 5. 4. 25) 式 给 出 
的 是 在 任 取 的 之 0 下, x"Ax 二 次 型 的 最 小 值 . 故 (6. 5. 4. 17) 式 成 立 , 即 应 再 
要 求 


min xTAx = t'(s)A,t(s) 十 STA8 +26 (s)A,s 2 0 s>0 


—(6. 5. 4. 26) 
注意 到 由 (6. 5. 4. 25) 式 ， 
tT(s)At(s) =— t" (s)A,s 
所 以 (6. 5. 4. 26) 式 等 价 于 下 式 , 记 
A = AA,— AATAT'A, —(6.5. 4. 27) 
wa. —(6.5.4.28) 
s.t.s> 0 
而 (6. 5. 4. 28) 式 又 是 可 以 用 定理 6. 5. 4. 1 给 予 判定 的 形式 . 
因为 (6. 5. 4. 23) 式 可 表 成 
x'Ax = (r, oi IO (6. 5. 4. 29) 
故 显 然 矩阵 
Aw = Pe “a 一 (6. 5. 4. 30) 
A; A; 


若是 ( 半 ) 正 定 的 , 则 x' Ax 就 是 约束 ( 半 ) 正 定 的 . 但 这 只 是 x! Ax 约束 ( 半 ) 正 定 
的 充分 条 件 而 不 是 必要 的 ( 见 以 下 示例 ). 

当 A, 不 可 逆 , 即 表明 (6. 5. 4. 17) 式 成 立 ,A。 只 能 是 半 正 定 的 . 设 rank A, = 
k. 对 (6. 5. 4. 29) 式 右边 的 二 次 型 求解 在 s > 0 约束 条 件 下 的 极 值 . 从 一 阶 必要 
条 件 串 得 


At+As=0 — (6. 5. 4. 24) 
AT 十 As 一 oO s.@20 ors 一 0 一 (6.5.4.31) 
其 中 四 是 工 一 乘 子 向 量 . 
对 A, 作 分 块 处 理 
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An Ai š Pe 
A= | 。 „| AER? 余 类 推 
An An 


并 设 rank Ai, = k. 相应 地 对 A, ERE. t 向 量 作 分 块 


Ar 的 行 阶 数 也 为 ,而 4 为 上 的 前 人 维 子 向 量 . 
从 (6. 5. 4. 24) 式 中 可 解 出 
¿£ B (At) h A: k CASITA 


j = t +t,(s) 
L 0 


mrt 


一 (6. 5. 4. 32) 
HEP r, € N(A.), t(s) 则 是 (6. 5. 4. 24) 式 的 一 个 特 解 形 式 , 且 wE R, 
将 (6. 5.4. 32) 式 代 人 到 (6. 5. 4. 26) 式 , 即 知 关于 4 的 无 条 件 极 值 是 
(无 条 件 ) 极 值 : 
YITAx = t] (s)A.t, (s) +Ss7Aps +26 As +2t(s)A,s t, € N(A,) s>0 
—(6.5.4.33) 

这 里 s 可 以 是 任 取 的 非 负 向 量 . 如 果 (6. 5. 4. 33) 式 对 所 有 的 bb € N(A). s > 0 
是 非 负 的 ,就 必要 有 

QAs=0 b € N(A.) —(6.5.4.34) 
否则 ,总 能 选取 4 或 一 6 ,使 25As 二 0, 令 || to | 一 二 co， 即 知 (6. 5.4. 33) 式 不 
能 是 对 所 有 的 t。、s 都 非 负 . 


将 (6. 5.4. 32) 式 代 回 到 (6. 5. 4. 24) 式 得 到 关于 s 的 解约 束 方程 组 即 以 下 方 
程 组 ， 
下 =0 
° —(6.5.4.35y 
s> 0 
由 多 胞 形 表示 定理 ,(6. 5. 4. 35) 式 的 解 可 表 为 
s=s(h)=Gh G>0 h>0 —(6. 5. 4. 36) 


其 中 G 的 列 向 量 是 解 集合 的 极 方向 向 量 . 解 的 方法 可 见 Š 3 章 . 
将 (6. 5.4. 36) 式 代 回 到 (6. 5. 4. 32) 式 ,再 代 回 到 (6. 5. 4. 31) 式 ,可 得 关于 有 h 
的 以 下 方程 组 


Art, + ATti(s(h)) + Aps (h) = @ —(6.5.4.37) 
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即 
ST(R)ATt, + s'(h)ATt,(s(h)) + s' (h) Aps (h) = s! (hw = 0 
在 (6. 5. 4. 34) 式 成 立时 ,从 上 式 即 得 
tai [As— (ADT (AR) AI ]Gh = 0 
h>0 


—(6. 5. 4. 38) 


现在 将 (6. 5. 4. 36) 式 给 出 的 s(h) 代 回 到 (6. 5. 4. 33) 式 中 ,在 (6. 5. 4. 34) 式 
成 立 的 条 件 下 ,得 到 在 s 三 0 约束 下 的 条 件 极 值 是 
(条 件 ) 极 值 : xTAx = s7 (h) CA; — (ADT CAD ADs Ch) 
=h" G" [A; — (ADTCA1 A DGh 
=0 
EAHA h > 0 HR t) I s(h) H R: 2 IK AE ff s 向 量 集合 的 子 集 . 所 
以 ,如 果 这 一 为 0 的 极 值 是 (6. 5. 4. 33) 式 的 ( 弱 ) 最 小 值 ,那么 ,在 (6. 5. 4. 34) 式 
成 立时 , 必 应 有 


(SAt(s)+s As +2t(s)A,s 二 0 
人 en Ps sas —(6.5.4.39) 
s> 0 
利用 (6. 5. 4. 32) 式 ,上 式 等 价 于 
TCA; 一 (ADTCATD ADs 二 0 
f ; GA Ana —(6.5.4.40) 
s> 0 


这 即 可 利用 定理 6. 5. 4. 1 予以 判定 (6. 5. 4. 40) 式 是 否 成 立 . 
综合 以 上 分 析 ,可 得 到 以 下 定理 . 
定理 6.5.4.4 VA € RAT = A, E. F Jp] Er š m 的 矩阵 , x € R". 
约束 二 次 型 ( 半 ) 正 定 , 即 
x'Ax > 0 
: z =0 
Fx 二 0 


的 充 要 条 件 是 ,对 于 约束 等 式 一 不 等 式 方程 组 的 解 集合 
P(Ex = 0, Fe 20) = {x | x = At+Ds,t€ R” s>0) r= rank[ 5] 
成 立 以 下 条 件 


(1) WK A, = AAA 是 ( 半 ) 正 定 的 ,矩阵 Ai = D'AD 是 s"Aps > 0. s> 
0 约束 ( 半 ) 正 定 的 . 
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(2) 当 A, = ATAD = 0 Bf 
(2.1) # A, 是 正定 的 , 且 


T(Ap— ATAÇ'A s > 0 
f AAT fs —(6. 5. 4. 28) 
s>0 
(2.2) 若 A, 是 半 正 定 的 , 设 rank A, = k, 则 应 有 
T(A — (ADT (AD ADs > 0 
e i i —(6.5.4.40) 
s>0 


Hop An È A, 中 的 任 一 个 kXk 阶 可 弟子 矩阵 ,Ar 是 A, 矩阵 中 行 下 标 与 Ai $T 
下 标 相同 的 行 向 量 组 成 的 矩阵 . 同时 ,还 要 成 立 以 下 条 件 


rank(ATAA) = rank(AA) < rank(A) = m—r 一 (6. 5. 4. 41) 


" 
由 此 , 即 完全 解决 了 (线性 ?约束 二 次 型 ( 半 ) 正 定 的 判别 问题 . 
将 (6. 5. 2. 51) 式 中 的 V2L(。) 看 成 这 里 的 矩阵 A, 再 由 


A 
z€ Z' (x>: = At + D. s 


的 关系 ,直接 利用 以 上 定理 ,就 得 到 非 线性 规划 极 小 值 点 x 处 的 K - 工 条 件 可 
适用 时 的 二 阶 判别 条 件 . 

若 将 以 上 定理 中 用 词 “( 半 )” 去 掉 ( 也 将 (2. 2) 条 件 去 掉 ), 并 且 ,(6. 5. 4. 28) 
式 的 第 一 式 成 为 严格 不 等 式 ,此 定理 即 为 x"Ax 二 次 型 在 约束 Ex = 0. Fx > 0 
条 件 下 正定 的 判别 条 件 . 

而 对 于 定理 6. 5. 4. 4 的 证 明 , 显 然 只 需 再 对 (6. 5. 4. 41) 式 给 出 相关 证 明 即 可 . 

《6. 5. 4. 41) 式 可 从 (6. 5.4.34) 式 中 导出 . 由 (6. 5.4. 34) 式 的 必要 性 ,以 及 
A。、A, 矩阵 的 构造 知 , 此 式 可 表示 为 满足 


AAA = 0 
的 上 向 量 , 总 使 
D'AAt = 0 
成 立 . 并 可 知 因 已 设 A, 半 正 定 , 故 A, 的 零度 集 N (A.) 定 有 非 0 元素. 
注意 到 AE NCE), D € N+ (F), 故 使 
AT 一 0 and D'h—0 


成 立 的 h 只 能 是 (m 维 )0 向 量 . 换 句 话说 ,使 (6. 5. 4. 34) 式 成 立 的 + € N(A.), 
只 能 是 满足 


AAt=0 一 (6.5.4.42) 
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的 解 . 而 (6. 5. 4. 42) 式 有 非 0 的 解 的 条 件 即 为 
rank(AA) < m—r r= rank[F] 


另 一 方面 ,显然 ,又 必须 有 
N(A.) = NAAA) C N(AA) —(6. 5. 4. 43) 
成 立 . 否则 , 取 
FE NAAA) NAA) G=0 
便 可 以 有 
IAs20 FENA) s>0 


即 (6. 5. 4. 34) 式 不 能 成 立 . 
但 仍 由 (5. 5. 2. 1) 式 关于 矩阵 乘积 的 秩 的 公式 ,有 


rank(ATAA) = rank(A A) — dim(R(A A) N N(AT)) < rank(A A) 
故 (6. 5. 4. 43) 式 成 立 便 意味 着 必要 有 
dim(R(AA) N NGCAI)) = 0Srank(ATAA) = rank(A A) 


由 此 即 得 到 (6. 5. 4.41) sÇ. 
由 此 即 附带 知道 ,对 于 (6. 5. 4. 43) 式 在 (6. 5. 4. 34) 式 成 立时 ,只 能 为 


N(ATAA) = N(AA) —(6.5.4.44) 
且 上 式 与 (6. 5. 4. 41) 式 是 等 价 的 . 
We 6.5.4.5 设 二 次 型 rrAx 在 Ex = 0. Fx > 0 约束 条 件 下 表 为 
xXTAx =tAt+s'As+2 TAs t€ R s>0 r= ank[ 
的 形式 . 当 As 关 0, 则 二 次 型 x" Ax 约束 ( 半 ) 正 定 的 必要 条 件 是 A,. A, 是 
( 半 ) 正 定 的 ,并 且 , 对 任 取 的 使 Ays 关 0 的 t,s 向 量 , 总 成 立 
TAt>0UU 及 siAs >0 s>0 
另 有 充分 条 件 , 即 车 矩阵 
A. A, 
Ls; ad 


是 ( 半 ) 正 定 的 , 则 二 次 型 x! Ax 是 约束 ( 半 ) 正 定 的 . 图 
由 以 上 定理 可 直接 导出 此 系 . 从 而 可 知 , 若 ax Ax 是 约束 ( 半 ) 正 定 的 , 当 
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CAs 0, s'As 二 次 型 必须 是 s > 0 约束 条 件 下 的 正定 二 次 型 . 
以 下 给 出 几 个 数值 示例 . 


例 6.5.4.4 设 
3 —2 1 
a 2 ' 


1 r aa | 


1 
ni 中 tER IER 
0 1 


z! VL (x°, @)z = 2 + (2s, + 4s,)t + 6s? + l4sis, + 682 
. 
对 上 式 右边 函数 求 ( 的 一 阶 导数 并 令 其 为 0, 得 


s +25s, 
2 


z€ Z'a) 可 表 为 


1 
0 
一 


z= 


从 而 


min z VL (x, oz 一 DEEST FASDO sos >20 
ae Z'a 


故 (6. 5. 2. 51) 式 在 本 例 中 是 为 严格 不 等 式 . 但 注意 本 例 中 (6. 5. 4. 30) 式 给 
出 的 4 矩阵 是 不 定 矩 阵 . 


例 6.5.4.5 设 
3 一 3 一 1 
VL , @) = |— 3 2 ' 


—1 1 2 
A 
z€ ZORE A 
z! WL. (x°, z = 7 + 2s, + st + 2s? HAs s, +3 
类 似 地 ,可 得 极 小 值 处 


_ Ass; 


t= 7 


min zT V;L (x°, @)z =— 2s 十 209s +208% sis s, >0 
re Fah 


易 知 上 式 右边 的 二 次 型 不 满足 定理 6. 5. 4. 1, 故 可 知 (6. 5. 2.51) 式 在 本 例 中 不 
能 成 立 . 


966_ 3 2 #: 4E Ft th 444 #z fÉ R ; 5 A A 


例 6.5.4.6 HKA xT Ax 


1 
2 0 2 
999 
0 O 
检验 其 在 约束 条 件 
一 zi 十 2r: — z, — z + z; = 0 
s.t.d 2z, 十 x,+3rx,—2z, —2z; = 0 
一 2zi —3=, +3z, Hr, + z; > 0 
下 是 否 为 ( 半 ) 正 定 . 
解 : 约束 条 件 的 解 是 
.25 .78125 一 1.70625 
.75 一 .03125 一 .4 
x=A+D = | 25 .15625|* 十 | 1 s tER s2>0 
0 .25 
0 1 一 .15625 


利用 (6. 5. 4. 41) 式 ,有 


xl- |o el- 
= 


二 |=rank(AA) =2 42 =m—r 


w 


1 
AAA = :|=rank(ATAA) = 1 

67 E 

16 


故 (6. 5. 4. 41) 式 不 满足 , 即 知 x" Ax 不 可 能 是 约束 ( 半 ) 正 定 的 . 对 此 容易 验证 . 
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将 约束 条 件 的 解 代 入 二 次 型 得 


1 % 


16 
xz'Ax = f PESE t+2lat, — bt )s +e? ths ER s>0 
16 \16 


HH a, b. c> 0. R ATA At = 0 的 解 


代入 二 次 型 ,得 


x'Ax =—2(d+b)ps +c’ d = T 


对 任 取 的 > 0, RER p > yr t Ax < 0. 


AFO 
在 本 例 中 , NAA) = (0) NAAA) — (0) + Øi NCAA) # N(A'A A). 
例 6.5.4.7 设 

3 一 2 1 一 1 
一 2 3 1 0 

1 1 £ —1 
一 1 0 一 1 0. 


A= 


在 约束 条 件 Ex = 0. Fx 三 0 下 的 解 可 表 为 


1 一 1 2 
£ 0 1 
C E E 
1 0 2 


—1 


2 
x= A + Ds = t+ 3ls tER s 


V 
° 


考察 约束 二 次 型 x! Ax 是 否 为 ( 半 ) 正 定 . 


有 4 
0 —1 1 p 
: ATAA=|—1 7 -9| AA = 
" | 1 -3 5 
1 —9 11 
—1 2 一 4 


rank(ATA A) = rank(AA) = 2 < rank(A) = 3 
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(6. 5. 4. 41) 式 成 立 , 但 现在 A"AA 是 不 定 矩 阵 , 故 x! Ax 不 是 ( 半 ) 正 定 的 . 由 此 
例 易 验 证 ,成 立 (6. 5. 4. 44) 式 . 

易 知 ,以 上 关于 x"Ax 二 次 型 在 Ex = 0. Fx > 0 约束 条 件 下 的 ( 半 ) 正 定 的 
判定 条 件 , 也 就 是 更 一 般 性 的 x! Ax 二 次 型 在 Bx > 0 约束 条 件 下 的 ( 半 ) 正 定 的 
判定 条 件 . 传统 的 利用 矩阵 A 的 各 阶 主子 式 非 负 条 件 所 能 判定 的 则 是 x7Ax 二 
次 型 在 无 约束 条 件 下 的 ( 半 ) 正 定 问题 . 

附注 : 等 式 约束 下 的 二 次 型 x! Ax > 0 的 充 要 条 件 

(6. 5. 4. 18) 式 形式 的 等 式 约束 下 的 二 次 型 

x'Ax>0 
s. t. Bx = 0 
成 立 的 充 要 条 件 ,Avriel 介绍 了 不 同 于 Mann 定理 形式 的 另 一 个 形式 “13 

引 理 6.5.4.6 令 w 和 vw 是 紧 致 集 K C R" 上 的 连续 实 函数 ,对 于 所 有 xx € 
K, $i vx) 0. 那么 ,每 当 v(x) 之 0 时 u(x) >0 的 充 要 条 件 是 : 存在 一 个 数 cv ， 
使 得 对 所 有 c 宇 c。 和 x € KRY 


(6.5.4.18) 


u(x) +co(x) > 0 —(6.5.4.45) 


C 
证 明 从 略 . 由 此 引 理 即 得 以 下 推论 . 
推论 6.5.4.7 令 A 是 m 阶 方 阵 ,B 是 Xm 阶 甜 阵 , 则 对 每 个 满足 Bx = 0 
HY x A O RIRS xT Ax 二 0 的 充 要 条 件 是 : 存在 一 个 数 c。 > 0, 使 得 对 所 有 < 宇 
co 和 xx 关 0, 成 立 
xT(A 十 cBTB)x > 0 一 (6.5.4.46) 


= 
在 前 面 的 引 理 中 令 u(x) = x"Ax w(x) = (Bx)'Bx jt 


K=(x|xtx=1 x€ R") 
即 可 得 此 推论 . 相 比较 而 言 ,Mann 定理 显然 更 具有 应 用 的 方便 性 . 


$6.5.5 非 线性 规划 (全 局 ) 解 的 算法 一 一 二 次 规划 .几何 规划 的 直 
接 解 


本 节 标 题 中 的 “算法 "所 指 的 并 不 是 非 线 性 规划 解 的 数值 计算 步骤 ,而 是 指 
的 非 线 性 规划 求解 过 程 的 步骤 , 即 逻 辑 解 法 的 步 又 . 


C13 引 自 人 非 线性 规划 ?下 册 ,M，Avriel, 第 187 页 . 符号 略 有 改动 . Avriel 指出 ,这 一 结果 属于 Arrow, 
Could, Howe. 
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对 于 一 般 的 非 线性 规划 
min f(x) x€ER" 
g (x) 之 0 1, 2, =, k 
Ne =0 j=1,2, =, p 
记忆 ,和 ss) 1<n<k iin l, 2,，…,& 中 的 一 个 递增 子 序列 ， 
I = (G) | G) = G, 1s š). 1< n< k, i < in) 


(P): 


—(6.5.5.1) 
是 所 有 这 样 的 子 序列 为 元 素 的 集合 ,并 规定 (0) 元 素 也 属于 L. 
(P) 规 划 问题 的 解 * ,一 定 有 某 个 G.) EL, H 
ga) =0 i€ G) ; 
o>: PEGA VES —(6. 5. 5. 2) 
h(x)=0 1<j<p 
这 即 是 (P) 的 核 规划 (P0). 从 而 ,(P) 的 解 x° 一 定 是 以 下 等 式 约束 规划 的 解 
min f(x) 
(PO): ai m =0 i€ G) —(6.5.5.3) 
— kG) =0 j;=1,-, p 
因此 ,一 般 非 线性 规划 问题 的 解 ,可 归结 为 以 下 步骤 
1. 对 所 有 的 子 列 (i,) € L, 解 出 以 下 非 线性 函数 方程 组 
Vfw = > wVgiCr) 十 Se Vh,(x) 
E m —(6. 5. 5. 4) 
gx) =0 i€ G) h(x)=0 了 一 1，…， 力 
记 其 解 为 (i)、 GG). GG). 
2. 对 满足 
KELER 0 (€G, 
T: FD E —(6. 5. 5. 5) 
ëG)2>0 i€ (li) 
的 解 (i,)、%, (i,) 构 造 
. o i€G) ` 
Qi) = (w) = i= 1, =, k —(6. 5.5.6) 
0 i¢(i) 


并 解 出 


V 万 CEGi))z 一 0 j=1, =, p —(6. 5. 5. 7) 


[racon =0 i€ G) 
Vg,(%G.))z220 LE G) 


970 3 x +# E Ft 66 4⁄4 AE f& E € 5 l JJ 


从 而 得 到 zx € RGD 集合 . 
3. 检验 


, 
ZT Vf) — D DG) V gE DGG) Vh EGJ 22 0 


£ = 
A 
z€ ZGD —(6. 5. 5. 8) 


满足 以 上 关系 的 全 体 z(Gi ) 就 是 (P) 规 划 的 满足 一 阶 、 二 阶 约束 品 性 的 局 部 极 小 
值 点 . 

以 上 算法 是 枚 举 法 . 但 它 只 要 解 出 (6. 5. 5. 4) 式 (6. 5. 5.7) 式 决定 的 非 线性 
等 式 方程 组 和 线性 不 等 式 方程 组 ,从 算法 上 讲 相对 比较 简单 些 . 并 且 ,如 果 能 够 
得 到 (6. 5. 5. 4) 式 的 全 部 解 ,那么 ,以 上 算法 就 能 够 给 出 (P) 的 所 有 解 . 例如 ,对 
于 二 次 规划 问题 ,(6. 5. 5. 4) 式 即 为 线性 方程 组 ,从 而 ,可 以 得 到 所 有 解 . 

(a) 二 次 规划 问题 的 解法 分 析 


一 个 二 次 规划 问题 是 
min f(x) =x" Ax +b'x+c x€ R" A'=A 
(QP); stisi (6. 5. 5. 9) 


Wk x € P(Bx > d) 表 为 (可 见 Š 5.6 节 内 容 )， 
x= bu j-At+ Ds u>0 >u, = 1 s>0 ER r=rankB 


先 设 0 不 是 P(Bx > d) 的 极点 .将 上 式 代 人 (6. 5. 5. 9) 式 


f(x) = f(t, u, s) = At +s'As +u Au 十 25As 二 24 十 
十 28TAu + blt + bis + bru +c —(6.5.5.10) 
其 中 
A.=A'AA A,=D'AD A,= "A9 
A,=A'AD A, =A'A A,=D'A@ —(6.5.5.10a) 
b= bA bi =bD b=bg 
H (6. 5. 5. 10) 式 关于 t 的 无 约束 极 值 一 阶 条 件 


Ift, u, s) _ 


at ° 


2At +2A,s +2Au + b, = 0 —(6.5.5.11) 
(1) | A, | 0. 可 得 
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T= Ks, u) =— (A7'Ays HATA +A, b.) 一 (6. 5. 5. 12) 


将 (6. 5. 5. 12) 式 代 回 到 (6. 5. 5. 10) 式 , 即 得 以 下 二 次 规划 
min f(s, u) = sTA,s +u! Au +2s"A u + b!s + b'u + d 
P = 1 
u>0 
s> 0 
—(6.5.5.13) 


其 中 
A, = 4 一 ATATA，4。= A, 一 ATATA，4。= A. — AJAA, 
| =b] —b]AÇ'A, bI— b MATA, d =c TA, 
—(6.5.5.13a) 


(6. 5. 5. 13a) 式 仍 可 利用 以 上 算法 解 出 , 即 设 (i,)、(j,) 分 别 是 s u 的 下 标 序列 
的 一 个 子 列 ,对 所 有 这 样 的 子 列 (包括 (0) 子 列 ) ,分别 解 出 (6. 5. 5. 13) 式 的 子规 
划 ( 可 只 求 出 一 阶 最 优 解 ) 


min f(s, u) 
>u = 1 
St) w=0 j€ G) 
s=0 i€ G) 


对 (6. 5. 5. 13b) 式 给 出 的 全 部 (一 阶 条 件 ) 解 ?5、&, 可 得 到 对 应 的 ,对 全 部 这 样 的 
%X 可 检验 原始 规划 的 一 阶 、 二 阶 条 件 最 终 找 到 可 能 存在 的 (全 部 ) 局 部 极 值 点 . 

(2) | A, |= 0. 设 rank A, = h. 设 A, 的 前 h 阶 顺 序 主子 矩阵 A+ 可 逆 . 对 
(6. 5. 5. 11) 式 作 分 块 处 理 , 有 


一 (6. 5.5.13b) 


Ait + Aut A+ Au +B = 0 
1 —(6.5.5.14) 
Ant, + Ant, +A;s + Azu + yb = 0 


从 (6. 5. 5. 14) 式 的 第 一 组 方程 中 解 出 上 


las ipe ° -i a yi go e \-i qe 
WI 2 +” (Ai) AE (At) Aiat = (ADAR 5 
0 0 Ix 


0 
—(6.5.5.15) 
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其 中 N = m 一 r 一 h, Iy 是 单位 矩阵 . 
将 (6.5.5.15) 式 代入 到 (6. 5. 5. 14) 式 的 第 二 组 方程 ,经 整理 就 得 到 以 下 一 
个 约束 条 件 
+A CAD — b) = (A; — Ah (ARDT ADs + (A; — Al (ASD AD u 
—(6. 5. 5. 16) 
规定 
A, = As 一 (ADTCATD A] A, = A, 一 (4A1D)TCAT DA 
A. = A, — (AD ARAI 
b! = bj — (b) (AW) A] b! = b; — (bD CAIDAS 
d= e= ETAR b 
—(6. 5. 5. 16a) 
则 可 得 到 以 下 二 次 规划 
min f(s, u) = s'A,s +u!A,s + 2s' A,,u + b!s + biu + d 
—(6.5.5.17) 
(6.5.5.16) K 
Bu =1 
u>0 
s>0 


这 也 是 易 解 的 形式 . 具体 方法 类 似 (6. 5. 5. 13) 式 规划 . 
设 (6. 5. 5.17) 式 的 解 是 s, u. 将 其 代 回 到 (6. 5. 5. 15) 式 得 到 ?(s, wu，p) 形 式 
的 解 , 并 可 得 到 


E= x(S, ü, p) = Bs+As, ù, pp+Dü 一 (6.5.5.18) 
再 由 (6. 5. 4. 44) 式 ,若是 极 小 值 点 ,就 必要 有 


s.t 


š — (A; At 
N(A'AA) = N(AA)SAA 一 0 一 (6. 5. 5. 19) 


N 


所 以 ,省 略 (6. 5. 5.15) 式 中 的 [， jp 项 (如 取 p = 0), 并 因此 记 (6. 5. 5. 18) 式 的 
Z= xls, u), 则 应 成 立 


2Ax(s, u) +b = By j=0 一 (6.5.5.20) 
其 中 矩阵 是 B 矩阵 的 行 向 量 b 中 成 立 好 这 一 0 的 那些 行 向 量 所 组 成 的 ( 子 ) 矩 
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阵 .在 (6. 5. 5. 19 一 20) 式 成 立时 ,(6. 5. 5. 18) 式 给 出 的 x(s, u, p) p € R k E 
满足 K -T 条 件 的 一 阶 最 优 性 条 件 的 点 集 . 
用 添加 0 分 量 的 方式 ,将 名 乘 子 拓展 成 维 数 与 B 矩阵 行 维 数 相同 的 乘 子 向 
量 @, 并 由 此 可 得 到 集合 
A A 
Z'(x(s, u, p)) = Z' () 
从 而 可 检验 
zThAz 二 0 z€ ZG 


EERU FRAME X= x(s, u, p) 是 否 为 极 小 值 点 集合 . 


例 6.5.5.1 设 
— 1 O 一 1 
一 0 一 1 0 
A= b= 
i SE 一 1 
L o —1 -—1 2 1 
求解 


min f(x) = x'Ax +b'x+c 
st. x>0 
解 : 直接 利用 (6. 5. 5. 4) 式 ,如 取 (i,) = (2, 3, 4) 即 解 
min f(x) 
st rm =z =n =0 z 20 


这 等 价 于 直接 求解 无 约束 极 小 值 (一 阶 必要 条 件 的 解 ,下 同 ) 


min 3r} — r, 十 c 一 zi = 1 


ATIO, 3, 4) = (+° o, 0， 9) . 
当然 ,如 对 某 个 (i,) 子 列 , 从 zz; =0 iE (i,) 条 件 下 的 无 约束 规划 中 得 到 的 


解 x, 二 0 j G), 就 剔除 这 个 解 . 如 对 G.) = A, 2, 3) 则 在 zi = z, 一 zs 一 
0 时 ,直接 解 


min 2z’ 十 Zz 十 过 zx, 一 一 + 
便 应 会 去 这 一 个 解 . 
特别 指出 ,在 取 G) = (4) 时 ,在 z, = 0 条件 下 ,直接 解 无 约束 规划 


974 _ 实 对 称 短 降 的 拟 特征 值 理论 与 应 用 


3 —2 nfa 
min ca 2 o| z +C 1,0,—1 |z +c 
1 0 了 lz = 


3. 


中 ,由 一 阶 条 件 得 
1 1 
3 一 2Ts 十 一 却 2 t 
1 -1 
— 2z, +2zx; = 0x = |7 |+ 1 t t€ R 
=+ m= + 9 0 
0 


再 由 x 之 0, 得 0 之 :过 二. 所 以 
XA) = 


s s>0 s+s=1 


这 样 ,对 全 部 (i,) € L, 可 得 到 


1 1 ol] 
+ç ° 1 | 
1 
> 0 
= |° 0 0 |Z i 
0 0 0 1 
E 
0 00 0 


1 一 1 0 97 
2 
-了 0—2 joo 
s 
2 
2 = = 0 0 
3 1 2 
0 1 4 o o 


由 要 求 o > 0 即 知 本 例 规划 的 极 小 值 点 (集合 ) 是 ( 因 A 矩阵 是 半 正 定 的 ) 
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1 
> 0 
ary 
X= |2 s s>0 s+s=1 
1 
0 
0 0 


其 对 应 的 工 一 乘 子 是 o = 0. 这 仅 表 示 以 上 x 点 (集合 ) 其 实 应 看 作 是 无 约束 规 
划 


min x'Ax +b x+c 
解 集合 


* 
ll 

S ° n sl 
+ 
m 
> 


在 x 过 0 限制 下 的 一 个 子 集合 . 在 这 种 情形 下 ,K - 工 条 件 中 的 一 阶 条 件 所 利用 
的 Farkas 引 理 具有 的 几何 意义 就 不 复 存在 ,所 以 ,只 能 将 x° 看 成 为 上 述 无 约束 
规划 的 解 在 x” > 0 限制 下 的 子 集 (参见 S 6. 6 节 内 容 ). 


例 6.5.5.2 设 
3—2 1 O —1 
-2 2 0-1 一 2 
A= 一 
1 0 2 =1 =3 
oei Ll S@ 2 
求解 


min f(x) = x"Ax +b!'x+c 
st x>0 


解 : 仍 对 (i,) ELS =0 i€ (i,), 然 后 求解 由 zx， j @ G.) 决定 的 无 
约束 规划 


min Jape? +2 Pazar + Dorite k, j € G) 


得 到 满足 非 负 条 件 的 全 体 极 值 解 是 


976 _ 3 x +# # F: 6 423 te fÉ R ;€ 5 É Jl 


7 1 3 £ 
z om g Ng 
g... t Ł 
k 1 O r 0 E TA 
ee 1 
中 
b SERE : REEE + OEREN E E 


用 b 向 量 加 到 2A FIRELE PE 00) A 9 5 dit, BDR, RAEL e 


Pa (z+ 50 2) o = (0, 0, 2, 0)” 


由 于 本 例 中 A 矩阵 是 正定 的 , 故 x° 即 为 极 小 值 点 . 且 x" 是 在 令 z, = 0 G) = 
(3) 时 以 下 无 约束 规划 的 解 
Tl 
+C 1,—2, 2) 中 
x, 


例 6.5.5.3 设 A、b 同 上 例 .求解 以 下 规划 
min f(x) = x'Ax +b'x+c 
fan =1 
s.t. 


x>0 


3 =2 0 
min (zo ze zi)|-2 2 —1 
0 =i $ 


x 


= 


Ti 


解 : 对 所 有 G) € 1 求解 以 下 等 式 约束 规划 ( 取 z = 0 iE€ (i)) 
pe Baz? +2 Dayzz; + Dyb, +e 
7 名 7 


jeke G.) 
St Dr =1 
7 
可 得 到 满足 非 负 条 件 的 全 部 解 为 
[o o0 o 6 T f 001 
S | ° é # o o H ooo 
TJ tino 3 o 2 ooo) 
3 T+ +$ 0 6 0 0 looo 


对 应 的 乘 子 是 


$6 Kuhn -Tucker 条 件 解析 977 


Ca L. 362 7 OU 2 
$= (i 过 1 五 ,5 本 ,一 ,43,2,5) 


用 “一 总 "1 工 的 差 (向 量 ) 加 到 2A 六 乘积 的 各 列 向 量 ( 其 中 1=(1, 1,…, 1)") 即 
知 本 例 规 划 的 极 小 值 点 是 


(4,18 _ 8 12 ,__10 
x = (i 18* 9° 0) e= (00 9) 5= 一 号 
例 6.5.5.4 it 
Z 二 
1. U: P ee al 区 
Sl "T bl = 
A= 1 b= |—3 
o -1-1 + 0 A 
3 1 
1 -1 -1 0 $ 


现 A ERER. 再 设 


L — $ — s 1 1 
B= 2 0 I = 3 - 


—4 —4 —9 1 8 
求解 


min f(x) 一 xTAx 十 bx 十 c 
s.t. Bx 二 0 


解 : 本 例 约束 条 件 不 等 式 组 的 解 ( 见 本 书 $ 5. 5. 2 节 的 例 5. 5. 1. 1 f 


1 3 1 
R Za = ° 
二 | E S 
x=Aa+D=| 4 4 j| Š 2|s r€ R s>0 
Y coro o o 
0 10 o o 
0 01 0 o 
由 此 得 到 
27 _17 7 
Sus 8 . 2 1 1 z ! 
in 08 6 4 ? 
4=|- 寺 p 2| A= 1 1| Anja?’ 
P 7 4 2 I 
š 2 4 + ° 


978 _ 3 #k #E Ft 65 hi #z fÉ 3 ; 35 Ë JJ 


3 


2 
b, = 15 x= 站] 
|. = 15 一 
2 1 
3 


现在 A, kE F EZE EBE, A, 为 正定 矩阵 . 因 rank A, = 2, 故 A, 不 可 逆 . 由 以 
上 所 述 的 解法 ,利用 


27 _17 63 17 
8 8 4 8 
AY = ape 
:了 a 17 27 
8 40 8 8 
可 得 到 ( 见 (6. 5.5.15) 式 ) 
543 259 11 
G4 i WE G 
1 : 
t= |885s |+; |_ 385 _gs|s+]_25|p s>0 p€ R 
s| 32|- 85 Š 
0 0 0 1 


并 得 到 (6. 5. 5. 16) 式 为 
47s, + 66s, = 441 


以 及 
833 
_ 1 [— 935 | | 人 4 
A 7 —1692] b. = 575 
32 
因此 再 解 以 下 规划 


min s'A,s + bis 
475 + 66s, =441 
a a 
可 得 到 解 3 及 等 式 约束 函数 的 乘 子 5,、 不 等 式 约 束 函 数 的 乘 子 @,， 
r + 
S (t. 0) o, = (°. Fa) pS 47 957 


70 688 — 424128 


由 于 现在 A, 矩阵 不 满足 定理 6. 5. 4. 4 的 条 件 ,由 此 即 知 此 s 不 是 极 小 值 解 . 但 仍 
写 出 以 下 步骤 以 方便 理解 前 述 的 解法 . 
由 s 得 到 
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1569] [_11 
1126 8 
r= —_ 5625 + |_25 p 
1128 8 
0 1 
以 及 
一 3 
一 4320] |— 1 
L| 2298 i 
E= zz 477[|+ |— + |? 
一 5625| | zs 
9 B 
1 


HIRA BARRER, M BF 的 第 一 、 二 式 均 大 于 0, 第 三 式 等 于 0. URF o = 
w, = 0, o, > 0. 


可 注意 到 上 式 右 边 p 参数 前 系数 向 量 不 满足 (6. 5. 5. 19) 式 , 即 


— 25 
3 8 
24 11 
2 4 
4.|- 晤 = | lo 
—_ 25 5 
3 4 
1 3 
8 


故 NAAA) Z NCAA). 由 此 即 知 以 上 (不 论 p 取 何 值 ) 给 出 的 x 均 不 是 极 小 值 点 . 
但 可 知 以 上 的 (集合 ) 中 ,存在 满足 一 阶 最 优 性 条 件 的 点 . 这 可 由 


2A 主 十 b 二 bo (b 是 B 的 第 3 行 向 量 ) 


即 
-Brt diam 1 
Us m 
2 
zelo = aa 


980 34 F 60 hih #z Ë 38 ;€ 5 5 J) 


从 而 得 到 
— 11556 
1881 ° 
a e 
* = age] e 
— 38475 Ha 
— 29 988 


为 满足 一 阶 条 件 的 点 . 由 以 上 的 分 析 已 知 x" 不 是 极 小 值 点 . 这 也 可 以 由 名 (x) 
的 构造 检验 之 . 


现 名 (xe) 是 以 下 方程 组 的 解 集合 


— 4z, —4z, 一 9z; +11z, +8z; = 0 
zi 一 2z: 一 3z + zi 十 二 过 0 


2z, 十 zs — 3z, —2zs 之 0 
得 解 
EEE 8 
2 2 
— 5 š 
£= ANE K% -1 je hER v>0 
1 0 0 
5 
0 1 0 + 
0 0 3 


由 定理 6. 5. 4. 4 即 知 
A 
z'Az220 z€ Z'a) 


不 成 立 , 因 为 (6. 5. 4. 41) 式 不 成 立 . 故 x° 不 是 极 小 值 点 . 因此 本 例 规 划 没 有 极 小 
值 点 . 
如 果 0 是 (6.5.5.9) 式 的 约束 条 件 解 空间 PCBx > d) 的 极点 , 则 x € P 
(Bx > d) 就 应 表 成 


x=@u-+A+D u>0 0< Xu <1 r€ R” s>0 
从 而 (6. 5. 5.13、17) 式 规划 的 约束 条 件 >)u, = 1 就 要 表 成 0 过 Ju, < 1. 由 于 


Du = 1 在 几何 上 表示 是 一 个 超 平面 ,而 0 入 > v, < 1 则 表示 为 一 个 多 面体 . 
所 以 ,会 产生 一 些 不 同 的 情形 . 
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对 于 (6. 5. 5.9) 式 给 出 的 一 般 (QP) 规 划 , 设 0 是 P(Bx > d) 的 极点 之 一 ,此 
即 表示 总 要 有 d < 0. 则 在 导出 (6. 5. 5. 13) 式 的 二 次 规划 时 ,应 为 
min f(s, u) 
和 
ü 一 (6.5.5.21) 


s.t. u> 


s> 0 


对 (6. 5. 5.21) 式 规划 , 仍 令 % = 0 4 i € G). 并 记 这 样 规定 下 的 s 为 s (i,). 
(6. 5. 5. 21) 式 规划 有 以 下 子规 划 


H f(s(i), u) 


—(6. 5. 5. 21a) 
st.0< Du <1 
F 


从 中 可 先 解 出 关于 s(i,) 的 无 约束 规划 的 一 阶 条 件 解 
2A, G sG) + 2A,,u t+b, i) = 0 —(6.5.5.22) 


其 中 A,(i,)、A。(i,) 分 别 是 A, 划 去 全) 行列 向 量 和 A. ERER A CG, T H BL Jš 
fg 'AEBE,b Gu ) 则 是 划 去 (zi ) 下 标 子 列 对 应 分 量 后 b, 的 余子 向 量 . 
(1) 设 A,(i,) 可 道 .有 


s(i) =— Ar G An i)u(,)— TA, GBG) —(6. 5. 5. 23) 


规定 
A= A, ~ AL GDA G An G.) 
fi =b, — b] (i)A G OA, i) 


— (6. 5. 5. 22a) 
G =d- FA GDA GDG) 


4 [i wa F = 
Taraa] © FAP db) 
—(6.5.5.22b) 
则 (6. 5. 5. 21) 式 又 归结 为 


min f(u) = u! Àu + hu + ë 
| A jesi 一 (6. 5. 5. 24) 
Se u>0 


(6. 5. 5. 24) 式 约束 条 件 的 解 空间 P(Cu > d) 一 定 是 一 个 多 面体 . 以 下 用 示例 
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6. 5. 5. 5 说 明 这 一 类 型 二 次 规划 解法 . 
(2) 设 A,(i,) 不 可 道 . 类 似 (6. 5.5. 14) 式 对 (6. 5. 5. 22) 式 作 分 块 处 理 , 则 
(6. 5. 5. 23) 式 可 表 成 


ee ia ge 
5 25. hu Su 1A? Ol 
6 0 
B | 

v 


—(6.5.5.25) 
Iy 


此 式 类 似 于 (6. 5. 5. 1D R. 并 仍 可 得 到 一 个 约束 条 件 


LARGAR GD bi) — b; G,)) = (AF (i) — An G) (ANN Ar iu 


—(6. 5. 5. 26) 
(6. 5. 5. 22a) 式 则 成 为 

X = A, — (AFG) CAR GAT G) 

BT = bi — O GOTAR GOAT GO 46.5.5. 26a) 


=d- CBG) (AY GD HG) 


(6. 5. 5. 22b) 式 现成 为 


[ Ey == 1 ] j -1 
L AR GT AFGOD = LAR GDH GO 
—(6. 5. 5. 26b) 


注意 到 在 (6. 5. 5. 26) 式 的 约束 下 ,将 (6.5.5.25) 式 代入 到 (6. 5.5.21a) 式 中 ,v 
参数 是 不 出 现 的 ,(6. 5. 5. 24) 式 规划 现成 为 


[min fu) = u! Àu + bu +€ 


(6.5.5.26) 式 Ey 
pess a 


u>0 
(6. 5. 5. 27) 式 中 的 C. d 由 (6. 5.5. 26DA HA, Bh (6. 5.5. 26a) 式 给 出 . 这 
个 规划 的 解法 与 (6. 5. 5. 24) 式 规划 的 解法 相似 ,其 约束 条 件 的 解 空间 仍 为 多 
面体 . 
在 (6.5.5.27) 式 规划 中 得 到 (一 阶 条 件 的 ) 解 u 后 ,利用 (6. 5. 5.25) 式 ,可 
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得 到 


[ (ALL G, ALL G Dy SLAR GOD) 1b G) + (At GDA GG) uG) 


v>0 
— (6.5. 5. 28) 


可 从 中 解 出 », 并 由 此 得 到 s(i,). 

利用 这 样 得 到 的 u、s(i,) 即 可 得 到 ?和 .对 所 有 的 (i,) 下 标 子 列 得 到 的 全 体 
六 ,由 原始 规划 的 一 阶 . 二 阶 条 件 便 可 找到 全 部 局 部 极 小 值 点 . 

对 于 (6. 5. 5. 17) 式 形式 的 二 次 规划 , 若 0 是 P(Bx 三 d) 的 极点 ,情形 与 以 
上 所 述 相似 ,只 是 描述 起 来 更 为 繁琐 , 故 不 再 另 叙 . 

以 下 给 予 示例 说 明 (6. 5. 5. 24) 式 形式 规划 的 解法 . 

例 6.5.5.5 设 51) 


| —4 
o= =1 -6 
B= d = 
一 1 0 0 一 2 
o O -1 | 
求解 
I min f(x) = xTAr 十 brx 
[>a 
Suda 


解 : 解 出 约束 函数 不 等 式 ,其 解 为 


002021 1 
ee u>0 0< Yu <1 一 (D 
0 


= 


其 中 多 矩阵 的 列 向 量 就 是 约束 函数 解 空间 P(Bx > d, x > 0) 的 ( 非 0) 极 点 (项 
点 ). 再 应 解 以 下 形式 的 二 次 规划 , 仍 记 


C1) 引 自 ( 全 局 优化 引 论 ), 见 前 注 ,第 112 页 ,2. 3 WR. 
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一 8 0 0 一 8 0 一 8 一 4 8 
0 —8 0 —8 一 4 0 0 8 
0 09 0 9 6 9 一 6 
A, = @'Abp= | +8 —8 0 —16 一 4 一 8 —4| b.=@'b= | 16 
0 —4 9 一 4 7 6 9 一 2 
一 8 0 6 一 8 6 一 4 2 4 
—4 0 9 —4 9 2 7. — 2. 
e fu) = u! Au + blu 
o< >u, <1 一 (2) 
| st; z 
u> 0 
(2) 式 的 规划 问题 可 表 为 以 下 形式 
: 1 : 
min Xat +2 J ajum; + 2 biu, 
£t KT £? 
< 
一 (3) 
Lutut +u =< j 
st 
3 u 0 i=0,1,.…,7 
IEP aj, bi DIWA A, b, 的 对 应 元 素 . 
对 (3) 式 的 规划 , 则 可 解 出 全 部 以 下 的 子规 划 , 令 w= 二 0 h€ G), 
min Das +2 lasu, + Doru, ijẹ (ii) 有 i,j>0 
š 党 > 一 (4) 
su 0<S u <l i@ G) u 20 


其 中 (Gi) 为 1，… ,7 的 任 一 个 递增 子 列 , 予 以 解决 . 而 (4) 式 形式 的 规 化 , 则 再 可 
以 利用 逐步 分 解 的 方法 化 简 求 之 . 

(4) 式 ( 子 ) 规 划 的 全 部 解 w E€ R F, BR u 220 的 解 , 对 余下 的 非 负 解 ,可 由 
DREE x = bu, 对 这 样 的 检验 


2Az4b= Bë ë>0 一 (6. 5; 5.20) 


便 可 得 到 所 有 满足 K -T 条 件 一 阶 最 优 性 条 件 的 点 ( 集 ). 

但 这 样 的 对 所 有 (i,) 下 标 子 序列 求解 (4) 式 子规 划 是 完全 没有 必要 的 . 

注意 ,在 解 (4) 式 规划 时 ,可 以 利用 约 东 条 件 解 空间 值 域 R(Bx > d, x > 0) 
的 0 元 素 的 位 置 所 提供 的 信息 (参见 Š 5. 5.4 节 与 $5. 6. 2 节 内 容 ), 予 以 简化 . 
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对 本 例 来 讲 , 值 域 集 合 是 


一 2 一 2 一 3 一 4 4 一 4 一 4 
0 —6 一 3 一 6 一 6 一 2 一 3 


B 
Re>uxr>oO=-[ je- 二 人 
š 0. E A DE 9 ss 
3 


一 (5) 


用 | “向量 加 到 上 式 右边 矩阵 的 各 个 列 向 量 上 ,得 到 以 下 抵 阵 


E Me E Wk S 0 元 素 的 列 下 标 

+ + + 0 0 0 011 (4,5,6,7 

+ 0 + 0 0 + + |2,4,5) 

0 ++ 0 + 0 十 |3 (1, 4, 6) 

+ + 0 + 0 + 0|4--4(3,5,7) 一 (6) 
+ 0 0 + 0 + +I (2,3, 5) 

0 + 0 ++ 0 ol6 (1, 3, 6, 7) 

0 0 二 0 二 十 二 7 (ld,2,4) 


其 中 “十 ”号 代表 某 个 正 数 . 由 此 即 知 约束 函数 解 空间 是 8 个 顶点 构成 的 多 面体 . 
这 一 多 面体 共有 7 个 边界 平面 , 且 边 界 平面 分 别 由 顶点 (i,j,…) 的 凸 组 合 构 
造 . 顶点 的 顺序 编号 以 D 矩阵 的 列 下 标 为 序 . 从 而 各 边界 平面 ( 暂 不 考虑 0 顶点 
时 ) 由 以 下 顶点 (组 ) 的 凸 组 合 构造 . 


(1,4,6) (1,3,6,7) (1,2,4) (2,4,5) (2,3,5) (3,5,7) 
(4, 5,6, 7) 


这 可 以 由 (6) 式 矩阵 各 行 向 量 中 的 0 元 素 所 在 的 列 下 标 获知 . 由 于 0( 即 坐标 系 
原点 ) 也 是 一 个 顶点 ,将 0 顶点 标记 为 “顶点 0”. 并 在 以 上 给 出 的 边界 平面 的 顶 
点 (i, 7，…) 的 分 量 ( 即 矩阵 的 列 向 量 分 量 ) 中 ,各 对 应 分 量 之 和 含有 0 时 ,该 
边界 平面 以 0 为 其 顶点 (之 一 ). 这 样 可 知 ,0 点 出 现在 (1, 3, 6,7), (2, 3, 5) 和 
A, 2, 4) 顶点 构造 的 边界 平面 中 . 故 将 其 写成 为 (0, 1,3,6,7), 0, 2, 3, 5) 
和 (0,1, 2, 4) 顶 点 构造 的 边界 平面 . 

由 此 ,可 以 进一步 得 到 各 边界 平面 的 交 线 (多 面体 的 棱 线 ) 是 那 2 个 顶点 的 
连 线 的 信息 . 如 ,以 (0, 1, 2, 4) 边 界 平 面 为 例 . 将 (6) 式 中 的 第 1, 2, 4 列 向 量 写 
出 来 ,有 
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一 《人 


@ S + 4 w + sP a 
e+oeo++oeo+"s 
e+++ oso 
Sai 


则 由 第 2 行 的 0 元 素 可 知 有 棱 线 为 i,( 即 顶点 2、4 间 的 连 线 ) ,同样 ,由 第 3 行 的 
0 元素 可 知 有 棱 线 L. 这样 ,由 第 1 列 第 6 行 的 0 元 素 . 第 2 列 第 5 行 的 0 元 素 
即 知 ,还 有 楼 线 L. Lo. 这 里 之 所 以 不 用 考虑 第 4 列 第 1 行 的 0 元 素 , 是 因为 顶 
点 4 已 由 、lx 棱 线段 与 顶点 1、2 相连 接 , 故 在 一 个 平面 中 ,顶点 4 不 可 能 再 
去 与 顶点 0( 即 原点 ) 相 连接 . 所 以 ,(0，1，2,，4) 边 界 平面 的 边界 线段 , 即 为 4 、 
lus la. la R t. 

显然 ,如 果 顶 点 i、j 同时 出 现在 Gi, j，…) 和 (kk，i,，j，…) 边 界 平面 中 ,并 
HEA 性 是 多 面体 的 棱 线段 , 那 末 , 必 就 是 (i，j ，…) 边 界 平面 与 (4，i， j, so) 
边界 平面 的 公共 边界 线段 . 


—d 
由 此 可 见 , 值 域 集合 RCBx > d, x> 0) 的 列 向 量 与 [ | 由 量 之 和 的 矩阵 


的 0 元 素 的 下 标 关系 ,给 出 了 多 面体 几何 构造 的 完全 信息 . 这 一 点 ,在 高 维 空间 
中 对 于 多 面体 儿 何 构造 的 了 解 至 关 重 要 . 

图 6.5.5.1 给 出 了 P(Bx > d, x > 0) 的 图 形 ,可 
以 与 以 上 的 分 析 对 照 . 图 中 各 顶点 的 编号 即 对 应 于 多 
矩阵 的 列 向 量 的 列 下 标 . 

现 再 回 到 本 例 的 规划 中 ,显然 ,本 例 的 规划 即 为 取 
x 在 这 一 多 面体 中 的 点 的 限制 下 , 求 目标 函数 /(x) 的 
最 小 值 . 因此 ,其 解法 可 分 解 为 求 取 x 属于 多 面体 内 点 
时 的 了 (x) 的 极 小 值 ,以 及 x 属于 多 面体 边界 平面 (包括 
了 棱 线 、 顶 点 ) 上 的 点 的 f(x) 极 小 值 这 两 部 分 予以 
解决 . 

而 x 属于 多 面体 内 点 且 f(x) 取 极 小 值 的 情形 ,等 
价 于 求解 ( 因 其 更 为 简单 ) 以 下 无 约束 规划 ,并 由 一 阶 必要 条 件 可 求 得 其 解 ， 


min x' Axr+b'x 一 (8) 


图 6. 5.S.1 


而 求 取 x 属于 多 面体 边界 平面 上 点 时 jx) 的 极 小 值 , 则 可 分 别 对 (i，j，…) 边 
界 平面 逐个 解 出 . 这 里 ,对 于 不 含有 0 顶点 的 边界 平面 比如 (3,5,7) 平 面 , 就 直接 
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解 以 下 等 式 约束 规划 ,并 按 一 阶 必要 条 件 求 得 其 解 


9 9 us 
min (us, uz, u)|9 7 | +C 6,—2,—2)|u, 
9 9 7 ur 


s.t u, +u; +u =1 


子规 划 . 如 果 这 一 类 子规 划 的 解 不 满足 u > 0, 就 将 其 舍 去 . 
对 于 含有 0 顶点 的 边界 平面 ,比如 (0，2，3，5) 平 面 , 则 应 解 出 以 下 子规 划 


一 8 0 —4] |% 
min (u, uz, us) 0 9 9 | lu, 


一 4 9 7: 
st. OKu tu, +u Sl zs 之 0 
为 此 ,可 先 解 出 对 应 的 无 约束 规划 ( 即 找到 以 上 规划 可 能 存在 的 内 点 解 ), 仍 由 一 


阶 必 要 条 件 可 求 得 其 解 ， 
一 16 0 —8] [u] [ 广 8 
0 18 sl u, |= I 
£ 


—8 18 14 
1 
= 1 
u, 2 =z 
uw|= ji j+j|_ |t ER 
3 
0 1 


Us 


us 


u 


u, 
十 (8, — 6, — 2) |u, 


us 


us 


可 得 解 


Bh u, > 0 migo < < L 


h h>0 h. +h =l 


£ S 
c S 
" 
w= NI 


° 


3] 
显然 ,这 个 解 等 价 于 (0，2,，3，5) 边 界 平面 上 的 内 点 解 . 故 还 应 再 对 (0，2，3，5) 
平面 的 各 边界 线 上 的 点 求 一 阶 最 优点 . 但 可 注意 到 各 边界 线 中 ,1 Las 线段 是 
(2, 4, 5) 平 面 (3, 5, 7) 平 面 的 公共 边界 . 因此 ,在 求解 (2, 4, 5) 平 面 和 (3,5， 
7) 平 面 的 等 式 约束 ( 子 ) 规 划 时 , 已 包含 了 解 出 1; 、iss 线 段 上 可 能 存在 的 一 阶 最 
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优点 了 . 所 以 ,只 要 再 对 于 lo。、4os 线 段 上 的 点 检验 一 阶 条件 是 否 成 立即 可 . 以 L, 
线段 上 的 点 为 例 , 这 即 要 求解 


min 9u:— 6u, 
显然 


= 其 余 u=0 


为 此 规划 的 一 阶 最 优 值 点 , 且 此 解 满足 约束 条 件 . 

所 以 ,总 共 要 解 出 的 是 对 (1, 4, 6)、(2, 4, 5)、(3, 5, 7)、(4, 5, 6, 7) 边 
界 平面 求解 等 式 约束 的 规划 ,对 (0, 1, 2, 4)、(0, 1, 3,6, 7) 和 (0, 2, 3, 5) 边 
界 平面 求解 无 约束 规划 ,对 lo 、Los、Los 线 段 求解 无 约束 规划 . 在 所 有 这 些 子 规划 
中 ,可 能 存在 不 满足 约束 条 件 


u>0 0< >u, <1 


的 (一 阶 条 件 的 ) 解 .对 此 , 均 应 会 去 . 
由 此 解法 ,得 到 以 下 各 个 子规 划 的 对 应 解 (一 阶 最 优 解 ) 
L 多 面体 内 点 无 约束 规划 : 知 = (1, 1, DT 
边界 平面 等 式 约束 规划 解 


2 A, 4, 6) 平 面 : u = w 一 去 (其 余 w = 0, FEDS X = @, 1, D7 
3. (2, 4, DPH: u = È t = ++ u, = + 
4. (3，5，7) 平 面 : 没有 符合 约束 条 件 的 解 . 

5. 〈4，5，6，7) 平 面 : 同上 . 

边界 平面 无 约束 规划 解 

6. (0, 1, 2, DEM: 


=> 3 = (1 


: 
s n 


1 

> 0 
u, 2 
a= |+ ojh h20 h +h =1 
"Ñ i 

Bun: 


3 = (1, 1, 0)" 


7. (0, 1, 3, 6, DPH: u, = 于、uw = 


A sr + 
2 g' 3 = (1.0, 1) 


8. (0, 2, 3, DPH: 
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二 
i | =s 
l-l Olh h>0 h+h=1 


° 
| 


07 1, 1 
坐标 轴 上 的 无 约束 规划 解 


9， 心 线段 u 一 + E = Q, 0, 0)" 


10. ls 线段 : u, = + XO, 1, 0)" 


11. uR: u, = + X = (O, 0, DT 
对 这 9 个 六 Wa, (Bx AAM TI ñ th BL J 09 9 pu 3 +f (13, fix, 的 对 应 乘 
子 是 
ws 
242, +b = BË = (0, 0, 0, 0, 4, 0, 0)7 
0 


且 总 共 7 个 不 等 式 约 束 中 ,只 有 第 5 个 z, = 0 是 有 效 约束 .所 以 
A 0 0 
ZVE) -4 z= [ 中 h€ e| 
0 1 


A 
z'Az =— 2h +h, 20 z€ Z'(3;) 


不 成 立 . 知 不 是 极 小 值 点 . 如 此 , 即 知 , 只 有 对 六 ， 


Ws 
2A¥s+b= |o, 
0 


一 os = (0, 0, 0, 0, 4, 4, 0)" 


[513 Fs, AMR. 
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A 
Zh) = (s| z= B: t€ R) 
1 


A 
z'Az= £ 2>0 z€ Z'(x,) 


所 以 ,本 例 规 划 的 极 小 值 点 即 为 阅 = (0, 0, D7, A x° 是 全 局 极 小 值 点 ,但 x° 
并 不 是 一 个 顶点 解 . 

这 里 给 出 的 关于 划分 多 面体 边界 平面 的 方法 完全 不 依赖 作 图 , 故 可 以 应 用 
于 高 维 二 次 规划 . 对 于 上 文 给 出 的 (6. 5. 5. 12) 式 、(6. 5. 5. 16) 式 形式 的 二 次 规划 
亦 可 应 用 这 个 简化 算法 求解 . 

由 这 里 给 出 的 算法 , 即 可 将 一 般 二 次 规划 分 解 成 若干 个 简化 的 等 式 约束 和 
无 约束 子规 划 这 样 的 易 解 规划 求解 . 其 依据 即 在 于 寻找 到 在 局 部 极 小 值 点 邻 域 
与 原始 的 二 次 规划 等 价 的 那个 核 规划 予以 求解. 

由 于 对 于 一 般 二 次 规划 来 讲 , 以 上 算法 的 总 计算 次 数 , 大 约 为 解 出 约束 函数 
组 Bx 三 d( 或 包括 x 宇 0 条 件 在 内 ) 的 计算 次 数 ,再 加 上 解 出 N 元 的 等 式 约束 二 
次 规划 问题 


且 


min u'Au+b'u 
x 

L t. >u, =1 
T 


的 计算 次 数 . 这 里 的 N 是 P(Bx > d) 的 极点 总 数 . 
(b) 几何 规划 问题 的 解法 分 析 
一 个 非 线性 规划 问题 


min oo) 一 六 Ho xeR 
(GP): 


= 


à —(6. 5. 5. 29) 
st 0<g aw = Dg OK] j=l, k 
A y 
fiy= c [D i= 1,--, n cc>0 
Jer 
a AEE AE 一 (6. 5. 5. 30) 
gax) = dy | | => t ' d,>0 
> j=1,-, k 


其 中 带 下 (上 ) 标 字母 a、b、c、d 均 为 实数 , c. d> 0, 即 f(x). g, (x) 为 正 项 式 
函数 . 
称 (6. 5. 5. 29 一 30) 式 给 出 的 规划 问题 为 ( 正 项 式 ) 几 何 规划 . 传统 上 儿 何 规 
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划 问 题 均 是 利用 其 对 偶 规划 的 形式 加 以 分 析 与 求解 的 ‘12 但 利用 直接 解法 ,可 
以 得 到 更 多 的 信息 . 
将 几何 规划 问题 表 成 以 下 形式 


min fœ = D fx) 


S da —(6. 5. 5. 31) 
sed j=l, 1, k 
— g(x) >—1 
由 本 节 以 上 给 出 的 非 线 性 规划 问题 解 的 一 般 方法 ( 见 (6.5.5.1 一 8) 式 )， 
(6. 5. 5. 31) 式 规划 先 应 分 为 内 点 解 和 边界 点 解 这 样 两 种 情形 分 别 予 以 求解 . 
O) WABO 二 g< j=1,…, 上 的 解 .这 时 ,如 果 这 样 的 局 部 
极 小 值 x 存在, 则 x 一 定 就 是 无 约束 规划 


min fœ = D(x) 


的 解 . 故 由 无 约束 规划 的 解法 可 得 到 内 点 最 小 值 解 . 

(2) 边界 点 解 , 即 至 少 有 一 个 下 标 j = 二:, 使 g,(x") 二 0 或 g,(x") = 1 成 立 的 
局 部 极 小 值 解 x* .但 由 g,(x) 的 短 函 数 形式 即 知 , g, a) = 0 即 意味 着 有 至 少 一 
个 下 标 4, 使 x? 一 0. 故 约束 函数 g, a) = 0 的 情形 ,可 归结 于 在 (6. 5. 5. 31) 式 
的 局 部 极 小 值 解 中 可 取 到 z? = 0 的 情形 . 由 f,(x)、g;(x) 的 形式 即 知 , z, = 0 
可 以 取 到 的 必要 条 件 是 宕 指数 

a 0 bW >20 Vi,j,h — (6. 5. 5. 32) 
成 立 . 

如 果 对 于 gx), h = 1, =, k, 有 6b;, > 0, 在 x 极 小 值 点 的 分 量 中 zx? = 
0g, (x°) = 0. 除 此 而 外 ,约束 函数 g (x ) = 0 是 不 可 能 的 ,即便 x 的 分 量 中 
可 取 到 =; = 0. 

容易 理解 ,如 果 对 某 个 下 标 t, C6. 5. 5. 32) 式 成 立 , 那 么 ,构造 (6. 5. 5. 31) 式 
规划 的 Largrange 函数 


Lx, o, 8) = D0) — Dow; Derw DE D C— ga (x) + 1) 
—(6. 5. 5. 33) 
其 中 ,w,、$ 均 为 非 负 乘 子 . 对 工 一 函数 求 取 z, 的 一 阶 导数 ， 


51] 甚至 有 的 文献 上 认为 只 能 如 此 求解 几何 规划 问题 . 参见 { 非 线性 规划 ?上 册 ,M，Avriel, 第 200 页 . 
但 从 本 书 以 下 分 析 可 见 , 并 非 如 此 
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aLa, o, D = Da, f zr — Dobign Or + 51851 g, Ga 


—(6.5.5.34) 


所 以 , 当 a，、 碎 不 是 全 部 大 于 (等 于 )1 或 者 等 于 0 的 ,(6. 5.5. 34) 式 在 zx, = 0 Å 
处 就 是 无 穷 大 的 即 无 确定 值 . 因此 , 当 (6. 5. 5. 32) 式 成 立 , 且 有 a, (或 以 ) 大 于 0 
但 小 于 1, 则 车 x* 极 小 值 点 处 有 分 量 z? = 0, 就 必须 令 


= pe a 6, mu yt 
且 在 (6. 5. 5. 31) 式 中 令 x 取 代 x ,再 来 求 取 关 于 # 的 极 小 值 点 . 
Wy 是 
min f®) = ELD 
g wzo —(6. 5. 5. 3la) 
s "Í G> 
—g,G) 2>—1 


的 解 . 现 尚 要 检验 癌 是 否 就 是 (6. 5. 5. 31) 式 规划 的 极 小 值 解 . 这 可 以 充分 小 的 
任意 正 实数 a > 0, fE 


xla) = (zi Ti， G> THs s Eu)" 


的 参数 化 表示 ,并 作 规划 


min f(x(a)) = 2>]f,(x(a)) 
= 
! g(x(a)) > 0 —(6. 5. 5. 31b) 
s.t 
—g;(x(a)) >— 1 


设 (6. 5. 5. 31b) 式 规划 的 极 小 解 是 x° Ca) , 则 极 小 值 函 数 是 
F(a) = f(x’ (a)) = LLa) 


BA EV 是 (3. 5. 5. 31) 式 规划 的 极 小 值 解 , 则 充 要 条 件 是 有 > 0, 使 
f(x aD Sf) 0<a<e 一 (6. 5. 5. 31c) 


这 可 以 利用 包 络 定理 检验 F(a) 函 数 以 a->0 为 极 小 值 予 以 解决 
另 一 方面 ,车 (6. 5. 5. 32) 式 成 立 , 且 os、 以 > IR ann bh = 0)Vi, j, h, 
则 取 z, = 0, (6. 5. 5. 34) 式 就 必然 成 立 (而 不 论 w、& 及 z， i 关 t 取 任何 值 ). 所 
以 ,这 时 (6. 5. 5. 31) 式 规划 , 仍 等 价 于 用 替代 x 后 关于 的 极 小 值 规划 . 
实际 上 ,由 以 下 的 例 6. 5. 5. 8 及 推论 6.5.5.1 可 知 , 当 几何 规划 的 各 函数 
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Sir ga PHRA z, 因子 的 寡 指 数 均 为 非 负 实数 时 ,该 规划 的 最 小 值 解 与 f. g, 
函数 中 z, 因子 的 正 数 寡 指 数 的 数值 大 小 无 关 . 

综合 以 上 关于 极 小 值 点 x° 的 分 量 取 到 O 值 的 情形 的 分 析 , 即 知 ,在 
(6. 5. 5. 32) 式 成 立时 ,用 替代 x 再 求 取 的 极 小 值 点 , 即 可 . 因此 ,以 下 的 分 析 将 
不 再 考虑 x° 的 分 量 取 到 0 值 的 情形 . 

当 冲 0 时 ,边界 点 的 极 小 值 点 ,就 只 能 出 现在 


r: fO) = Di) 


st. —g;(x)>—1 j=1,-, k 


形式 的 规划 的 解 之 中 ,并 且 , 先 只 考虑 极 小 值 点 处 总 有 


一 (6. 5. 5. 35) 


g(x) =1 j=l, °, k 


成 立 的 情形 . 
当然 ,有 一 种 简单 情形 ,如 


je fG) = Dfi 
st 0< gG) <1 


并 且 , 以 上 规划 中 ai、b, 2 0, WA, HIRA x 后 , g1(X) = 0, 并且, 显然 
V g, G) = 0, 故 ,此 时 求 取 关 于 ;的 极 小 值 点 就 仍 归结 于 无 约束 规划 


min fG) = DLA 


的 解 . 除 此 而 外 ,一 般 地 ,需要 考虑 z 取 代 x 后 ,出 现 的 是 (6. 5. 5. 35) 式 形式 的 规 
划 问 题 . 
对 于 (6. 5. 5. 35) 式 的 规划 ,由 (6. 5. 5. 33) 式 ,得 到 


n k kj 
Læ = EAW + 276 (2>]g,G0—1) — (6. 5. 5. 36) 


简 记 f.Gx). ga OK f.. ga FEER x > 0 的 条 件 , 即 知 一 阶 必要 条 件 是 


f 
g 
A| | =0 620 j=l, =, k —(6. 5. 5. 37) 
&g, 
其 中 f= (fo fa) g, = (gas ga) > BRA f. g; 20, if A 


MA FERGER 
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A € RTE" 一 (6.5.5.38) 


即 A 是/;、gs 徊 函数 中 的 各 个 宕 指数 as、b, 组 成 的 矩阵 . 由 x 二 0 的 条 件 , 即 
知 A 矩阵 的 各 个 列 的 元 素 中 ,至 少 有 一 个 正 数 同时 至 少 有 一 个 负数 . 


记 
6, = 8; 0j = (0 Ogs s Oa ) on = ga 一 (6.5.5.39) 


因为 


+ ' L 
i A 
ga = 1> Yg, =1 $ Bea = Do = 5 


—(6. 5. 5. 40) 
可 将 (6. 5. 5. 37) 式 写成 以 下 关于 f. o, 的 等 式 一 不 等 式 方程 组 
©, 
Ar 站 =-。 e= f 6, = (ops s Oa)" 
3 —(6.5.5.41) 


f.o 20 j=1,-, Ë 
n 
mw =6 O, = g, 
由 此 即 知 ,(6. 5. 5. 35) 式 规划 有 解 的 必要 条 件 就 是 


4 
rank A< n + Dk 一 (6. 5. 5. 42) 
名 
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A, n+ Dok; > m 时 ,这 一 必要 条 件 总 是 满足 的 . 当 


n 
n+ 2k =m H rankA=m>]|AJ#0 


= 
WER, AAEL EBA x > 0 RHF, f 二 0 与 (6.5.5.41) 式 在 1A| 关 0 时 
不 相 容 . 

先 不 考虑 (6. 5. 5. 41) 式 的 第 3 组 等 式 方程 组 , 设 (6.5.5.42) 式 成 立 . 从 
(6. 5. 5. 41) 式 的 第 1.2 组 等 式 一 不 等 式 方程 组 可 得 到 解 ( 见 8 5 章 )， 


f D, D, 
= Du = D= 20 u>0 一 (6.5.5.43) 
o D, D, 


其 中 了 矩阵 的 列 向 量 均 为 (6. 5. 5. 41) 式 前 2 组 方程 组 解 空间 的 极点 向 量 . 

设 (6. 5. 5. 43) 式 中 右边 Du 乘积 (是 向 量 ) 的 分 量 不 恒 为 0. 否则 ,因为 各 个 
f;、g 因子 均 为 正 数 , 故 只 可 能 是 某 个 = 0. 那么 ,就 可 以 在 (6. 5. 5. 35) 式 规 
划 蓟 除 这 个 约束 函数 g (x) (参见 关于 核 规划 的 分 析 ). 在 这 个 条 件 下 ,就 有 所 有 
W £ 二 0 成 立 . 

则 若 记 


ua = D,u 一 (6.5.5.43a) 


即 
1o, = "D, u =Ẹ§>0 1=(,1,+ DT (6. 5. 5. 44) 
成 立 , 所 以 


o Du 
TD TD 7 MWEN Ze onein 
fo) = Du 
由 (6. 5. 5. 45) 式 知 g 是 u 的 0 次 齐 次 函数 ,但 f; 则 是 u 的 线性 齐 次 函数 . 
对 (6. 5. 5. 30) 式 两 边 取 对 数 ,经 移 项 便 得 到 以 下 方程 组 


A.l [er] KA (6. 5. 5. 46) 
“lnx= 一 一 (6. 5. 5. 
" Ing] Linda 


其 中 ,各 向 量 符号 的 意义 如 下 ， 
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[in g, 


nd, 
Ing=| : | Ind=|: 
Ing, Ind, 


且 这 里 规定 对 于 向 量 a = la) BJ RO WE PS 802 82 HEA 


Ri = (lna, Inaz, +, lna,)™ 


expla) = (e, e%, +, en)" 


8; = (gn, gr o Ba)” 
d; = (dis dgs s d, D)" 


一 (6. 5.5.47) 


从 (6. 5. 5. 39) 式 和 (6. 5. 5. 46) 式 的 相 容 性 关系 ,可 知 ,(6. 5. 5. 35) 式 规划 的 
有 解 的 另 一 个 必要 条 件 是 ,有 zx 过 0 向 量 , 使 


一 (6. 5. 5. 48) 


¿Infa 
rank A = rank[A $ 7 a 


i Ingu) — Ind 
其 中 ,[A ; 。] 是 增 广 矩阵 ,7f(u) g (u) h (6. 5. 5. 45) 式 给 出 . (6. 5. 5.41,48) 
式 即 为 几何 规划 的 相 容 性 条 件 . 后 面 还 有 一 个 更 综合 的 相 容 性 条 件 . 

对 A 矩阵 作 分 块 处 理 


i=l, e,n 


A, 
A; h=1, =, k 
a-[4] asi | Arsia] A 7 
t, v, p= 1, |=, m 
将 (6. 5. 5. 46) 式 表 成 
Ai .Inx=lnf 一 Inec 
| poka agel — (6. 5. 5. 49) 
A, lnx = ng—Ind 
利用 (6. 5. 5.41), (6. 5. 5. 49) 式 可 知 以 下 结论 : 
(2.1) # rank A, = m, 则 由 (6. 5. 5. 49) 式 
x = x(Ẹ) = exp(Az' (m) » (In ë—In 的 ) —(6. 5. 5. 50) 


其 中 A,(m) 是 A, 矩阵 中 任 取 的 一 个 mm Bt nf g f-8E BE ,1n ë. In d 则 是 由 Am) 
的 行 下 标 决定 的 In g. In d 向 量 的 那些 对 应 分 量 组 成 的 子 向 量 . (6. 5. 5. 50) 式 的 
右边 其 实 是 一 个 g, ATHERE KK. 

不 加 区 别 , 也 可 以 将 (6. 5. 5. 50) 式 的 x( 妆 ) 表 成 为 x(g). 将 x(g) 代 入 到 /(x) 
即 得 以 下 等 式 约束 规划 


min f(x(g)) 
5 —(6.5.5.51) 
st Dga = 1 j=l, m, Ë 
ʻA 
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从 这 一 规划 中 直接 解 出 g, 利 用 (6. 5. 5. 50) 即 得 极 小 值 解 . 
其 次 ,利用 (6. 5. 5. 45) 式 ,可 得 
x(g) = x(u) = x(g(u)) gu) = (gi (u), =+, gi (u))' 
g Cu) h (6. 5. 5. 4D RH H. 从 而 ， 
fg) = fu) = f(x(g(u)) 
注意 g(u) ë u 的 0 次 齐 次 函数 , 故 可 解 以 下 规划 


min fu) 
— (6. 5. 5. 52) 
| 


并 由 此 得 到 极 小 值 解 . 如 (6. 5. 5. 52) 式 有 解 ,自然 可 得 u, > 0 的 解 . 
可 以 选取 (6. 5. 5. 51 一 52) 式 中 函数 形式 相对 简单 的 那 一 个 求解 511 
(2.2) 若 rank A, <m rank A, = m, 则 由 (6. 5. 5. 49) 式 


x = x(f) = exp(A7'(m)+ (ln 于 一 In ©) 一 (6.5.5.53) 
各 符号 意义 同上 . 
将 (6. 5. 5.45) 式 中 的 (uw) 代入 了 , 即 得 
x(u) = x( 闻 (ao ) 
从 而 解 出 以 下 的 无 约束 规划 
min f(x(F0))) —(6. 5. 5. 54) 


即 得 到 极 小 值 . 

这 里 之 所 以 取 为 无 约束 规划 ,是 因为 feu) RE u 的 线性 齐 次 函数 , 故 || u || 的 
变动 对 f(u) 的 取 值 存在 影响 . 

(2.3) 若 rank A, <m rank A, <m rank À = m. 则 类 似 以 上 的 分 析 , 可 
得 ( 记 A(m) 是 A 中 任 一 个 m 阶 可 逆 子 矩阵 ) 


sl era n 一 In 5 E 
xÜ, D = A Om) + (6. 5. 5. 55) 


In ğ—in d 
并 将 (6. 5. 5. 45) 式 中 得 到 的 了 u) 、 多 (w) 代 入 上 式 即 得 到 xG) 函数 , 且 仍 去 求解 
(6. 5. 5. 54) 式 无 约束 规划 . 

(2.4) rank A < m, Ë rank A = r < m, W AC, m) 是 A 中 的 含有 一 个 + 
Xr 阶 可 道子 矩阵 的 r Xm 阶 子 和 矩阵 ,不 妨 设 A(r, m) f8 W r 个 列 向 量 线性 无 关 . 


51] 最 简单 的 情形 就 是 (6. 5. 5. 45) 式 给 出 的 g;(w) 为 实数 , 即 g(w) 已 被 解 出 的 情形 . 当 (6. 5. 5. 41) 式 等 
臣 一 不 等 式 方程 组 解 空间 只 有 唯一 的 ( 非 9) 极 点 时 , 即 如 此 . 
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作 分 块 表示 ,从 (6. 5. 5. 49) 式 中 可 得 ( 记 A, (r, m) 是 A(r, mm) 的 前 - 阶 可 逆 子 
EBE) 
In 于 一 In ë 
A, (r, m) ° In x, + A, (r, m) * In x, = | | 
ln ğ— In d) 
其 中 


X, 
Alr, m) = [A, (r, m), A,(r, m] |A, rs m) |#0 z= [7] 
x 


In Ñ= in Eh A Cr, m) 的 对 应 行 下 标 决定 Un ë — In d 3849). 所 以 


ln — In 5 
x, = exp|— A;' (r, m) + A,(r, m)ln x, 十 AT (r, m) < 
In ğ— In 


—(6. 5. 5. 56) 
将 (6. 5. 5.45) 式 中 得 到 的 J(u) 、 多 (w) 代 和 人 上 式 可 得 到 
x(u, x,) = (x, (u), x,) 

的 形式 . 

如 果 rank A, = rank A = r, lJ ln f — In 5 将 可 以 不 出 现在 (6. 5. 5. 56) 式 ， 
这 时 ,就 求解 以 下 等 式 约束 规划 

min f(x(u, x,)) = f(u, x,) 
f t. >u, =1 

关于 这 个 形式 的 规划 ( 仍 是 几何 规划 ), 可 以 先 解 出 关于 x, 的 无 约束 极 小 值 的 一 
阶 条 件 方程 组 


—(6. 5. 5. 57) 


9f(u, x) 
Əx, 
的 解 ( 如 果 有 解 的 话 ), 记 为 x, Cu). HE x,(w) 代 回 到 (6. 5. 5. 57) 式 规划 ,再 求解 关 
+ u 的 等 式 约束 规划 . 
如 果 ln 了 一 ln 5 项 出 现在 (6. 5. 5. 56) 式 的 右边 , 则 就 求解 无 约束 规划 


=0 


min f(x(u, x,)) = f(x, u), x,) — (6. 5. 5. 58) 
(6. 5. 5. 57 一 58) 式 出 现 的 一 个 情形 是 可 以 存在 
2 一 (6. 5. 5. 59) 
3x, 


的 情形 , 即 对 于 任 取 的 x, > 0, f(u, x) 的 值 是 不 变 的 . 比如 当 
fu, x,) = f) 
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时 即 如 此 . 这 时 ,几何 规划 (6. 5. 5. 35) 式 就 可 以 有 无 穷 多 个 局 部 极 小 值 点 且 取 相 
同 的 极 小 值 ( 见 以 下 例 6. 5. 5. 8). 

这 样 ,以 上 (2. 1 一 4) 点 已 涵盖 了 寡 指 数 矩 阵 A 的 秩 可 以 出 现 的 全 部 情形 并 
已 给 出 了 对 应 的 直接 解法 . 

以 上 给 出 的 解法 中 均 未 利用 几何 规划 的 对 偶 规划 故 为 直接 解法 . 当然 ,利用 
对 偶 规 划 形 式 ,给 出 的 求解 形式 可 以 更 紧凑 一 些 . 

例如 ,对 偶 规 划 可 归结 为 求解 以 下 形式 的 规划 512， 


min 1/PG, z, Ẹ = TE)" TT T(E) es 


JA hl 


at 1 
Rau, s GERD) 


AT 
s.t. 0 


Sarg Jen sqa 
4、 二 0 
一 (6.5.5.60) 

其 中 ,q、§6、c,、d; 符 号 的 意义 同 前 . 设 x° 是 原始 几何 规划 的 极 小 值 点 ,用 上 标 
“ * "号 表示 以 上 规划 的 极 小 值 解 , 则 
on) 一 Te 全) 
LETE, 0, ED i=1,.,n (6.5.5.61) 
E ga (x°) = oh 
由 (6. 5. 5. 61) 式 给 出 的 f... ga KIA, H C6. 5. 5.46) 式 可 解 出 <°. 


注意 ,由 (6. 5. 5. 60) 式 约束 条 件 的 第 1.3 式 等 式 一 不 等 式 方程 组 ,可 以 得 到 
一 个 解 空间 (是 多 面体 ) 的 表示 


[4]= [k u>0 >x, =1 —(6.5.5.62) 


其 中 


51] 《 非 线性 规划 》 上 册 ,M. Avriel, 第 7. 3 节 . 符号 有 所 改动 . 
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再 由 


+ 


Do, = 8>& = ID 1= 0, =, Dr 
h-1 $ 
即 有 


$= Da —(6. 5. 5. 63) 


将 (6. 5. 5. 62 一 63) 式 代 回 到 (6. 5. 5. 60) 式 的 目标 函数 中 ,并 求解 以 下 关于 
u 的 无 约束 规划 ， 


min —In(P($G0), olu), E(u)) 一 (6.5.5.64) 
由 一 阶 条 件 

— E00, gw, fun) =0 
经 整理 ,并 利用 


Dk = 1>1'D, =1" 


1'D, 
' 


= D,=1"D, = D, 
1 D. 


Ki 


其 中 ,上 式 左边 的 (各 个 )1 向 量 的 维 数 由 与 之 相 乘 的 D, 矩阵 的 行 阶 数 决定 . 
即 得 


In €G) 


I 1 
[DT，DT, — DJ paa = [DT， p|] —(6. 5. 5. 65) 
B 
In €(u) 
以 及 
ai 十 zz 十 …… 十 xx 一 1 ( 见 (6. 5. 5. 62) 式 )) 


其 中 NN 是 uw 向 量 的 维 数 , 即 (6. 5. 5. 60) 式 约束 条 件 解 空间 的 极点 个 数 . 利用 
Du = 1 可 消去 w 变量 中 的 一 个 ,由 此 ,可 消去 (6. 5. 5. 65) 式 右边 的 工 向 量 , 并 


经 取 exp( ) 函数 变换 , (6.5. 5. 65) 式 中 得 到 的 仍 是 宕 函数 形式 ( 见 以 下 例 
6.5. 5.7). 


(6. 5. 5. 65) 式 在 
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. 1 
rank[DI，DT， — DI] = rank| DF, DI, — D} š [Dr, om 
n 


—(6.5.5.66) 
时 ,关于 In ku) 、ln oG), Inu) 因子 才 是 有 解 的 . 
设 (6.5. 5.65) 有 解 , 记 
In çG) = y, Ineu) = y, 一 (6.5.5.67) 
是 (6. 5. 5. 65) 式 的 解 .那么 , 若 有 


u >0 yw =1 
使 
exp(yr) = Du’ exp(y,) = Du’ —(6. 5. 5. 68) 


成 立 , 则 u" 就 是 所 要 求 的 解 . 

(6. 5. 5. 66 一 68) 式 即 为 对 偶 规 划 有 解 的 相 容 性 条 件 . 如 果 (6. 5. 5. 60) 式 的 
约束 条 件 解 空间 只 有 唯一 的 极点 ,那么 ,(6. 5. 5. 62) 式 中 的 w=[1], 从 而 6、 
e". ç 即 已 解 出 . 

(3) 综合 以 上 的 分 析 , 关 于 ( 正 项 式 ) 几 何 规划 (6. 5. 5. 31) 式 , 设 

L= tis irs ees A) L= ojo to jn} 
L. U I= (1, 2, =, m) 
D =(G)|G)= Gis ist) <in š €L) 
I =G) | G) = Girja t) j <j. 1<j <k) 
是 下 标 (或 下 标 子 列 ) 集 合 ,并 设 1, 是 x 的 分 量 下 标 i € 五 时 x 在 规划 中 可 取 为 
0 的 全 部 下 标的 集合 , 是 Tu 中 的 子 列 为 元 素 的 集合 , 矿 是 1, 2,…, 上 序列 的 
子 列 为 元 素 的 集合 , 则 几何 规划 的 求解 步骤 ( 枚 举 法 ) 如 下 : 
对 于 每 一 个 (i,) € D Arn = 0 34; € G), 构造 
到 Ë i@ G) 
5 
0 i€ (i) 
构造 


= fGD = J f 
< 
st g®=1 j€ GC I 


对 所 有 的 G.) C I; , 如 上 所 述 利用 直接 方法 ,求解 以 上 规划 . 


1002 2 4 4 Ft h hh £= f E ;€ 5 É J] 


对 所 有 的 G) € D, 可 从 以 上 步骤 中 得 到 解 + 的 集合 {x}. 再 求解 无 约束 规划 
min f(x) 一 Erw 


BERE. 
对 {x} 及 xo, 剔 除 不 满足 
0O<z(0<1 j=1,2,.,k 
条 件 的 解 , 再 对 余下 的 解 检 验 二 阶 条 件 , 即 可 最 终 得 到 几何 规划 的 解 . 在 以 上 的 
解法 , 若 几何 规划 被 归结 为 求解 含有 Dyu, = 1 的 约束 的 规划 (如 (6. 5. 5. 52) 


式 ), 则 还 可 以 方便 地 得 到 全 局 解 . 


以 下 给 予 示例 . 
例 6.5.5.6517 
A E 
min f(x) = + = f,(x) + fa 
xz; x 
, 
st 0< go = S + $ + 911 


atriz, 2a,a} 
= gu (X) + gx: (x) + gi: (x) 
<1 
解 : 显然 不 能 取 z = 0, 故 只 需 考虑 >, > 0 的 解 , 同 时 易 知 不 存在 |x | < 
十 co 的 无 约束 极 小 值 解 . 由 以 上 的 符号 现 守 指数 矩阵 
se 1 0 2 


z 一 2 0 0 
0 1 1 0 
A=] 1 3 
二 
£ 1 
0 a sa 


万 


ATlo|=0 fira n HoHo = e 


C1) 引 自 ( 非 线性 规划 》 上 册 ,M. Avriel, 例 7. 3. 2. 
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得 (并 注意 gu >0 j=1,2,3) 


1 
16 
f. 3 — n _ 1 
=: gu r azi > 
f, 16 ' 
1 a, 
mn |= |+ |&>8 > 0g = F = 4 
' 
Or 1 A 
Es a 
Oiz 4 En = E wes, Fy 
工 
4 


利用 (6. 5. 5. 49) 式 (注意 本 例 rank Ar 、rank A, < m = 4, rank A = 4) 


o 1 1 Ofna] Finz+ns ng 
u u: se 1 Za 
; + 1 9|| 惠 二 | -| -Im4 一 Im3 | fint 
ln z, 9 12 
0 t. 25 9 Í —In4—1In 5 1 
n z, p-as 
2 2 4 In gë 
可 得 解 
= = 64z} = = 3 x = 1442: 
得 无 约束 规划 ( 见 (6. 5. 5. 54) 式 ) 
š 8l ， 12288 
min Sœ = 5536% + s 
由 一 阶 条 件 得 
243 2 _ 12 288 
65536“: z 
即 得 
z, = 128 
: š 
从 而 得 到 解 . 
本 例 若 利用 对 偶 规划 , 则 去 解 ( 见 (6. 5. 5. 60) 式 ) 
t, 1 
1 1 0 o o|” 0 
[ Jel- l 
oz 0 
0 


1003 


1004 _ È IAk AE Ft $Š Wih $= (É 38 ë 5 2 B] 


直接 得 到 解 
和 于 =Í m=2 a=l =l &=4 
以 及 
TÇ, ©, &) = 384 
所 以 


1 1 1 
f=% f, =288 ga =+ gaS WFT 


再 由 (6. 5. 5. 55) 式 ,可 直接 解 出 z,. 
例 6. 5.5.7 将 上 例 中 的 约束 函数 改 为 


x i 
nwy ni, Sri 
zizizr, 2zz} z 
其 余 不 变 ， 
解 : 现 宕 指数 矩阵 
_4 一 1 0 2 
2 -2 0 O 
0 1 1 0 
1 3 
er 
1 1 
0; a = 
1 1 
I ET 
现 本 例 中 rank A, = m = 4. 利用 
0 i 1 o 
1 3 i Inz, Inga 十 ln3 
=> i 一 9 3 
2 4 [52 Inge —In3 
1 1 = 
° + -1 -+||n= Ingu — In $ 
In z, 
1 二 本 Ingu 一 In2 
P 1 0 3 n 


可 直接 解 出 
z = 2 
z = 312 9 gh gt, gr gi 
= = 3 29 gr gi gh eit 


12 0 


z, = 3"2 "gi EnEn gu 


—(a) 
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上 式 右 边 gv 的 寡 指 数 就 是 (a) 式 左边 系数 矩阵 逆 矩 阵 的 元 素 . 由 此 即 得 


一 24 t. UA OUR 2⁄2 
fO) = fgur gus Eu Eu) = 322 gh gegn gu H372? gi gu Eb ER 


从 而 可 直接 求解 (6. 5. 5. 51) 式 规划 


min f(gu+ gi? Eu gu) 
St gn 十 gz 十 Ba 十 gx = 1 
即 可 求 得 其 解 . 
如 果 解 出 (6. 5. 5. 41) 式 得 到 8(uw) 的 表达 式 , 则 可 将 以 上 规划 的 变量 个 数 简 
化 为 1 个 , 即 成 为 (6. 5. 5. 52) 式 形式 的 规划 . 
由 (6. 5. 5. 41) 式 ,可 解 得 


了 二 
4 6 
3 3 
fa 4 4 
a 8 [ru 
"= j2 s|] u, u 2 0 
Or uz 
Os 1 £ 
Iir 1 0 
0 1 
由 
_ 19 
& = toa toa +o = ha + DD 
所 以 
2u + Bu a+ 
gn = gu 一 
u +u tua + Su 
u Uz 
ga 一 Bi —= 
4u +u 4u, tBu 


将 以 上 形式 的 gy DRA fns grs Eu gw) 目标 函数 ,并 利用 us = 1— u 的 
关系 , 即 知 只 要 去 解 关于 u 变量 的 无 约束 规 化 


min flgu, giz» gi, 8u) 
即 可 . 
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本 例如 果 利 用 对 偶 规划 形式 求解 , 则 可 先 解 


& 
s| [| 
1 1 0 0 0 olo, 
[ AF J =e 
al | 
O; 0 
LT 
得 到 
pl 
1 16 
š 1 1 
g 3 16 
ri 4 5 8 
= | 2 |+ 6 |e tER § = Pt 
Oz 
1 
Os 4 
k. | 1-1: B 
0 12 
1 
由 非 负 性 条 件 ,得 0 < < 12 可 得 
11 
[L 2 
4 11 
3 9 
š, rT 
aj |, z 
on 1|, 
|= |) 2|["] 6520 + =1 
PN 于海 
1 0 
Ou 12 
& ° 五 
76 
* ST 


HA = 1 一 并 省 略 4 的 下 标 ,可 将 上 式 表 为 
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3 


2 十 4 
š, 

4 9 一 2， 
Gun 4 
tes 32—10| 1 0<:<1 
A 32 —21t 

ia 

11t 
” -az 
—12: 

& 

16 —32t 


并 由 (6. 5. 5. 65) 式 得 到 


ng — 3 
gar oz eno = Sm 


直接 解 出 这 一 关于 : 的 方程 , 即 可 得 解 . 
例 6.5.5.8 将 例 6. 5. 5. 6 中 的 约束 条 件 改 为 下 式 


st 0 0 = E L s +n <i 


afer, 25 


其 余 不 变 . 
解 : 注意 现在 目标 函数 /(x) ARRAN g,(x) 中 的 z, 因子 的 宕 指数 均 之 0， 
故 z, 可 取 为 0. 先 可 解 以 下 规划 ( 令 z, = 0) 


: 
min Di s= (z m z)" 
x 
二 3 一 (a) 
st g (Q) 一 一 十 一 1 
3 afafa, 
对 这 一 规划 , 宕 指数 和 矩阵 
2 一 2 0 
yp 0 1 1 
1 1 
Dy a 


由 (6. 5. 5.41) 式 ,可 得 


—— 
8 = 
e = 
II 
mira sP 
4 
a 
lI 
5| 
M 
Iz 
"|= 
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在 本 例 中 rank A = rank A, = 2 < m = 3. 利用 (6. 5. 5. 49) 式 


| 
s= ° 
| 
w = 
I 
È Sa 
区 
— = s 
3 355 
BR h h 
E y 
1 
r 
F 5 
al ww 


可 得 极 小 值 解 是 


或 表 成 
x = x() = (2, 300) E0, eo) 


在 这 个 解 的 形式 下 ,目标 函数 
fen) = 768 


并 且 可 验证 x° 是 (a) 式 子规 划 满 足 二 阶 条 件 的 弱 局 部 极 小 值 点 (集合 ). 


继续 考虑 以 下 规划 ( 即 令 zi 二 0 i=l, 2,3,4) 


min f(x) 一 a pia 
ma T} 
; 
s.t go = = + S. + 
zi z] z. Ts 
Cb) IR URU 09 RE TE 38 Mi PE FE 
= 1 0 2 
2 = 0 0 
0 1 1 0 
A= 
1 1 
i 
1 
0 > > 
仍 由 
fi 0 
f 25 
A" |o, |= 1lz tER 
a 1 
os 0 


但 由 此 可 以 得 到 的 仍 是 z, = 0 给 出 的 解 即 仍 是 (a) 式 给 出 的 解 . 


一 (b) 
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再 由 无 约束 规划 ,可 验证 
min f(x) 一 
TIT x 
无 上 xl <+ oo 的 最 小 值 解 . 故 可 知 (a) 式 规划 给 出 的 解 x° 即 为 本 例 规 划 的 全 
局 最 小 值 解 (集合 ). 
现在 继续 讨论 这 个 例子 . 修改 本 例 的 约 东 条 件 ,使 g,(x) 函数 中 zx, 因子 的 


RBH RRK E. 此 时 , +, = 0 仍 是 规划 的 目标 函数 约束 函数 可 以 取 到 


的 值 . 以 上 求解 过 程 中 关于 (a) 式 的 子规 划 的 解 与 这 里 的 修改 无 关 , 只 备考 虑 (b) 
子规 划 的 解 .现在 ,(b) 子 规划 的 宕 指数 矩阵 决定 的 (6. 5. 5. 41) 式 的 最 后 一 个 方 
程 (参见 (6. 5. 5. 34) 式 ) 是 

26 ken _ 2 7 gpg 921 


, 
— ern? = 
= 2, +Š FE 0 


由 于 现在 上 式 中 包含 z; 因子 , 故 上 式 不 能 在 z, = 0 处 取 值 , 即 它 在 z, = 0 处 
是 无 穷 大 (不 确定 值 ). 这 样 , 即 需 要 说 明 如 何 知 道 在 (a) 子 规划 中 得 到 的 x 点 
(集合 ) 一 一 其 分 量 中 取 z, = 0 一 一 是 否 一 定 是 (修改 后 的 ) 规 划 的 最 小 值 点 . 
为 此 ,可 设 z, = a > 0. 将 (b) 子 规划 重 写成 
min fG) = a 十 3 于 


z 
TIT2 x 


X = (7 x x9) 

一 (c) 

mm S 

3 zf zf z, 

B x > 0 必须 成 立 . MHE (c) T BR h REIK BUE B E: 
一 4 =l 0 

一 2 0 


st gG) 一 


仍 由 (6. 5. 5. 41 ) 式 得 


° 


u 
[E] 8 = 2u 2u 


Ms 


= om oje Sl 


SA 
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由 此 知 “gu 一 站. 


从 (6. 5. 5. 49) 式 中 可 得 
z, = hat frt f 
r = stat Ft rt 


s= istati 


由 此 即 得 
KORS fo = + tt rs t 
从 而 构造 以 下 子规 划 
T: f, + f, 一 cd) 
s.t. —g, (f° f) 过 一 1 
有 一 函数 
Lfis fe D = fit f, —À ASe fi, f.) 
从 一 阶 条 件 中 可 得 
-hat fB rta 
VL (f, J 2) = í ,= 一 
1 +3t a datat frh prta 
5 
由 此 即 知 > 0. 所 以 ,(d) 子 规划 的 解 仍 在 g i fa) = 1 处 .又 有 
Relat ftt aat fB yt 
Lfs f D =A. 3a t 5， Bs 
glat 8 t FEAE ta AE fh 9 
= (f 


所 以 ,Y 江 (万 ， 户 , À) 矩阵 是 正定 的 , 故 由 (e) 式 决定 的 /,. f, 因子 是 (d) 子 规 
划 的 极 小 值 解 . 并 由 此 知 , 从 (e) 式 中 可 以 得 到 f,(a)、f;(a) 形 式 的 函数 ,并 且 


dfi a) 
af | d | ry VL fas DD _ 
da = lacw |” LL fas VI r (g) 
da 


记 
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F(a) = L(f,(a), f,(a), à) 
是 (d) 子 规划 关于 参数 a 的 极 小 值 函 数 . 则 


dF Lifir fi D 
ED vp, far y y Efa D 


Ja 


—(h) 
令 上 式 中 的 万 = fila), f, = f, Cay, WVL Ca), fala), À) 一 0 所 以 ， 
dF(a) Lis fas X —G 
da ~ Ja =n 


hoho 


此 即 著名 的 包 络 定理 ( 见 定理 2. 4. 4. 5) 的 结论 . 
由 此 易 知 
atat h fla >o 一 9) 
另 从 (h) 式 中 还 可 得 


ËF) _ df y df FLO, far D 
A f o f +L = 


利用 以 上 关系 , 即 知 当 a 一 0 时 


Ea = SEa =+% >o 


ao 


(k 


由 此 可 知 a 一 0 是 F(a) 在 a 宇 0 限 制 下 的 最 小 值 . 
这 一 点 也 可 利用 (c) 式 子规 划 的 对 偶 规划 求解 ,从 (6. 5. 5. 62) 式 可 得 


wjr 


Š 9 o<u<l =) 


由 此 从 (6. 5. 5. 65) 式 可 得 u, a 参数 的 隐 函 数 


GSO- E aea R) 8-a) = pat 
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由 (m) 式 在 给 定 正 数 a 时 可 解 出 x .显然 , 当 a — 0=>u` — 0, 并 可 由 (D 式 得 到 
Ç . 6; 、 扣 .由 此 得 到 的 极 小 值 函数 ,并 易 验 证 


EE 、 名 )|。。 一 768 
对 任 取 的 a > 0, 有 
TG e; 、 & ) > 768 


所 以 ,在 本 例 中 的 约束 函数 g (x) x € R íf z, 因子 宕 指数 为 二 时 ,前 面 


的 (a) 子 规划 的 解 x 仍旧 是 极 小 值 解 ( 集 合 ). 并 且 , 这 一 现象 具有 普遍 性 . 事实 
上 ,存在 以 下 推论 . 
推论 6.5.5.1 设 xER" 


min f= PLO f.) =c [IE G >o 
rz; pn 


, 

st. Og = Dg Sl gaa) = d, Ta (di>0 j=l, k 
ʻA ?1 

一 (A) 


是 ( 正 项 式 ) 几 何 规划 . 若 有 下 标 ,使 z, = 0 是 这 一 规划 可 以 取 到 的 值 , 即 ov,、 
b, SOX Vi 站 大 成 立 , 则 构造 


Ë = (ms ts Z. Or Ts “tr z.) 
以 及 
in Foxy 
a fx I | 一 (B) 
st. 0<g(D)<1 j=l, =, k 
有 以 下 结论 : 


D 若 至 少 有 1 个 下 标记 使 es > 0, 或 者 以 = 0 Yj、h, 则 (B) 式 规划 的 
最 小 值 解 Y 就 是 (A) 规 划 的 最 小 值 解 ; 

(2) 车 Vi 有 a = 0, HEDA FIR j. h 1E b > 0, 则 (A) 形 式 的 规划 的 最 
小 值 解 (集合 ){x" } 是 


{x°} = £ 
—(6.5.5.69) 


而 2 是 (B) 式 规划 最 小 值 解 的 分 量 . = 
对 于 以 上 推论 中 的 (1), 可 以 表述 为 , 若 z, 因子 出 现在 目标 函数 中 , 且 具 有 
正 数 寡 指数 , 则 几何 规划 的 最 小 值 解 与 z, 因子 正 数 寡 指 数 的 数值 无 关 . 附带 可 


i=t 


3 it 
z = I H o<z,G)<1l j=1, =, k 
x, 
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知 ,在 以 上 推论 中 的 (2) 的 情形 中 ,车 就 是 至 少 1 个 约束 函数 g, G°) = 1( 且 有 
b > 0) 的 点 (或 集合 ) , 则 就 仍 有 {x}) = x° 的 结论 . 
证 明 : 将 几何 规划 表 成 以 下 形式 


i= 1,*, n 
Rayi = e | |= * z gax) = d, TJz% + zh fiona 
ui zU = 
并 设 ce、 以 人 0 Vi j,h. 

BH 1，2，…, ni — AFi is o. i ss 之 1 及 1, 2,…, 上 ;的 子 序列 
his his wsh, z SOW 


Tiets >1 h=h, =, h 

a a iei Z: gsi I ' 
o 其 他 0 其 他 

>0 1 >0 h=M, s h 

D: Q, = “R , 
0 其 他 0 其 他 


当 z, = 0, 则 全 部 以 = 0, h = 1, =", 名. bL 类 似 . 设 有 以 上 (a) 、(b) 式 决定 的 
宕 指数 分 别 构造 出 几何 规划 (A)、(B). 其 中 (A) 规 划 的 函数 形式 如 上 ,(B) 规 划 
的 函数 形式 如 下 


f CG) = c, 工 [zy + z Fair) = d, TIz% zh 
j= pop 
jrr prr 


即 f. Fi 之 间 的 差异 仅 在 于 zx, 因子 的 短 指 数 分 别 为 a 、2 C E, 类 似 ). 其 
中 ,a 或 为 0, 或 为 大 于 1 HER à, WE 0( 当 a 为 0 时 ) 或 是 大 于 0 的 正 数 ( 即 
可 取 为 大 于 0 小 于 1 WEO. 

假设 * = (20, a... 257 是 


min fw fem) = >) fw 
= 
一 (B) 


, 

st OE EL j=1,--, k Ka = >) š, (x) 

MRM B x° 的 分 量 2° > 0. 以 下 用 反 证 法 证 明 这 一 假设 不 能 成 立 . 
首先 , 易 知 以 下 规划 的 最 小 值 解 


min fœ) fæ = D fxr) 

i Ç 一 (A) 

st OE El j=l, esk g(x) = Dga) 
= 


1014 3: 2H# E Ft 55 234 Eti 38 € 5 > J) 


fT 2 = Gri, =, zo 0, zas s Ln)" 决定 的 
i FO 
ip fÈ 3 RO 
st 0<zg,G) <1 


的 规划 的 最 小 值 解 . M X° — GH. o, Fh 0, Sho e ZO 是 (C)( 即 为 
(A)) 式 规划 的 最 小 值 解 . 
取 
0<Z,< min((29)% , (29). 1, Vis j, h) 
HFE > 0, 故 以 上 的 4, > 0 可 以 取 到 .构造 
E= (并 
并 注意 到 (a) 式 的 条 件 ,就 有 
z (bD = dp TE% e 45% < a, TIED% e y = g db 
PST > 
” 


P” 


LW = [JGD C2)% < a [ED + (2905 = Fk) 
7 j=1 
ime bad 


所 以 ,成 立 
fd = Dh < 32) Fd = rdo; 
f £ 
并 且 


0o<g a) = Sand < > AEDE T AEREE) 

但 此 即 表示 

fO) < fe) < fA 
并 且 , 显 然 又 成 立 

0<Z O )<1 j=l, |, Ë 

S = FR < feo 
所 以 ,2 形式 ( 即 £ 之 0 形式 ) 的 点 ,不 可 能 是 (B) 式 规划 的 解 . 同时 , 即 知 (C) 式 
规划 的 解 Y 就 是 (B) 式 规划 的 解 . 推论 的 (1) 的 结论 即 证 ,而 推论 的 (2) 是 显然 的 . 


应 说 明 , 以 上 推论 中 ,几何 规划 以 最 小 化 规划 的 形式 表现 是 必 不 可 少 的 条 
件 . 几何 规划 若 以 最 大 化 规划 (通常 目标 函数 中 各 =, 的 寡 指 数 均 为 非 负 实数 ) 的 
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形式 表现 ,显然 不 能 适用 以 上 推论 . 
以 下 再 给 出 2 个 示例 (包含 有 几何 规划 无 解 时 的 可 能 情形 ). 
例 6.5.5.9 


2 2 + 
人 
ma A al 
9 
证 过 < 
alaiz, 2r,7} 
解 : EROE 
-4 -1 0 2 
2 -2 0 O 
1 1 
€ 1 0g 
A= 0 +, t 0 
woa 
E e 1 ° 
1 1 
° + -1 -去 


由 于 rank A = 4, rank 41 rank A, < 4, 利用 (6. 5.5. 49) Ç; 


1 1 f. 
zS 1 6 =S jn( > 
2 3 | finz, (z) 
0 1 1 omn MBga) 
1 3 = 
-na jn( 旦 ) 
In x 
二 2g, 
人 mn( 人) 


可 解 得 


—() 


1016 34 +#k E Ft t 32 34 tE R € 5 5 JJ 


以 上 z, HIRKA i 1 h REHE B BD A Bi — J F H # S SE PE BJ 29 SE BE pu 3. 以 及 目 
标 函 数 


f(x) = ffir gu Eu B13) 


) feaies + f, 


| 


12 8 „20 一 12 


3 
= fr gugigu 十 [ 


| 


3 
对 此 求解 


r” flfs, gus Bu’ gu) 


一 (b) 
St gn +ge +g = 1 


即 可 得 到 局 部 极 小 值 解 . 利用 (6. 5. 5. 41) 式 得 到 的 户 (a) 、g(u) 形式 的 函数 ,是 


í - 
+ 1 
f) |+ + 
f. 0 6 
fs 4 elpu 
oul=|3 [ ] u u > 0 
uz 
O 2 
2 16 
Oiz 2 
& s 0 
8 
3 82] 
于 是 
f, = 6u, 
utlu 1 Žu, 二 16u £a 
gn = s= gua 一 gp er 
Ëu +32u, 2 Ža +32u Em +32u 


可 将 (b) 式 规划 化 简 为 关于 ur. u, 双 变 量 的 无 约束 规划 . 

容易 理解 的 是 若 /(f;、gu、g1s、gws) 形 式 的 目标 函数 中 的 f, 09 3648 8k 
均 >0, 则 若 z, 均 不 能 取 为 0, 就 无 解 ,否则 ,车 有 zz; 可 取 到 0, 目 使 ,在 zx, = 0 
时 亦 为 0, 则 取 z; = 0 即 可 解 出 极 小 值 解 . 

例 6.5.5.10 设 
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E e + < 


Ifi, zarf 


st 0<ga) = Z 


解 : 首先 从 关于 f(x) 的 无 约束 规划 ( 即 0 — g (x) < 1 时 的 规划 ) 得 ， 


BRIE 0< gi(x) 二 1 条 件 下 ,f, 不 能 取 0 值 . 故 本 例 规划 没有 内 点 解 .其 次 , 亦 
可 知 本 例 规划 也 没有 z, (x) = 1 时 的 边界 点 解 . 因为 由 本 例 规划 的 宪 指 数 矩 阵 


=1 t 0 2 


2 —2 0 —4 
1 1 
和 
A= 0 1 1 0 
1 š 
二 二 0 
1 1 
0 
从 (6. 5.5. 41) 式 中 可 解 得 
1 0 
f. 0 1 
f |-26 5 
f 20 40 |z) 
M 二 | 二 全 i tst ER 
on —28 56 
ou 64 _ 128 
3 3 
再 由 非 负 性 要 求 , 可 知 应 有 
—t +20 
ti —t, Z 0=t, = t, = 0 
4 过 0 


此 即 表示 (6. 5. 5. 41) 式 没有 非 0 解 . 但 现在 由 f;、g, 的 函数 形式 知 它们 均 不 能 
取 0 值 (附带 即 知 不 能 取 到 g, (x) = 0), 故 本 例 规 划 无 解 . 
如 果 利 用 对 偶 规划 求解 , 则 可 解 


1018 32 +#k AE E $5 444 #E fÉ 28 ë 5 8 JJ 


$, ] 
1 
š, Š 
1 1 1 0 0 01[$, 
[ Ar Jii i 
n 5 
Oz 0 
sJ 
得 到 
0 「 53] 
Ë 16 
š, 16 25 
š 13 16 
和 | _16| “| |- 2 
= 16| 8 
alz] S|tss| 8l tER 
6 Mch 
Or T 4 
gs 2 一 21 
8 4 
T | 4 


由 多、ou 的 非 负 性 要 求 ,可 得 :一 Z. 从 而 


2 
tš, y 
$, 1 
&|_ l? 
cn 9 
0 

Oiz 
0 

Diz 
0 


仍 由 号、 因子 不 能 取 为 0 即 知 本 例 规 划 在 g (x) = 1 约束 下 无 解 . 

以 上 示例 表明 的 是 不 满足 相 容 性 条 件 时 导致 几何 规划 无 解 的 情形 . 易 理解 
还 有 即 为 相 容 性 条 件 成 立 , 但 几何 规划 无 极 小 值 解 的 情形 . 

由 以 上 的 示例 ,可 知 当 几何 规划 的 极 小 值 解 位 于 g, (x) = 1 决定 的 边界 曲 
面 上 时 ,并 且 寡 指数 矩阵 中 的 rank A, = m 时 ,总 可 以 将 其 归结 为 求解 如 
(6. 5. 5. 51) 式 那样 的 规划 .更 一 般 地 , 当 篆 指数 矩阵 rank A = r < m 时 ,利用 
(6. 5. 5. 56) 式 ,总 可 以 将 几何 规划 归结 为 由 因子 闻 、 和 和 x, 构造 出 来 的 等 价 的 
( 另 一 个 形式 ?的 几何 规划 . 
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RDF, EA x, 因子 为 变量 的 几何 规划 的 宕 指数 矩阵 显然 是 (假设 


(6. 5. 5.56) 式 中 的 x. x, 向 量 经 下 标 重 排 ,已 成 为 x 一 Ë ] )， 


2 
A; (r, m) 一 AT (r, m)A,(r, m) 
K = ta A |“ A 1 gis 2 | 


其 中 A, 是 原 几何 规划 筹 指 数 和 矩阵 A 的 前 r 列 向 量 构造 的 矩阵 ,A。-, 则 是 A 的 
后 m 一 r 列 向 量 构造 的 矩阵 ,A,(r, m). A,(r, mm) 符 号 意义 见 (6. 5. 5. 56) 式 . WJ 


À = [4A,AT (r, m), An, — A, A;' (r, mA, (r, m)] 
一 (6. 5. 5. 70) 
所 以 ,有 以 下 推论 : 
推论 6.5.5.2 设 xEeR" x>0 决 定 的 几何 规划 的 宕 指数 矩阵 为 A, 且 
rank À = r< m. 设 A 的 前"Xr 阶 顺序 主子 矩阵 记 为 A,(r, m) 可 道 ,并 记 人 A 的 
前 行 向 量 组 成 的 矩阵 为 A, = [A, (r, m), A:r, m)] 以 及 A = [A,, A,,]， 
其 中 ,A,、A,, 分 别 是 A 的 前 ~ 列 、 后 mm 一 * 列 向 量 组 成 的 子 矩 阵 , 则 几何 规划 


min fœ = D fw «>00 
各 


i 
St 1—gG)=1—22g, G) =0 j=l, e, k 
f 


有 解 的 相 容 性 条 件 是 以 下 等 式 一 不 等 式 方程 组 


[A,AT (r, m), Am, — A, AÑ' (r, m)A,(r, m)]'s = 0 
—(6.5.5.71) 
s> 0 


有 解 . = 
推论 6. 5. 5. 2 将 (6. 5. 5. 41) 式 (6. 5. 5. 48) 式 两 式 综合 在 一 起 给 出 了 几何 
规划 存在 g,(x) = 1 边界 曲面 上 的 极 小 值 点 时 的 必要 条 件 . 当然 , 相 容 性 条 件 并 
不 保证 几何 规划 一 定 存在 极 小 值 解 . 
续 例 6.5.5.9 由 例 6.5.5.9 已 知 rank À = m = 4. 由 (6.5.5.71) 式 ,可 取 


1 1 4 4 

2 teora Bag Aag 

vot YU Q ya pab 

A, =A A;'(r,m) = 1 3 = 3 3 
-5 一 一 1 0 

2 4 Į 8 

r EE 7 28: 

1 1 3 3 
0 5-1-5 

2 2 12 12 一 10 
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12 8 20 一 12 
16 8 
AAG, m) = —4 -3 -8 3 
L 
相 容 性 条 件 是 
1 0 
0 š 
z —12 4 
A, AÑ (r, m)]'s = 0 t 
人 r (r, m)]' s s= |a s] 
s> 0 3 |Lz, 
一 20 8 
8 
12 — 


即 
一 125 +4 > 0 
—s + 可 >0 


t 
一 200 + 8t >o=| ']- 
5 


|= 局 | 一 
œj% 总 | 一 


12n 一 号 > 0 


hsh > 0 
显然 , 相 容 性 条 件 成 立 . 


由 于 相 容 性 条 件 就 是 对 本 例 (b) 式 规划 求解 (6. 5. 5. 41) 式 所 得 ,所 以 ， 


s = f, s= gn s =2ge =A A= +s +s 
其 中 4 是 (b) 式 规划 的 乘 子 . 
因此 ， 
1 
| 0: “9 
的 E £ < 
dgn _ 3||12 12 [j= s $ [+] 
A| -20 gi allad í ajin 
Ati Pt 4 8 S: $ 
3 3 Ç 
3 


从 而 


一 (Cc) 


应 有 
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hı + Ah, h, 


EET: z 
à= ah +h =g Ea Sih Fah) E T GQ +h) 


及 f, = +h. 将 这 组 关系 代入 例 6. 5. 5.9 中 的 (a) 式 ,可 得 


z _ atha)" (h, + h) 
(h, + 2h,)° 


2 
L 3zi _ 2 hf (h + 2h,) = 
t Z 31 h (h, + h) 


利用 (e) 式 亦 可 得 到 目标 函数 了 = f, + f, + f, = fh h) 形式 的 表达 式 . 这 是 
与 例 6. 5. 5. 9 中 用 参数 u... u, 表示 f(x) 目标 函数 为 f(w u,) 384009. 
由 此 ,通过 求解 S, h) R /(w， uw)) 形 式 目标 函数 关于 hi. h, 参 变量 
的 无 约束 极 小 值 解 , 即 可 得 原 几 何 规划 的 解 . 
但 这 里 可 以 看 到 ,从 以 上 (c) 式 中 ,其 实 有 
fi=s=s fr= s 
以 及 从 (d) 式 中 可 得 到 


1 
fim s = ih +h) f,= s= Eh th 


的 关系 ,所 以 ,本 例 中 更 简洁 的 解法 可 以 是 直接 联 解 以 下 方程 组 ， 


3! /hs VE (h, +4h,)” Í 
le) — = h) 
z (7) Chr Tah) C 16 h Th 
; 一 (f) 
如 二 (十 2 和 工 +Šh 
3i hi Qh +4h) 4' 8 


便 得 到 极 小 值 解 . 

由 以 上 数 例 可 见 , 几 何 规划 是 否 有 解 , 完 全 由 它 的 寡 指 数 和 矩阵 的 性 状 决定 . 
如 果 有 解 , 则 通过 解 (6. 5. 5. 41) 式 、(6. 5. 5. 49) 式 线性 等 式 一 不 等 式 方程 组 (或 
等 式 方程 组 ) ,可 将 其 归结 为 求解 非 线 性 函数 方程 组 . 

附带 地 说 ,以 上 关于 ( 正 项 式 ) 几 何 规划 的 解法 ,加 以 适当 修改 完全 可 用 于 一 
般 的 广义 几何 规划 的 求解 中 去 . 

由 以 上 关于 二 次 规划 ,几何 规划 的 分 析 可 见 , 本 书 Š 5 章 关 于 线性 不 等 式 方 
程 组 的 解 的 方法 ,不 仅 是 非 线性 规划 理论 分 析 的 基础 工具 ,也 是 构造 算法 的 重要 
FR. 
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$6.6 附录 : 其 他 问题 


附录 一 ”应 用 Kuhn - Tucker 一 阶 条 件 的 限制 


由 上 一 节 利 用 条 件 (c. 1)、(c. 2) 推 导 一 阶 、 二 阶 最 优 性 条 件 时 ,已 经 指出 ， 
条 件 {c. 1) 隐 含 了 条 件 (b.1) 即 N, x) 站 XX 集合 的 内 点 最 优 性 条 件 . 而 为 得 到 条 
件 (c.1) 的 判别 公式 ( 即 Kuhn - Tucker 一 阶 条 件 ) 式 (6. 5. 2. 39)、 式 (6. 5. 2. 3)， 
是 基于 R" 空间 中 目标 函数 
f°: f(x) = fOe) 
曲面 在 x° 点 的 邻 域 的 可 定向 性 质 . 只 有 当 f°" 曲面 在 点 邻 域 是 可 定向 的 , 那 
么 ,在 N, G°) 由 义 集 合 当 5->0 的 意义 上 ,/" 曲 面 的 定向 可 由 "曲面 在 x 点 处 
的 切 平面 L 的 定向 准确 地 表示 . Lv 切 平面 的 定向 自然 可 由 梯度 向 量 V/(x" ) 给 
出 .然后 ,才能 利用 L, 切 平面 ,将 R" 空间 在 x” 点 处 剖 分 为 VA"(x*")x 宇 0 和 
VE x 二 0 的 两 个 不 相交 子 空间 . fE x° 满足 一 阶 约束 品 性 的 前 提 下 ,指向 可 
行 区 域 X 内 点 的 全 部 可 行 方向 向 量 z 构成 的 锥 就 可 用 线性 化 锥 2'(x") 表 示 . 这 
样 ,最 终 才 能 得 到 , (由 Farkas 引 理 ) 当 Z'(x") 集 合 的 任 一 方向 向 量 z 均 指向 R” 
上 由 VTO )x 过 0 决定 的 切 平面 Lj 的 那 一 侧 半空 间 , 则 在 6 一 0 意义 上 ， 
Nix) N X 集合 内 点 上 的 任 一 x* 都 必要 有 /(x) > fa 成 立 . 由 此 才能 得 到 
Kuhn - Tucker 一 阶 条 件 . 
由 此 ,可 以 得 到 应 用 Kuhn - Tucker 一 阶 条 件 的 限制 . 
限制 一 x° 点 必须 是 正则 的 . 即 在 x° 点 处 
Vf) 天 0 
Vga) A0 iE€ lx) 


必须 成 立 . 因为 当 V/(x) = 0, 则 f°" 曲面 在 R" 空间 的 x° 处 就 是 奇 的 ,f° 在 x° 
点 处 不 可 定向 ,ff 在 x° 点 处 也 不 存在 切 平面 L512. 此 时 ,由 


Vf a = 0 


所 得 出 的 解 空间 是 a € R” , 即 是 R 空间 本 身 . 所 以 ,也 就 不 可 能 再 利用 (m 一 1 
维 的 ) 切 平面 Lj 在 x” 点 处 去 剖 分 R" 空间 . 由 此 即 知 ,在 这 种 情形 下 ,推出 


CIJ 这 是 指 “ 切 平面 "是 mm 一 1 维 线性 流 形 而 言 . 
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Kuhn - Tucker 一 阶 条 件 的 几何 基础 已 不 复 存在 ,再 去 应 用 Kuhn - Tucker 一 阶 
条 件 就 违 理 了 . 

至 于 Vg,(e) 关 0 iE 1(x*) 的 意义 是 在 于 当 g;(x) =0,iE lG) 约束 条 
件 中 ,车 含有 某 个 Vg (x°) = 0, 则 g;(x) = 0 曲面 在 x 点 处 就 可 以 是 奇 的 . 这 时 
g, 曲面 可 以 是 在 x" 点 处 自身 相交 .分支 或 者 x° 是 g, (x) = 0 曲面 的 孤立 点 等 
等 . 这 样 ,线性 化 锥 Z' (x° ) 可 能 就 是 不 确定 的 ,或 者 可 行 区 域 X 只 是 一 个 孤立 
点 .为 排除 这 些 不 确定 的 情形 ,这 一 条 件 也 是 需要 的 . 

鉴于 此 ,本 书 中 将 “x" 点 是 正则 的 ”条 件 写 明 在 Kuhn - Tucker 一 阶 条 件 即 
本 书 定理 6. 5. 2. 1 之 中 . 

由 此 自然 地 得 到 了 就 用 一 阶 Kuhn - Tucker 条 件 的 另 一 形式 的 限制 . 

限制 二 x° 点 不 是 可 行 区 域 X 的 内 点 . 

因为 若 局 部 极 小 值 点 x 是 X 的 内 点 , 则 全 部 的 约束 函数 ga) > 0, i 一 
1，2，…，A, 故 在 这 样 的 点 上 去 应 用 Kuhn - Tucker 一 阶 条 件 ,必要 得 出 乘 子 
w, = 0, i =1, 2, =, ,从 而 必要 求 Vf(x*) = 0 成 立 . 这 样 就 又 违背 了 上 述 限 
制 一 的 要 求 . 

众所周知 ,当局 部 极 小 值 点 * 是 可 行 区 域 X 的 内 点 ,那么 ,x” 点 处 当然 必 
要 有 Vf(x") = 0. 同时 ,这 里 的 VA(x) = 0 fE = = f(x) 所 表示 的 是 R" 空间 上 
的 曲面 上 讲 来 ,这 一 R"” 空间 上 的 曲面 在 x° 点 处 是 正则 的 而 非 是 奇 的 . 

与 限制 一 关于 VA(x") = 0 表示 的 是 R” 空间 上 的 f° 曲面 在 x 点 处 是 奇 的 
这 一 意思 不 同 ,以 上 所 指 的 ,x" 是 六 的 内 点 时 , VA) = 0 所 表示 的 z = fa) 
决定 的 曲面 是 在 R” * 空间 上 的 曲面 . 在 (6. 5. 1. 3) 式 中 ,这 一 曲面 用 U, 表示 , 且 
U, 可 表 成 以 下 形式 

Uj: F(x, z) = z— f(x) = 0 
注意 到 
VFG, 2°) = | Z ?- N 其 中 由 = fO) 

所 以 ,在 R"… 空 间 的 U , 曲面 上 ,x" 点 不 是 奇 点 而 是 正则 点 . 由 本 书 前 2 章 的 分 
析 , 在 这 样 的 x Sú Rb , 4 H 42 34 


Vf) =0 
a Vf a0 aeR" 


成 立 ( 且 f(x) 在 x 点 邻 域 是 拟 凹 的 ),x 是 f(x) 的 ( 弱 ) 局 部 极 小 值 点 . 此 即 无 
约束 最 优化 的 一 、 二 阶 充 要 条 件 . 

这 即 是 在 本 章 开始 即 指出 的 ,X 的 内 点 极 小 值 点 的 判别 条 件 只 能 应 用 无 约束 
最 优 性 一 、 二 阶 条 件 的 缘由 . 所 以 ,本 书 不 赞同 采用 (6. 5. 2. 40) 式 的 形式 来 表述 
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Kuhn - Tucker 一 阶 条 件 . 因为 由 (6.5.2.40) 式 ,给 人 以 似乎 取 w = 0 i= 1， 
2，…,& 在 Vfe) = 0 的 场合 ,Kuhn - Tucker 一 阶 条 件 在 形式 上 也 可 以 成 立 ( 包 
插 当 g&i(z) 二 0,i 一 1,2,…,A, 即 六 是 X 的 内 点 的 场合 ), 从 而 给 人 一 种 误解 ,好 
REVS) = 0 (包括 交 是 生 的 内 点 ) 时 ,也 适用 Kuhn - Tucker 一 阶 条件 . 所 以 ,在 
本 书 定理 6. 5. 2. 1 中 要 包含 x° 是 正则 点 这 一 条 件 ,以 表述 应 用 Kuhn - Tucker 一 阶 
条 件 的 这 一 限制 . 在 数学 上 不 能 仅 限于 形式 上 成 立 , 便 确 立 为 正确 511 


附录 二 非 线性 规划 的 极 小 值 点 在 目标 函数 作 单 调 增 变换 时 的 不 变性 
F; R—R 是 一 个 变换 . 对 (P1) 规 划 的 目标 函数 /(x) 作 变换 
z = F(f(x)) 


设 x 是 f(x) 在 (P1) 规 划 下 满足 以 上 一 、 二 阶 最 优 性 条 件 的 极 小 值 . 称 下 变换 是 
单调 增 变换 ,当下 满足 以 下 条 件 . 

D FPF f 是 二 阶 可 导 的 . 

(2) 在 x 点 处 ,存在 > 0, 使 任 一 x€ N,G°) NX 


,_ dF(f) _ 
F = T Fa) > 0 
成 立 . 
记 原 有 的 (P1) 规 划 是 
gp, [min fC 
s.t. g(x) >0 


则 在 FERF ,得 到 (P1) 规划 是 
min F(f(x)) 
(P: | 
st g(x) >0 
fE Lagrange 函数 L'(x, or) = F(f(x)) — olg (x) 
则 有 
VLE CX , @p) = F' o Vf(x°) — oFg (x°) 
不 妨 取 or = F + 06 > 0, o RRAPO 一 阶 条 件 的 乘 子 向 量 , 有 


VLE CX , @p) = F' + (Vf) — e! g(x°)) = 0 


51] 在 文献 中 不 顾 这 里 所 说 的 限制 而 应 用 Kuhn - Tucker 一 阶 条 件 的 事例 是 常见 的 . 如 (全 局 优化 引 
论 ) 一 书 ( 见 前 注 ), 例 1. 2、 例 1. 3 都 在 可 行 区 域 X 的 内 点 上 应 用 K - 工 一 阶 条 件 . 作者 希望 通过 这 
2 个 例子 说 明 将 K - 工 条 件 应 用 到 * 非 凸 规划 "时 可 能 产生 的 一 些 困 难 . 但 这 样 应 用 K -T 条 件 肯定 
是 不 正确 的 . 
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一 阶 条 件 仍 成 立 . 
VÈLE (x°, p) = F” + Vf! (x°) Vf) + F” + Vf) — or Vig(x9) 
=F”. Vf! (5) Vf) + F' + WL (x°, 06) 
MVLE (x, wp) 在 F' + Vf Go )a=0 约束 下 的 拟 特征 值 x”, 由 下 式 决定 


pl — F” + Vf Cx) Vf) — F e WL (x°, @) F Vf) 


F Vf (x) 0 
VL (x",w) 是 原 有 (P1) 规 划 的 Lagrange 函数 的 Haissen 矩阵 
afa) 


maT E. 5 乘 以 上 行列 式 的 第 十 1 行 ,j 一 1，2，…, m, 再 加 到 
第 j 行 ,可 知 上 式 等 价 于 
kpl —F' e VL, 0) F + Vx) 
F Vf) 0 


Wup = F' o p, Cu, 是 原 规划 时 的 对 应 意义 下 的 拟 特征 值 ), 即 知 pe 就 是 
VELE? , ©) 在 Fi，Vf(x")a = 0 约束 下 的 拟 特征 值 . 并 可 知 新 规划 下 的 拟 特征 
向 量 y, 由 下 式 决 定 


Fw w) 一 /TDY F * Vf) = 0 


F' VC DY =0 
lyel =1 
易 知 这 一 方程 组 可 类 似 以 上 的 方法 转换 为 
F' e [L , oO)—pDY:— Vx) =0 
rana, =Q 
lyi l =1 
B y, = Y (Y 是 原 规 划 下 的 拟 特征 向 量 ), 所 以 , 拟 特征 向 量 是 不 变 的 ， 
Vf a =0 切 平面 上 的 法 曲率 非 负 分 区 也 不 变 , 且 g(x) > 0 条 件 不 变 , 故 
D GORE, MA 
z VLE, 0)xz20 zE Ža 
成 立 . 
所 以 x 是 目标 函数 /(x) 在 满足 以 上 条 件 的 任意 单调 增 变换 下 的 不 变量 . 


同时 可 见 ,Lagrange 函数 在 VA(x") 约 束 下 的 拟 特征 向 量 和 切 平面 上 的 法 曲率 符 
号 分 区 都 是 对 目标 函数 作 单 调 增 变 换 下 的 不 变量 ,而 一 阶 条 件 的 乘 子 及 
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VL (x° , OERE 3 8F4F(8 M X ERE CHH FS AE. 


附录 三 “目标 函数 (x) 为 多 元 齐 次 多 项 式 在 x! x = 1 约束 下 的 极 值 
函数 的 连续 性 分 析 
在 $2.4.4 节 关于 R" 空 间 上 的 n 维 (nn 二 m 一 1) 维 曲面 ru), r€ R", u € 


DCR 的 分 析 中 ,涉及 到 了 ru) 曲面 上 的 极 值 主 法 方向 n(w) 函数 的 确定 ,将 产 
生 一 个 以 下 形式 的 等 式 约束 规划 


= 一 (2.4.4.13) 
s.t. (H'D = 1 
其 中 |， | 是 行列 式 , 故 F(t) 是 1 的 (m—n) 元 n 次 齐 次 多 项 式 ,全 是 r(w) 有 曲面 上 
的 切 超 平面 的 法 空间 的 极 大 线性 无 关 向 量 组 组 成 的 基 向 量 组 矩阵 . Pi + IT SE BE 
总 可 以 取 成 为 列 正 交 矩 阵 , 故 以 上 规划 可 等 价 写成 为 
iwa F(x, u) u€DCR x€ER" N=m— 


st x'x=1 


5 F(D) = 5 P| TER™ 


n 
—(6. 6. 1) 


形式 的 等 式 约束 规划 . 这 里 的 x 即 等 价 于 上 面 的 :,F(。 ) 是 关于 x 的 N =m 一 n 
元 ”次 齐 次 多 项 式 , 且 
Fr 四 一 2 aca Gu) + zia sos z  —(6.6.2) 


0 Y ty 


k, 20 k +k + +k =n 为 整数 


其 中 aa- G) 是 关于 wu 的 (有 界 ) 可 微 函数 . 以 下 总 设 对 wE D, x€ R", 
F(x, u) Z 常数 . 
作 


Pen 
Š —(6.6.3) 
xx=1 
则 (6. 6. DRHE wu 被 给 定时 ,表示 的 是 一 个 R" 空间 上 的 N 一 1 维 曲 面 . 记 这 个 
N 一 1 维 曲面 是 下 , 则 下 是 有 界 闭 曲面 . 

作 极 坐标 (9，o) 变 换 , 0 = (0,,…, 0,1) ob € R, 


=, = cos 0, cos 6, + - 


* cos 0,_,cos Ôu- 


=s = cos ñ, cos b; ° --- + cos 0, s sin Ono 


=, = cos 0, cos 0, + + * sin Ôy- 
E Ë Ç "w —(6.6.4) 
zy = sinb, 


z= p(0, u) = F(x(0), u) 
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则 (6. 6. 3) 式 中 的 xx = 1 关系 式 被 消去 ,F 曲面 由 
po = po(6, u) (wu 给 定 ) 一 (6. 6. 5) 


函数 式 给 出 . 
这 里 由 于 p 可 以 取 到 负数 值 , 故 (9, p) 是 一 个 广义 极 坐标 系 . 
例 6.6.1 取 N=2,n 二 3 有 


z = ar) + brir, + crz; + dr} 
z +z =1 
以 a =—2, b =d = 1, c = 0 为 例 , 作 变换 
x, = cos 0 
z = p(0) =— 2cos*8 + cosè 8 sin 8 + sin’ 0 
因为 现 z = 2(6) 取 极 值 的 条 件 是 


dp L 6cos?8 sin 0+ sin 0 cos 0 -+ cos'0 = 0 


dó 
故 极 值 在 
=: 
cos 0 = 0=0 = 2 
3x 
2 
1 
-到 arcsin + 
cos 0 Z 0=sin 20 = 一 +> = 
z— arcsin + 
处 . 其 中 极 小 值 是 
4= 3, #aresin 4 
极 大 值 是 
0= F z— arcsin + 
图 6.6.1 给 出 了 本 例 的 o(0) HH 
线 图 . 
其 中 ,* 为 单位 圆周 ,m 为 人 为 取 定 


的 表示 p(9) = 0 的 圆周 ,从 而 对 某 个 9， 图 6.6.1 
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若 eO) < 0, 可 以 将 ORRE p, 圆 形 内 部 的 点 ,而 将 p(9) > 0 的 点 表示 在 p, 
圆 的 外 部 . 如 图 中 ,9 角 决 定 的 p 射线 上 , p(0) < 0, 则 取 aa, 表示 p(9) < 0, 故 可 
在 2 射线 上 决定 a 点 . 以 此 方式 即 可 得 到 本 例 的 = = p(9) 曲线 如 图 中 的 oC 0) hi 
线 7 

2(9) 曲 线 上 = = p(9) 的 极 值 点 即 为 56、c Rb, c 点 .其 中 ,5、c 为 极 大 值 点 ， 
b, 则 为 极 小 值 点 ,并 且 5、b'( 及 c、c ) 点 为 对 径 点 . 如 与 z, 轴 夹 角 为 9 的 直线 
LRE, C AWER, 


9 =— L arcsin + 


2 


显然 , O, n+ 即 决定 了 cos0 Bf o0) iht EAR ERR. MIL EYE pO 
曲线 上 取 极 值 的 点 处 的 切线 一 定 平行 于 该 点 与 原点 连 线 与 单位 圆周 s 的 交点 处 
的 圆周 切线 . 如 图 中 的 1 线段 上 的 c、a 点 处 ,p(0) 曲 线 与 s DAHR L, l, 一 
定 是 平行 的 、 

易 理 解 ,因为 cos p, sin p 的 周期 性 质 ,车 nn 次 齐 次 函数 (x, wu) 经 变换 所 得 
到 的 pCO, wu) 曲面 , 当 n = 偶数 时 ,是 对 称 的 图 形 , 当 n = 奇数 时 (如 本 例 ), 则 图 
形 就 不 是 对 称 的 . 不 论 n 为 奇 .偶数 ,p(0, u) 关 于 9 的 极 值 点 总 有 偶数 个 ,并 呈 
两 一 两 对 径 点 的 分 布 状况 . 4 n 为 偶数 时 ,处 于 对 径 点 关系 上 的 两 个 极 值 点 或 同 
为 极 大 值 点 或 同 为 极 小 值 点 ; 当 n 为 奇数 时 ,处 于 对 径 点 关系 上 的 两 个 极 值 点 一 
个 为 极 大 值 点 另 一 个 则 为 极 小 值 点 (如 本 例 ). 

当 2(6, uw) 决定 的 曲面 上 关于 6 的 极 值 点 9 = 9” 是 严格 极 值 点 , 即 称 0` 为 
单 重 极 值 点 . 在 几何 上 即 表明 o(0, u) h RL E p(9” ,点 邻 域内 ,p(8, w) 曲 面 切 
超 平 面 与 单位 球面 上 的 切 超 平面 相互 平行 的 点 只 有 0 = 6” 一 个 点 (如 本 例 ). 

当 p(0, wu) 决定 的 曲面 上 关于 0 的 极 值 点 9 = 6” 是 弱 极 值 点 , 即 称 该 极 值 
点 为 多 重 极 值 点 . 在 几何 上 即 表 明 p0, wu) 曲面 上 存在 一 个 包含 9 点 在 内 的 集 
合 P, 且 


eO, u) =p0,u 0.0 € P 一 (6.6.6) 
因此 ， 
PO, u)=c OEP c—onst 一 (6.6.7) 
必定 等 价 于 RY 空间 上 的 超 球面 上 的 某 个 (部 分 球面 . 
以 下 给 于 pO, ww) 曲面 上 多 重 极 值 点 处 8 关于 w 参数 向 量 (或 x(9) 关 于 u) 
的 连续 性 质 、 可 微 性 质 的 分 析 . 
定义 6.6.1 设 X,Y 是 两 个 集合 , f: X- Y 是 普通 的 单 值 映射 .定义 广 :: 


C13 图 6.6.1 中 p(9) 曲 线 用 放大 的 比例 画 出 . 
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Y 一 X 如 下 
S'o = tziz EX, Fr) 一 yyEY) —(6. 6. 8) 


则 称 f ' S OER O. = 
定义 6.6.2 设 X,Y 是 两 个 集合 ,T: X 一 Y 是 一 种 对 应 规则 ,如 果 对 每 一 
个 zxEX, 通 过 T 有 Y 中 的 一 个 子 集 T 了 (z) C Y 与 之 对 应 , 则 称 工 是 X 到 Y 的 
一 个 集 值 映射 . T(z) 称 为 工 在 zx 处 的 像 或 值 21 L] 
若 对 定义 6. 6. 2 中 的 映射 T, = € X, T(x) = Ø, 则 称 T(z) 为 真 集 值 映 
射 .以 下 只 考虑 真 集 值 映 射 (简称 为 集 值 映射 ) 
对 于 广义 逆 映 射 , 若 三 "是 满 射 . 单 射 , 则 广 ' 就 是 普通 的 逆 映 射 ( 道 函 数 )， 
车 三 是 满 射 但 不 是 单 射 , 则 f 就 是 集 值 映 射 . 
对 于 (6. 6. 1) 式 的 极 ( 大 ) 值 规划 , 作 工 一 函数 ， 


L(x, u, À) = F(x, u) 一 Jaar- D 
和 是 乘 子 . 视 u 为 常数 ,由 极 值 条 件 得 
= xx 一 (6.6.9) 


设 满足 (6. 6.9) 式 的 x" 给 出 的 是 多 重 极 值 点 . 则 由 于 (6. 6.2) 式 (并 参见 
(2. 4. 4. 52) 式 ) ,可 知 


A= AG, w = (3E) x| =n. Fœ", u) 一 (6.6.10) 


因为 x" 是 多 重 极 值 点 ,所 以 ,由 (6. 6.7) 式 , 必 应 有 集合 X,，x” € X 使 
A(x, u) =c x€XCSCR X—i{x'})#Ø 一 (6.6.11) 
c 是 常数 . 易 理 解 ,由 下 (，。) 的 函数 形式 即 知 ,c tju 有 关 . 

RE S= {x|jxx=1 x€R'). 

从 (6.6.10) 式 中 可 得 * 是 关于 x,w 可 微 的 函数 . 考虑 4” 广义 道 映射 . 因为 
在 求解 关于 x 的 极 值 (6. 6.9) 式 时 ,已 将 u 视 为 常数 ,并 且 , 已 设 (6.6.11) 式 成 
立 , 故 X 一 定 是 一 到 多 的 映射 . 

推论 6.6.1 由 (6.6.11) 式 给 出 的 乘 子 函数 4, 在 任 一 给 定 的 u = u € 
D Bf, 


A(x,u) =c x€ XCS — (6. 6. 12) 


51] 引 自 4 集 值 分 析 与 经 济 应 用 ) 张 处 军 著 ,科学 出 版 社 2004 年 ,第 74 页 . 形式 上 路 有 不 同 . 
C2) 同上 注 .第 72 页 .关于 集 值 映射 的 性 质 等 可 见 所 引 书 著 . 
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H XAR” 的 单 连通 真子 集 ( 或 其 并 集 ), 定 义 广义 逆 映 射 


A Ceo) = F° Ceos ua) (x | x'x = 1) (6. 6. 12a) 
则 X'(c,) 是 闭 集 . L.I 
证 明 : 由 广义 逆 映 射 的 定义 ,显然 
lea) =X 


现 取 点 列 (x) € X, 设 Lim x, = x ff fE, Wh + 
A(x,, u,) = nF (xj, u,) = co V; 
故 


Ar u.) = Lim À(x,, u.) = Lim cç, = =x € À™ (cg) 


因此 ' (e) 为 闭 集 . A (OO = F° C) 由 (6.6.10) 式 即 知 . 故 证 . 

推论 6. 6. 1 表明 ,满足 (6. 6.7) 式 的 9E PP 决定 的 p(0, u) 曲面 上 的 一 个 闭 
子 曲面 是 与 R 空间 上 的 单位 超 球面 上 的 某 个 闭 子 曲面 等 价 ( 同 构 ) 的 曲面 . 或 
者 说 X 就 是 单位 超 球面 S 上 的 某 个 闭 子 曲面 ,并 且 , 有 FCF Ceos u,)) = c, 故 
XEF’, u.) 即 表明 即 为 (6. 6. 1) 式 规划 的 局 部 极 小 值 点 . 再 记 


C=AX, D) = (c|à(x,u) =c ER, xE SCR“, ue DCR) 
—(6. 6. 13) 
因此 CCR. 
推论 6.6.2 设 ACC 且 A 是 开 集 , 则 4 '(A) 也 是 开 集 . É 
证 明 : 对 任意 的 cE CH xo € S, w E DIEA, uo) = co. 只 需 证 明 对 
任 取 的 e > 0, 若 (co 一 e, co +e) C CWAC Co — €, co 十 6)) 是 开 集 . 
ie D, = (cs — €, co 十 6). 显 然 (xo, u.) € Di. AHER, u) € D,, 应 有 
A(x, u) = c, € (co 一 sy c, +€) 
设 c — c +e, W| 0 <| e, |< e. 
Ë x=x +ó, u=u +ë 则 有 0 二 $51 使 


Mn +, w + É.) + AG + G, u + 85; 


A(x, u) = À(x,, u,) + 去 Er 


=c +e 
故 


_ BÀ (x, + É. , u + @.) Alx +Ø,» u, + É.) 
asb ax ô. + au š. 


= 
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š; 1<:i <N 
PA L max natio mte sural 
Iol<hol 


类 似 地 有 o? 符号 .上 式 中 的 最 大 值 可 以 取 到 是 易 见 的 . 
记 


_ Ə Axo, u.) QACx,, u,) 
M= mii( a) 


H A (x, u) 函数 的 形式 即 知 M <+. 并 且 , 也 可 知 M > 0. 因为 车 M = 0, WJ 
表示 必 有 


3 pIE 3 yE 
Sa e Fn N=? Yi 


BD F(x, tw) 是 常数 . 这 与 以 上 所 设 的 FCx，u) 天 常数 矛盾 . 
WX 0 <M<+ 0, i $ = ($, $), BIR 


o< Il <minc || ól. D= y 
SH SeH zA 


作 (x, u) 的 邻 域 N,(x, u) ,对 任 一 (uw) € N, Cx, u), 


1 一 (xz al < y 


记 


则 有 0 二 a 二 1 使 


Ax + os ut oe +G + o$, s u + Š. 2, 
3x b ðu 


=s +s 


AC, u) = A(x, u) + 


WAAC, u) = c, + e, = cv, 故 


DA , BA 
lee l= e + Gtk ut), Arthen) 


Ju 


ƏÀ xo u) <Š IÀ, u.) <" 
<la lta D IS i 27181 


€ — | €, 
<l, m. le 
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Hop e E 为 6,、6. 的 分 量 . 


所 以 ， 
leae +e |<e 
因此 ， 
=e <| e +e, |S< (Z, u) — c <| e, +e, |< e 
# A(N,(x, u)) C (co — E, ca +€) 
Bp 


N, (x, u) CA Ceo — E, c +e) 


由 此 即 知 D, = 2"! (Ceo — E, co 十 e)) 是 开 集 . 

推论 6. 6. 2 表明 在 F(x, u) 不 为 常数 时 ,广义 逆 映 射 *' 是 上 半 连 续 的 集 值 
映射 . 

推论 6.6.3 设 ACC 且 A RAR, WA OBER. Lal 

证 明 : 类 似 地 只 需 对 任 一 c。€ C, H e> 0, 闭 区 间 [o 一 e, co +e] C C 的 情 
形 证 明 A (Ces 一 e, co 十 e]) 是 闭 集 即 可 . 

设 点 列 ((x,, u,)) € A Ceo —e, co +e), BLim(x,, u,) = (x, u) 存在 . 
H àC, RRF x, u 的 连续 性 即 知 ,有 

c — < AX(x,, u,) S ç +€ 
故 
co — e < Lim Alx,» u,) = À(x, u) < c HE 
所 以 
Lim(x,, u,) = (x, u) € A'([co 一 sy co te]) 


即 证 A ([c。 — €, co HED 是 闭 集 . 

推论 6. 6. 3 表明 广义 逆 映 射 :同时 是 下 半 连 续 的 集 值 映 射 . 

由 此 即 知 因为 \… 即 是 上 半 连 续 又 是 下 半 连 续 的 ,所 以 ,广义 道 映射 )- ， 
C— Š xD 是 度量 空间 上 的 连续 的 集 值 映射 (其 中 人 5S S) 513 

这 即 表明 推论 6. 6. 1 中 的 (6. 6. 12) 式 决定 的 广义 逆 映 射 

À cu)) = X (m) —(6. 6. 14) 

也 是 连续 的 集 值 映 射 . 这 里 因为 c, 显然 地 与 ww 有 关 , 故 将 c。、X 均 表 示 成 
cau). X(u,). AH u, 是 任 取 的 , 故 取消 下 标 ,直接 写成 


A cw) = X(u) ue DCR —(6. 6. 15) 


(1) 参见 前 注 ,第 五 章 5. 1.5. 2 节 内 容 . 


6 Kuhn-Tucker 条 件 解析 1033 
推论 6.6.4 设 A(x, u) 是 满足 推论 6. 6. 1 的 乘 子 函数 , 则 存在 定义 在 
Xlu) 上 的 连续 可 微 的 单 值 映射 p: X(u) —x(u), x(u) € Xu), H xu) 是 关于 
u 的 可 微 函 数 . n 
证 明 : XCuw) 在 wED 被 给 定时 是 闭 的 , 故 在 XCu) 上 可 以 定义 关于 xE XX 的 
极 值 函数 p(x) , 且 p(x) 是 单 值 , 单 峰 的 二 阶 可 微 函数 , 则 规划 


max; p(x) 
É: t x€ X 


的 最 大 值 一 定 可 以 取 到 . 设 x”E€ X 是 使 p 取 最 大 值 的 点 . 则 x” 依 包 络 定理 
是 关于 参数 向 量 的 可 微 函数 . 即 证 . 

以 上 的 分 析 对 于 R” 空间 上 的 > 维 曲面 的 极 值 法 向 量 组 的 存在 性 及 可 微 性 
给 予 了 一 个 补充 说 明 . 

将 推论 6. 6. 4 中 的 映射 p 理解 为 在 XX 集合 上 定义 了 一 个 选择 的 算法 , 那 
么 , 它 即 表明 在 (2. 4. 4. 13) 式 规划 出 现 多 重 极 值 点 的 状况 下 ,可 以 附加 一 个 适当 
的 选择 算法 ,以 保证 由 此 选择 算法 给 出 的 x(u) € X X: u 可 微 . 因此 这 时 n dk 
曲面 r(w) 的 定义 域 应 当 由 这 一 选择 算法 的 有 效 区 域 所 决定 . 

例 6.6.2 i& N = 3, n = 6, # R° 空间 上 的 6 维 曲面 决定 的 极 值 法 方向 
规划 


Ts F(x) =— alzi + 2) 十 br a.b>0 


st A(x) =zI+zi+zi—1=0 


H 
一 6a(zi +r) >, 2z， 
VF = |— balzi + ri) >, Vh = |2z, 
br; 2z, 
— balz 二 23)? — 24a(zt + ahah — 24a(zx? + arira 0 
VzF = —24a(z? + rhai z — balzi +4)? 一 24a(z? 十 x2)z3 0 
0 0 30br$ 


0 0 
"hp 2 I 
0 0 2 
取 4 = 一 3a(zi +r) 为 乘 子 ,并 令 VF 一 AVh = 0, 即 得 


6urs — (— 3a (q? + a})’) + 2x, = 0 
以 解 出 多 重 极 值 点 . 
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显然 , r; = 0 也 十 到 = 1 为 多 重 极 值 点 ,4 = 一 3a. 故 
和 (一 3a) = {x | z, = 0, +4 = 1) = X 
X # G 3 R° 的 单位 球面 与 Oz, z, 坐标 平面 交 圆周 闭 曲线 . 
在 X 上 可 以 任意 定义 一 个 选择 ,如 取 
e=(1,0,0)" e,=(0,1,0)" eye € X 
We. e, 即 为 所 选取 的 且 正 交 的 单位 向 量 . B X 集合 与 a、b 的 取 值 无 关 . 故 如 
W a = alu), b = blu), W e: XF u TM, H. 
ael: 
u 
本 例 规 划 的 另 一 个 ( 单 重 ) 极 值 点 显然 可 取 为 e, = (0, 0, 1)", e, 关于 u 亦 
FIM. 设 a > b, 则 | F(x) | 的 第 一 极 大 值 即 为 e 、e:; 第 二 极 大 值 即 为 e,. 故 
@,2.; 即 成 为 决定 曲面 r(u) ú € D C R° 上 的 极 值 法 方向 向 量 组 参数 向 量 ( 即 
S 2. 4.4 节 所 使 用 的 符号 C 向 量 ). 
最 后 ,可 以 指出 ,对 于 一 般 的 非 线 性 规划 


一 0 


min f(x, a) 


st g(x)>0 i=l, =, k (4 是 参数 向 量 ) 
设 x 是 该 规划 的 多 重 极 小 值 点 ,A(x”, a) ERT ORRO. 记 
fO, a) = cç 


WIZE / (eo a), (k, a) 不 一 定 是 常数 ,以 及 这 样 的 z 也 不 一 定 是 局 部 极 小 
值 点 .如 


例 6.6.3 
x 
= fœ= 74-4 (ae 天 0) 
s.t. g(x) = z, +z, 2 0 
由 
+] s= [ll 
vy= Vg = 
ni E A i ly 
取 极 值 点 集合 为 


乘 子 函数 为 
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a= 2,>0 G>0 
a 


M) X € (x°) 总 有 
V/GD — AG, a) -Vg = 0 

再 由 

Ve fO) A Vega) = RP É 
以 及 

Za) = fa a= Fih s€ R| 

1 

所 以 


1 0 A 
Zaf k=° ac ZG) a=0 
a 0 —1 


因此 {x ) 为 本 例 规划 的 弱 局 部 极 小 值 点 集合 . 但 现在 对 于 六 E (x°), DPR 
AG, a) 不 是 常数 . 现 SULH = 0. 则 记 广 义 逆 映 射 让 在 g(x) > 0 限制 下 的 
0 值 点 的 集 值 映射 为 
广 (0,a) = (x | f(x) = 0, =, +z, > 0) 
就 有 


Poa = |x 


= 1 
*=[ 让 or == [| t€ R,s>0 


因此 , f O, a) 是 闭 的 但 {x"} 是 开 的 , 且 
IE Ora) 


Bie f'o, a) R— ERY k € (x°). 
推论 6.6.5 (6.6. 1) 式 规划 存在 多 重 极 值 点 的 充 要 条 件 是 其 目标 函数 下 
(x， ww) 在 (6. 6. 4) 式 给 出 的 广义 极 坐标 变换 下 得 到 的 函数 形式 pO, wu) 满 足 


rank (Z£) < N—1 
= 


对 极 值 条 件 pa 一 0 给 出 的 函数 方程 组 ,由 多 元 隐 函 数 定理 即 可 证 明 这 一 推 
论 的 充分 性 ,再 由 求解 非 线性 方程 组 的 Newton 算法 即 可 证 其 必要 性 . 
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系 6.6.6 (6.6. 1) 式 规划 的 目标 函数 在 广义 极 坐标 变换 下 的 形式 pO, u) 
中 , 若 不 显 含 1<i<N-Ll, 则 必 有 多 重 极 值 点 存在 . 
C 
如 例 6. 6. 2 中 的 F(x) ,经 广义 极 坐标 变换 , 即 为 
p(0,, 0,) =— acos*0, + bsin°0, 


因 pe(8) 不 显 含 0 故 必 存 在 多 重 极 值 点 . 


后 w 


经 过 近 一 年 多 时 间 的 紧张 写作 ,再 经 数 个 月 的 排版 ,编校 工作 ,这 本 书 终于 
完成 了 . 
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并 关注 作者 的 著述 与 研究 . 还 有 胡 德 平 、 黄 方才 Wb E 4508 . 郑 绍 昌 等 朋友 ,与 
他 们 的 交往 (包括 争辩 ) 总 是 令 人 愉悦 并 振奋 之 事 . 而 就 本 书 的 顺利 出 版 发 行 而 
言 , 应 特别 提 及 严 搏 非 先生 的 关心 与 无 私 的 帮助 . 在 这 里 ,应 当 诚 挚 地 感谢 上 面 
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者 本 人 负责 而 与 其 他 人 无 关 . 
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Summary 


The focus of this book is to establish a new application branch of matrix 
characteristic value — the analysis method for the quasi-characteristic value (and 
vector) of real symmetric matrix. The geometric meaning of the quasi-characteristic 
value of the real symmetric matrix consists in that it is exactly proportional to 
principal normal curvature of the surface. Therefore, it has important theoretical 
and application value. Based on this, this book also involves quite a few of 
applications of the analysis method of quasi-characteristic value (vector) in the field 
of the classical differential geometry and the nonlinear programming. Hence, this 
book especially opens up the new descriptions covering many an aspect involved in 
the classical differential geometry and the nonlinear programming. For instance, in 
the aspect of differential geometry, the book cites and perfects the multi-vector 
method of 


the first and second elemental differential forms in the classical differential 


product method in R” Euclidean space, thereby extending the analysi 


geometry for R° space to R” space while offering the Gauss-Codazzi equation on n 
dimensional surface (1 < n < m — 1) in R” space, and discussing the structure of 
the geometric solution of vacuum Einstein equation, and others; In the aspect of 
nonlinear programming, the book presents the solution space structure of Lagrange 
multiplier, and analyzes the relevant structures of linearization cone, closed tangent 
cone and positive normal cone at the points of the extreme value, and gives the 
geometric meaning of the first and second order constraint qualifications, and 
educes the necessary and sufficient form of Kuhn-Tucker conditions as well as 
applicable discriminant methods for the second order sufficient condition and etc. 
As another analysis tool involved, this book also constructs the method for the 
solution of the linear inequations. By using this method, a great variety of the 
linear inequation sets could be ranged into two forms of Cx = 0 (x = 0) and Cx > 
b (x > 0); and under the extended polyhedroid representation theorem, the 


construction method of its solution space could be available. 


The book is designed to be read or used by the researchers, teachers and college 
students in mathematics and (or) economics who have been provided with the 
knowledge of general advanced mathematics, linear algebra and classic differential 


geometry. 
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Introduction 


A noted economist (who can also be called a mathematician) Gerarad Debreu 
made a theme speech on ‘smooth preferences” at an Econometrics meeting held 
in Barcelona in September 1971. 

In this speech, Debreu brought out an important inference for the Gaussian 
curvature (x°) at the x= x° point in the hyper-surface u(x) =c (c is constant) 


of m-dimensional Euclid space R”, namely, 


Vu(x°) Vula’) 
Vu(x°) 0 


k(x’) 一 一 


| Vuc’) |" 


Note; The numerator on the right side of the equation is in fact the bordered determinant of 


ssianu matrix in terms of u(x) function, 


s conclusion Debreu brought out is certainly correct, and also the Gaussian 
curvature is expressed as the ratio of the Hessian matrix determinant to the 
gradient vector norm in a very simple form. Therefore it can be easily extended 
to solve the problem as to determine the Gaussian curvature of the surface in a 
high-dimensional space. Therefore, even if we “neglect” — when in fact we 
should never neglect — the other theoretical significance of this result, as to 
only the predominance in the calculation of the surface curvature for the high- 
dimensional space (because the determinantal algorithm was highly developed 
and efficient in terms of its procedures), at least it should cause people’s 
concern. But since the publication of the Debreu’s outcome, the fact has 
seemed exactly to the opposite. People have not yet paid enough attention to 
this outcome. For example, (it seems) no one has mentioned Debreu’s such an 
important contribution in the literature on the differential geometry surface 
theory that takes the surface curvature as one of the central issues. 

There must have been some specific reasons why this accurate outcome 
containing a major theoretical value for a long time has not yet be of people's 
concern. One of the geneses of the writing is to clarify these reasons and to 


explore Debreu’s outcome so as to realize its theoretical value contained. 
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This book is divided into five chapters, namely, 

Chapter 2 一 一 the extension of the basic concepts of the classical differential 
geometry to the space R”. The content of this chapter is preparatory to 
Chapter 3 in terms of its logical structure, but this chapter also has its own 
importance. For example, in § 2. 4, the multiple vector product method is 
established for the space R”. Therefore, with this method, the first and the 
second basic differential forms of the regular parameters surface patch in the 
space R° can be directly and easily extended to the space R”. Because it is not 
necessary to discuss more of the significance of the first and the second basic 
differential forms, many an important theorem derived from the use of such 
basic differential forms in R° space in the classical differential geometry can be 
easily extended to the space R”. However it has to be noted that the extension 
of some theorems will create some meanings. For example, as far as the 
famous Gauss Egregium theorem (see § 2.3. 1) can go, in the general space 
R”, this theorem does not hold water strictly. (that is to say, by using only 
the first basic invariant and its partial derivative of the surface, the absolute 
value of the total curvature of this surface can be attained while the symbols of 
the total curvature can not be determined ). 

By using the multiple vector product method, the first and the second basic 
forms of the n-dimensional space in the R” Space and Gauss-Codazzi equation 
are given in Š 2. 4. 4 where it is noted that when the Il<n<m—1 there is a 
kind of surfaces with the isotropy at normal direction (by comparison, a 
spherical should be seen as a surface of tangential isotropy). 

Here the constraints of the intrinsic geometric analysis method are also pointed 
out. In case of n-dimensional surface (1 < n< m — 1) in the R” space, the 
Gaussian curvature can not be expressed by the first basic invariables and its 
partial derivative. 


Others in Chapter 2 involve the Frenet frame analysis for the curve in the space 


", as is known in terms of its conclusions. However, here also described is 
the chirality of the local coordinate system for the curve as well as the issues 
based on this of taking the sign for the torsions of various orders of the Frenet 
frame coefficient matrix. 

Chapter 2 also includes the issues as to determine the first and the second basic 
forms of a regular surface based on the general surface function form. f(x) =0 
x€ D,C R” forms as well as others such as the expressions of the concepts as 


normal curvature and principle normal curvature in such a general surface 


1046 3274 4 M 4 eË A 


function. lt should be pointed out that the differential geometry involved in 
this book refers only to some basic concepts from the classical differential 
geometry and mainly limited to the part as the surface theory. Little is covered 
on the further analysis by means of using various manipulation tools based on 
above these concepts. 

Chapter 3 —— The quasi-characteristic value and vector of bordered real 
symmetric matrix. This chapter can be regarded as the “core” of the book 
because it sets up a new analytical tool for the bordered real symmetric matrix 
in this chapter, i. e. the analysis method for the quasi-characteristic (vector) 
value. 


The quasi-characteristic value of bordered matrix A, 


A b 
a| b °] 


is defined as the root “u” of polynomial 


an-A b 


$ Ó 0 I,-—m-order unit matrix 
b 


constituted by m X m-order matrix “A” and m-order vector “b”. 

From above we can identify the difference between the definitions of quasi- 
characteristic value “u” and that of the A, matrix. 

If the “A” and “b” are considered to be respectively the Hessian matrix and the 
gradient vector of the general curve surface function f(x) =0 of a certain R” 
space, then the number of the quasi-characteristic value “g” according to the 
above-mentioned formula happens to be m — 1, and also the relationship 


between these quasi-characteristic values and the principal normal curvature 


“e” is: 


K, =— n,/ || Vf) | i=l, =, m—1 


This formula has provided the geometric meaning of the quasi-characteristic 
value while the corresponding characteristic vector can be defined to be the one 
of the principal normal direction of all the spaces within the curve surface. Seen 
from this, there is a close relationship between the analysis of the quasi- 
characteristic value (vector) of the boarded real symmetric matrix and the 
curvature theory of differential geometry. 


So a new approach to analyze the curvature of a curve surface can be opened up by 
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using the analysis method for the quasi-characteristic value in connection with the 
general curve surface function. Incidentally, the problem involved in the Debreu 
theorem (as mentioned above) can be solved with facility due to this. 

As the existing literature on the matrix algebra is empty of the analysis of the 
quasi-characteristic value, Chapter 3 has to devote itself to the theoretical 
framework about the establishment of the analysis of matrix involved in the 
quasi-characteristic value and the vector. The part is considerably rich in 
content. Fortunately, the matrix algebra is highly developed when it comes to 
a mathematics branch. Therefore most of the principal theorems involved 
might be extended from the existing results from what has been achieved from 
the matrix algebra. 

It should also be noted that the methods for analyzing the quasi-characteristic 
value( vector) as well as those in the classical deferential geometry are adopted 
in 3. 2. 5—3. 2. 6 to analyze the line of curvature, the geodesic and Darboux 
frame (geodesic Frenet frame), Dupin ennuple and asymptote and others — 
the special curves on the curved surface of a R” space. Also the part involves 
quite a number of new conclusions. For instance, the geodesic equation is 


educed for R” space curved surface (non-intrinsic geometric form); 


Qni — nn") r=0 I, — (m— 1l) -order unit matrix 


Where “n” refers to the unit normal vector, “ x” refers to second derivative 
vector of the geodesic function x(s). This is a simple and beautiful equation in 
terms of its structure, and it is the equivalent equation to the geodesic one 
(intrinsic geometric form) of the Riemann manifold. 

Chapter 4 — Curvature tensor The chapter is the integrated application of 
the previous ones. It deals with several important issues; Riemann section 
curvature, Ricci curvature tensor (scalar), Einstein space and geometry 
solution of the vacuum Einstein equation. Here none of the method as tensor 
analysis is adopted, and all of the derivations only involve one for the classical 
calculus and matrix algebra. This is because of the fact that in fact the tensors 
indicated by Ra; and Rš, of Riemann are a second-order determinant (minor). 
In particular, the symbol Ra; is equivalent to second order minor of the second 
basic invariant matrix of the surface. Similarly, the curvature tensor R; of 
Ricci can be expressed by the second order minor of Weingarten mapping 
matrix. 


The iss 


the surface is constant curvature surface under the first basic differential form 


ue of the constant curvature surface also is stated in this chapter. When 
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given by the form of isothermal parameters, then the isothermal parameters 
u(x) is the solution of a second order partial differential equation. In the space 
of R™*' under the condition of m=6, for the 


the metric 


v(x) = 


CP] 
(1 十 全 Ci 十 Hah) 
given by Riemann and the Poincaré upper half-plane metrics 


1 
v(x) = = 


are all the particular solutions of the partial differential equation of second 
order. 

The geometric solution of the Einstein equation is stated particularly in this 
chapter. : 
The “geornetric solution” refers to the metric “g” which can be constructed in 
the form oí a surface function under the conditions that the elements contained 


in the quadratic matrix of “g” is in a position to just meet the conditions 
required for the solutions of the vacuum Einstein equation. The analysis shows 
that the geometric solutions once classified according to the property of the 
Weingarten mapping matrix of the surface only can be the trivial solution, rank 
one solution and (rank one and two) nilpotent solution and hence the 
corresponding examples are listed herein. In the meanwhile, the analysis 
shows that (analytical solution) the non-geometric solution occurs in the 
vacuum Einstein equation. For example, the famous K. Schwarzschild metric is 
a non- geometrical and analytical solution. 

Chapter 5 —— The solution of the linear inequation set The reasons why the 
solutions of the linear inequation set is inserted here are that this is involved in 
the analysis of the Dupin ennuple in terms of differential geometry and that of 
the conditions of Kuhn-Tucker in Chapter 6. For example, the analysis of the 
conditions of Kuhn-Tuckerthe involves six sets of the linear inequations with 


different contents and forms. 


Compared with the linear equation set, the theory on the linear inequation set 
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is very inadequate in the traditional literature on linear algebra. Hence the 
Chapter 5 is required to touch many aspects on the linear inequation The 
analysis in Chapter 5 shows that a great variety oí linear inequations can be 
summed up as the following two standard forms for resolutions 

Cx>0 >b 

x>0 " | x>0 

while the solutions of the two linear inequations can be constructed by the 
polyhedroid representation theorem (expanded). Based on this, much has been 
devoted in Chapter 5 to the arithmetic descriptions of the solutions to the linear 
inequation sets and examples, and at the same time, the representation 
theorem for the range of the matrix A determined by the type of inequation sets 
such as ones under the condition of Ax > 0. This theorem is of great 
significance in understanding the geometric attributes of the solution space of 
the inequation sets. 
It can be understood due to the analysis in the Chapter 5 that the matrix — one 
of the most important mathematical concepts in computer times — may and 
shall be established on the basis of the theorem of the linear inequation set. 
This is also dealt with in Chapter 5. Foe example, the geometric model 


! of the invertible matrix A, as well as 


(phragmocone) of the inverse matrix À 
the model of the general inverse matrix A are available in Chapter 5. 

Chapter 6 —- Kuhn-Tucker conditions of nonlinear programming theory. 
Nonlinear programming theory is one of the mathematical foundations of micro 
economics. As to the main research direction ( Economics) taken by the 
author, the theory of nonlinear programming is undoubtedly of special 
significance. But there are more direct reasons as follows why an exclusive 
chapter is set to discuss Kuhn-Tucker conditions within the framework of this 
book: One is that in the mathematical model of real bordered symmetric matrix 
involved in the analysis of the quasi-characteristic value theory, there is a 
matrix — the bordered Hessian matrix for the language function that appears 
in the theory of nonlinear programming, or that the relevant conclusions of the 
quasi-characteristic value theory have to be applied necessarily in the theory of 
nonlinear programming; the other is that there will have some improvements in 
the traditional literature on the K - T theorem. For example, the form of 
necessary and sufficient conditions of K - T is not given. The another example 
is that neither is the clear explanation of the meaning of the first and the second 


order constraint qualification of the K ~ T conditions is given, nor is a clear 
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method and the explanations in terms of its geometric meaning for the 
application of K - T theorem airs done. (because there is no complete theory 
about the solution of the linear inequation and no surface Dupin ennuple of the 


space R”). However, all these problems are specifically detailed in the book. 


